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1 Dynamika diferenčńıch rovnic 1. řádu

1.1 Úvod

Uvažujme veličinu, jej́ıž hodnoty nás zaj́ımaj́ı pouze v nějakých diskrétńıch okamžićıch.
Jako ilustračńı př́ıklad budeme uvažovat stav populace kráĺıka divokého v Austrálii. Ten
se tam dostával s prvńımi loděmi již od roku 1788, ale zaj́ımavěǰśı vývoj nastává až od
roku 1859, kdy farmář T. A. vysazuje na svém pozemku 24 kráĺıky. Odhaduje se, že během
pouhých patnácti let jejich počet narostl na dva miliony.1 Tyto hodnoty můžeme zapsat

x(1859) = 24, x(1874) = 2 000 000.

Tento zápis má tu výhodu, že okamžitě v́ıme, ke kterému roku je ten který počet vztažen.
Můžeme ovšem použ́ıt i jiné označeńı,

x(0) = 24, x(15) = 2 000 000,

které nám zase ř́ıká, že na počátku jich bylo 24, pak čtrnáct údaj̊u chyb́ı a po patnácti
časových jednotkách (letech) máme stav 2 000 000. Obě značeńı jsou možná, ale v teorii
je běžněǰśı to druhé.

Představme si, že žijeme právě v roce 1874 a zaj́ımá nás, jak by se mohly počty kráĺıku
do budoucna vyv́ıjet. Máme tedy k dispozici pouze údaje za roky 1859 a 1874 (resp. 0 a
15). O kráĺıćıch toho mnoho nev́ıme, ale to nám nebráńı, čistě teoreticky, matematicky
prozkoumat některé jednoduché hypotézy:

a) Růst populace je v́ıce-méně konstantńı, tedy když za patnáct let přibyly zhruba
dva miliony kráĺık̊u, tak za daľśıch patnáct let můžeme očekávat zhruba čtyři mili-
ony (x(30) = 4 000 000). Takový model jistě neńı př́ılǐs d̊uvěryhodný, ale zkuste se
zamyslet, jestli jej někdy v životě (většinou mylně) nepouž́ıváme.

Ale berme to ted’ čistě modelově. Jak můžeme matematicky zapsat, že každoročńı
př́ır̊ustek je konstantńı? Můžeme použ́ıt zápis (P je onen konstantńı př́ır̊ustek)

x(n+ 1) = x(n) + P, n ≥ 0

(v našem př́ıpadě máme P = 2 000 000−24
15

).

S rovnićı x(n+ 1) = x(n) + P jste se již dř́ıve mohli setkat při rekurentńım zadáńı
posloupnost́ı. My je budeme nazývat diferenčńı rovnice a posloupnostem, které
jsou jimi takto rekurentně zadány ř́ıkáme řešeńı diferenčńı rovnice. Pokud na ta
řešeńı nebudeme mı́t nějaké dodatečné požadavky, tak jich bude nekonečně mnoho,
např́ıklad posloupnosti:

1, 1 + P, 1 + 2P, 1 + 3P, . . . nebo 25 + P, 25 + 2P, 25 + 3P, . . . .

V našem př́ıkladu źıskáme potřebnou posloupnost tak, že k rovnici přidáme tzv.
počátečńı podmı́nku x(0) = 24 (hodnotu x(15) jsme již použili pro výpočet P ), a
tak dostáváme

x(n+ 1) = x(n) + P, x(0) = 24, n ≥ 0.

1Ve dvacátem stolet́ı počet kráĺık̊u narostl až na neuvěřitelné čtyři miliardy.
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Řešeńım je tedy posloupnost

x(n) = 24 + n · 2 000 000 − 24

15
, n ≥ 0.

Snadno nahlédneme, že skutečně

x(0) = 24 + 0 · 2 000 000 − 24

15
= 24,

x(15) = 24 + 15 · 2 000 000 − 24

15
= 2 000 000

a

x(30) = 24 + 30 · 2 000 000 − 24

15
= 3 999 976.

Graficky znázorněno:

Obrázek 1: Model: konstantńı r̊ust

b) Populace v následuj́ıćım roce je vždy k-násobkem populace předchoźıho roku, k > 0
(k > 1 znamená zvětšováńı počtu, k = 1 stagnace počtu a k ∈ (0; 1) pokles).
Dostáváme diferenčńı rovnici s počátečńı podmı́nkou

x(n+ 1) = k · x(n), x(0) = 24, n ≥ 0.

Řešeńı:
x(0) = 24, x(1) = k · x(0) = 24 · k,

x(2) = k · x(1) = 24 · k2, . . . x(n) = 24 · kn, . . . .

Neznámou konstantu k vypočteme z rovnice

x(15) = 2 000 000, 24 · k15 = 2 000 000,
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k15 =
2 000 000

24
, k =

(

2 000 000

24

)
1

15

=̇2,13.

Diferenčńı rovnice:

x(n+ 1) =
(

2 000 000

24

)
1

15

· x(n), x(0) = 24, n ≥ 0.

Řešeńı:

x(n) = 24 ·
(

2 000 000

24

)
n

15

, n ≥ 0.

Výpočty:

x(0) = 24 ·
(

2 000 000

24

)
0

15

= 24,

x(15) = 24 ·
(

2 000 000

24

)
15

15

= 2 000 000,

x(30) = 24 ·
(

2 000 000

24

)
30

15

= 24 ·
(

2 000 000

24

)2

=̇166 666 666 666.

Graficky znázorněno:
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Obrázek 2: Model: exponenciálńı r̊ust

Diferenčńı rovnice se použ́ıvaj́ı k popisu vývoje nějaké veličiny v (po sobě jdoućıch)
diskrétńıch časových okamžićıch. Pro jednoduchost si tyto okamžiky budeme označovat
pomoćı nezáporných celých č́ısel n ≥ n0 ≥ 0. Hodnotu zkoumané veličiny v čase n budeme
např́ıklad značit x(n) (nebo y(n)). Pokud bereme v úvahu neukončený vývoj veličiny x,
potom jde vlastně o posloupnost (x(n))+∞

n=n0
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Diferenčńı rovnice , jestliže nějaká populace má diskrétńı generace, velikost (n + 1).
generace x(n + 1) je funkćı n-té generace x(n). Tento vztah se vyjadřuje jako diferenčńı
rovnice

x(n+ 1) = f(x(n)). (1)

Na tento problém ale můžeme nahĺıžet i z jiného úhlu pohledu. Řekněme, že zvoĺıme
počátečńı bod x0 a budeme generovat posloupnost

x0, f(x0), f(f(x0)), f(f(f(x0))), . . . .

Pro zjednodušeńı přijmeme označeńı

f 2 = f(f(x0)), f
3 = f(f(f(x0))), . . . .

f(x0) nazýváme prvńı iteraćı x0 vzhledem k f ; f 2(x0) nazýváme druhou iteraćı x0 vzhle-
dem k f ; a obecně, fn(x0) je n-tou iteraćı x0 vzhledem k f .

Množina všech (kladných) iteraćı

{fn(x0) : n ≥ 0} (f 0(x0) = x0)

se nazývá (kladná) orbita bodu x0 a budeme ji označovat O(x0). Tato iterativńı procedura
je př́ıkladem diskrétńıho dynamického systému. S nastaveńım x(n) = fn(x0) dostáváme

x(n+ 1) = fn+1(x0) = f [fn(x0)] = f(x(n)),

č́ımž opět dostáváme (1). Všimněme si, že x(0) = f 0(x0) = x0. Např́ıklad, necht’

f(x) = x2 a x0 = 0,6.

Nyńı, např́ıklad na kalkulačce, poč́ıtáme opakovaně druhou mocninu a dostáváme po-
sloupnost

0,6, 0,36, 0,1296, 0,01679616, . . . .

Ještě pár iteraćı a každému je jasné, že iterace fn(0, 6) směřuj́ı k nule. Dokažte, že stejnou
limitu maj́ı iterace pro x0 ∈ (−1; 1), zat́ımco pro x0 ∈ R \ [−1, 1] směřuj́ı k nekonečnu.
Zřejmě fn(0) = 0 a fn(1) = 1 pro n = 0, 1, 2, . . . a fn(−1) = 1 pro n = 1, 2, . . . .

Z předchoźıho textu je zřejmé, že diferenčńı rovnice a diskrétńı dynamické systémy
představuj́ı dvě strany jedné mince. Když matematici hovoř́ı o diferenčńıch rovnićıch,
obvykle maj́ı na mysli analytickou teorii předmětu, zat́ımco diskrétńı dynamické systémy
se váž́ı k topologickým a geometrickým aspekt̊um.

Jestliže funkci f v (1) nahrad́ıme funkćı g dvou proměnných, g : Z+ ×R → R, kde Z
+

je množina všech nezáporných celých č́ısel a R je množina reálných č́ısel, potom dostaneme

x(n+ 1) = g(n, x(n)). (2)

Rovnici (2) nazýváme neautonomńı nebo závislou na čase, zat́ımco (1) je autonomńı
nebo nezávislá na čase. Studium (2) je mnohem komplikovaněǰśı a nepatř́ı úplně do teorie
diskrétńıch dynamických systémů rovnic prvńıho řádu. Jestliže máme dánu počátečńı
podmı́nku x(n0) = x0, potom pro n ≥ n0 existuje jednoznačné řešeńı x(n) ≡ x(n, n0, x0)
rovnice (2) takové, že x(n0, n0, x0) = x0. Toto lze snadno ukázat pomoćı iterováńı:

x(n0 + 1, n0, x0) = g(n0, x(n0)) = g(n0, x0),

x(n0 + 2, n0, x0) = g(n0 + 1, x(n0 + 1)) = g(n0 + 1, g(n0, x0)),

x(n0 + 3, n0, x0) = g(n0 + 2, x(n0 + 2)) = g [n0 + 2, g(n0 + 1, g(n0, x0))] .

A indukćı dostáváme

x(n, n0, x0) = g [n− 1, x(n− 1, n0, x0)] .
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1.2 Lineárńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu

Zde budeme studovat lineárńı rovnice — nejjednodušš́ı speciálńı př́ıpady rovnic (1) a
(2). Typická lineárńı homogenńı rovnice prvńıho řádu má tvar

x(n+ 1) = a(n)x(n), x(n0) = x0, n ≥ n0 ≥ 0 (3)

a př́ıslušná nehomogenńı rovnice je dána předpisem

y(n+ 1) = a(n)y(n) + g(n), y(n0) = y0, n ≥ n0 ≥ 0, (4)

kde u obou rovnic předpokládáme, že a(n) 6= 0 a a(n) a g(n) jsou reálné funkce definované
pro n ≥ n0 ≥ 0.

Řešeńı homogenńı rovnice (3) můžeme opět źıskat prostým iterováńım:

x(n0 + 1) = a(n0)x(n0) = a(n0)x0,

x(n0 + 2) = a(n0 + 1)x(n0 + 1) = a(n0 + 1)a(n0)x0,

x(n0 + 3) = a(n0 + 2)x(n0 + 2) = a(n0 + 2)a(n0 + 1)a(n0)x0.

A pomoćı indukce snadno nahlédneme, že2

x(n) = x(n0 + n− n0)

= a(n− 1)a(n− 2) · · · a(n0)x0

=





n−1
∏

i=n0

a(i)



x0. (5)

Jednoznačné řešeńı nehomogenńı rovnice (4) může být nalezeno následovně:

y(n0 + 1) = a(n0)y0 + g(n0),

y(n0 + 2) = a(n0 + 1)y(n0 + 1) + g(n0 + 1)

= a(n0 + 1)a(n0)y0 + a(n0 + 1)g(n0) + g(n0 + 1).

Nyńı opět pomoćı matematické indukce ukážeme, že pro všechna n ∈ Z
+,

y(n) =





n−1
∏

i=n0

a(i)



 y0 +
n−1
∑

r=n0





n−1
∏

i=r+1

a(i)



 g(r). (6)

Při d̊ukazu matematickou indukćı předpokládáme platnost vztahu (6) pro n = k, a
tedy:

y(k) =





k−1
∏

j=n0

a(i)



 y0 +
k−1
∑

r=n0





k−1
∏

i=r+1

a(i)



 g(r).

S použit́ım (4), y(k + 1) = a(k)y(k) + g(k), dostáváme:

y(k + 1) = a(k)





k−1
∏

i=n0

a(i)



 y0 +
k−1
∑

r=n0



a(k)
k−1
∏

i=r+1

a(i)



 g(r) + g(k)

=





k
∏

i=n0

a(i)



 y0 +
k−1
∑

r=n0





k
∏

i=r+1

a(i)



 g(r) +





k
∏

i=k+1

a(i)



 g(k)

=





k
∏

i=n0

a(i)



 y0 +
k
∑

r=n0





k
∏

i=r+1

a(i)



 g(r).

2Připomeňme, že při zkráceném zápisu součinu a součtu prvk̊u ve speciálńıch př́ıpadech plat́ı:
∏

k

i=k+1
a(i) = 1 a

∑

k

i=k+1
a(i) = 0.
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Tud́ıž vztah (6) plat́ı pro všechna n ∈ Z
+.

1.2.1 Důležité speciálńı př́ıpady

Existuj́ı dva speciálńı př́ıpady rovnice (4), které jsou d̊uležité v mnoha aplikaćıch.
Prvńı rovnice je dána vztahem

y(n+ 1) = ay(n) + g(n), y(0) = y0. (7)

S použit́ım (6) zde dostaneme řešeńı

y(n) = any0 +
n−1
∑

k=0

an−k−1g(k). (8)

Druhé, ještě větš́ı zjednodušeńı,

y(n+ 1) = ay(n) + b, y(0) = y0, (9)

má řešeńı (využijeme (8))

y(n) =

{

any0 + b
[

an−1
a−1

]

if a 6= 1,

y0 + bn if a = 1.
(10)

Na procvičeńı předchoźıch formuĺı uvedeme několik př́ıklad̊u.

Př́ıklad 1.1 Vyřešte rovnici

y(n+ 1) = (n+ 1)y(n) + 2n(n+ 1)!, y(0) = 1, n > 0.

Řešeńı.

y(n) =





n−1
∏

i=n0

a(i)



 y0 +
n−1
∑

r=n0





n−1
∏

i=r+1

a(i)



 g(r)

=

[

n−1
∏

i=0

(i+ 1)

]

1 +
n−1
∑

r=0





n−1
∏

i=r+1

(i+ 1)



 2r(r + 1)!

= n! +
n−1
∑

r=0

[

n!

(r + 1)!

]

2r(r + 1)!

= n! +
n−1
∑

r=0

n!2r

= 2nn!,

nebot’

n! +
n−1
∑

r=0

n!2r = n!

(

1 +
n−1
∑

r=0

2r

)

= n!
(

1 + 1
1 − 2n

1 − 2

)

= n! (1 − 1 + 2n) = n!2n.

Př́ıklad 1.2 Řešte rovnici

x(n+ 1) = 2x(n) + 3n, x(1) = 0, 5.
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Řešeńı. a(n) ≡ 2 a n0 = 1, tud́ıž

x(n) =





n−1
∏

i=n0

a(i)



 y0 +
n−1
∑

r=n0





n−1
∏

i=r+1

a(i)



 g(r)

=

[

n−1
∏

i=1

a

]

y0 +
n−1
∑

r=1





n−1
∏

i=r+1

a



g(r)

=
[

an−1
]

y0 +
n−1
∑

r=1

[

an−r−1
]

g(r)

=
[

2n−1
]

0, 5 +
n−1
∑

r=1

2n−r−13r

= 2n−2 + 2n−1
n−1
∑

r=1

(

3

2

)r

= 2n−2 + 2n−1







3

2







1 −
(

3
2

)n−1

1 − 3
2













= 2n−2 + 2n−1

[

−3

(

1 −
(

3

2

)n−1
)]

= 2n−2 + 2n−1

[

−3 + 3
(

3

2

)n−1
]

= 2n−2 + 2n−1
[

−3 + 2
(

3

2

)n]

= 2n−2 − 3 · 2n−1 + 2n

(

3

2

)n

= 2n−2 − 6 · 2n−2 + 3n

= 3n − 5 · 2n−2.

Př́ıklad 1.3 Pacient už́ıvá lék vždy po čtyřech hodinách. Necht’ D(n) je množstv́ı účinné
látky v krevńım systému v n-tém intervalu. Tělo během každého intervalu eliminuje p-tinu
účinné látky.

Nalezněte D(n) a limn→∞ D(n), jestliže už́ıvaná dávka je D0.

Řešeńı. Nejprve muśıme převést slovńı zadáńı do rovnice, kterou potom vyřeš́ıme. Zřejmě

D(n+ 1) = (1 − p)D(n) +D0.

S využit́ım (10) dostáváme

D(n) =

[

D0 − D0

p

]

(1 − p)n +
D0

p
,

a tedy

lim
n→∞

D(n) =
D0

p
. (11)

8



Necht’ D0 = 2 [cm3] a p = 0, 25, potom p̊uvodńı rovnice je

D(n+ 1) = 0, 75D(n) + 2, D0 = 2.

Tabulka 1 obsahuje hodnoty D(n) pro n ∈ {0, 1, 2, . . . , 10}.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D(n) 2 3.5 4.62 5.47 6.1 6.58 6.93 7.2 7.4 7.55 7.66

Tabulka 1: Hodnoty D(n)

Z (11) zjist́ıme, že rovnovážným stavem množstv́ı účinné látky v těle je

D∗ = lim
n→∞

D(n) = 8
[

cm3
]

.

Př́ıklad 1.4 (Umořováńı) Umořováńı je proces, při kterém je splácen dluh (ne)pravidelnými
platbami v pravidelných intervalech. Každá splátka se skládá z úroku za př́ıslušné obdob́ı
a z částky snižuj́ıćı dluh (úmoru).

Necht’ do každého obdob́ı vstupujeme s dluhem p(n), který je v tomto obdob́ı úročen
s úrokovou mı́rou r, vztaženou k platebńı periodě. Na konci n-tého obdob́ı je realizována
splátka g(n).

Formulace našeho modelu je založena na faktu, že dluh p(n+ 1) na počátku (n+ 1)-
ho obdob́ı je roven předchoźı hodnotě dluhu p(n), k ńıž muśıme přič́ıst úrok za posledńı
obdob́ı, rp(n) a naopak odeč́ıst splátku g(n). Tedy

p(n+ 1) = p(n) + rp(n) − g(n) = (1 + r)p(n) − g(n), p(0) = p0,

kde p0 znač́ı počátečńı hodnotu dluhu. Jde o př́ıpad s konstantńım koeficientem u p(n),
takže můžeme využ́ıt (8)

p(n) = (1 + r)np0 +
n−1
∑

k=0

(1 + r)n−k−1g(k).

Ve speciálńım př́ıpadu může j́ıt o úlohu s konstantńı splátkou (g(n) je konstantńı)

nebo s konstantńım úmorem (p(n + 1) − p(n) je konstantńı. Úloha na výpočet pevného
počtu n konstantńıch splátek T nás vede k rovnici p(n) = 0, konkrétně

p(n) = (1 + r)np0 +
n−1
∑

k=0

(1 + r)n−k−1T = (1 + r)np0 +
(1 + r)n − 1

r
T = 0.

Odtud

T = p0

[

r

1 − (1 + r)−n

]

.

Pro p0 = 100 000, r = 0, 1 a n = 5 dostaneme

T = 100 000

[

0, 1

1 − (1 + 0, 1)−5

]

≈ 26 380.

Umořovaćı plán naleznete v tabulce 2.

9



Obdob́ı Dluh Splátka Úrok Úmor Nový dluh
k p(k) g(k) rp(k) g(k) − rp(k) p(k + 1)
0 100 000 26 380 10 000 16 380 83 620
1 83 620 26 380 8 362 18 018 65 602
2 65 602 26 380 6 560 19 820 45 782
3 45 782 26 380 4 578 21 802 23 980
4 23 980 26 380 2 398 23 982 0
5 0

Tabulka 2: Umořovaćı plán

Cvičeńı k přednášce 1

1. Nalezněte řešeńı následuj́ıćıch diferenčńıch rovnic:

(a) x(n+ 1) − (n+ 1)x(n) = 0, x(0) = c.

(b) x(n+ 1) − 3nx(n) = 0, x(0) = c.

(c) x(n+ 1) − e2nx(n) = 0, x(0) = c.

(d) x(n+ 1) − n
n+1

x(n) = 0, n ≥ 1, x(1) = c.

2. Nalezněte obecné řešeńı následuj́ıćıch diferenčńıch rovnic:

(a) y(n+ 1) − 1
2
y(n) = 2, y(0) = c.

(b) y(n+ 1) − n
n+1

y(n) = 4, y(0) = c.

3. Nalezněte obecné řešeńı následuj́ıćıch diferenčńıch rovnic:

(a) y(n+ 1) − (n+ 1)y(n) = 2n(n+ 1)!, y(0) = c.

(b) y(n+ 1) = y(n) + en, y(0) = c.

4. (a) Napǐste diferenčńı rovnici popisuj́ıćı počet oblast́ı vytvořených n př́ımkami v
rovině, jestliže se každé dvě protnou, a to nejvýše dvě v jednom bodu.

(b) Nalezněte zmı́něný počet oblast́ı vyřešeńım nalezené diferenčńı rovnice.

5. Gama funkce je definována jako Γ(x) =
∫∞

0 tx−1e−t dt, x > 0.

(a) Ukažte, že Γ(x+ 1) = xΓ(x), Γ(1) = 1.

(b) Ukažte, že pro n ∈ N plat́ı Γ(n+ 1) = n!.

(c) Ukažte, že x(n) = x(x− 1) · · · (x− n+ 1) =
Γ(x+ 1)

Γ(x− n+ 1)
.

6. Prostor (3D) je rozdělen n rovinami, ze kterých žádné dvě nejsou rovnoběžné a
žádné čtyři nemaj́ı společný bod.

(a) Napǐste diferenčńı rovnici popisuj́ıćı počet vytvořených oblast́ı.

(b) Nalezněte počet těchto oblast́ı.

7. Ověřte (8).
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8. Ověřte (10).

9. Dluh $12.000 má být umořen stejnými splátkami o velikosti $380 na konci každého
měśıce, plus posledńı splátkou, která může být menš́ı. Sestavte splátkový kalendář
při ročńı úrokové mı́̌re 12% s měśıčńım připisováńım úrok̊u.

10. Uvažujte p̊ujčku ve výši $80.000, která má být splacena stejnými měśıčńımi splátkami.
Nalezněte výši této splátky, jestliže ročńı úroková mı́ra je 10%, připisováńı úrok̊u je
měśıčńı a doba spláceńı je 30 let.

11. Uvažujme, že na konci každé periody ulož́ıme sumu Tdo banky, která ji úroč́ı s
úrokovou mı́rou r vztaženou k dané periodě. Necht’ A(n) znač́ı naspořenou částku
po n periodách.

(a) Napǐste diferenčńı rovnici, která popisuje A(n).

(b) Tuto diferenčńı rovnici vyřešte pro A(0) = 0, T = $200 a r = 0, 008.

12. Bylo zjǐstěno, že teplota tělesa je 110◦F. Dále bylo vypozorováno, že vždy po dvou
hodinách je změna teploty tělesa dána jako −0, 3 násobek rozd́ılu předchoźı teploty
tělesa a teploty v mı́stnosti, která je stále 70◦F.

(a) Napǐste diferenčńı rovnici, která popisuje teplotu T (n) tělesa na konci n-té
periody.

(b) Nalezněte T (n).

13. Uvažujete o hypotéce na 30 let při ročńı úrokové mı́̌re 8%. Kolik si můžete dovolit
p̊ujčit, jestliže jste schopni splácet $1.000 měśıčně?

14. Radium se rozpadá v mı́̌re 0, 04% ročně. Jaký je jeho poločas rozpadu?

15. (Určováńı stář́ı uhĺıkovou metodou) Je známo, že obsah uhĺıku C14 v rostlinách a
tělech živočich̊u je v době jejich života stejný jako v atmosféře. Po jejich úmrt́ı obsah
uhĺıku C14 v jejich tkáńıch klesá s mı́rou r.

(a) Nalezněte r, jestliže poločas rozpadu uhĺıku C14 je 5.700 let.

(b) Jak stará je zkoumaná zv́ı̌rećı kost, jestliže v ńı z̊ustalo 70% p̊uvodńıho množstv́ı
uhĺıku C14?
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Přednáška 2



2 Rovnovážné body

Pojem rovnovážné body (stavy) je stěžejńı při studiu dynamiky fyzikálńıch systémů.
V mnoha aplikaćıch v biologii, ekonomii, fyzice, technice apod. je žádoućı, aby všechny
stavy (řešeńı) směřovaly k rovnovážným stav̊um (bod̊um). Toto je předmětem studia
teorie stability, což je d̊uležité téma pro vědce a inženýry. Nyńı podáme formálńı definici
rovnovážného bodu.

Definice 2.1 Bod x∗ z definičńıho oboru f budeme nazývat rovnovážný bod diferenčńı
rovnice (1), jestliže je pevným bodem zobrazeńı f , tj. f(x∗) = x∗.

Jinými slovy, x∗ je konstantńım řešeńım rovnice (1), jelikož jestliže x(0) = x∗ je
počátečńı bod, potom x(1) = f(x∗) = x∗, x(2) = f(x(1)) = f(x∗) = x∗, atd.

Graficky je rovnovážný bod x-ová souřadnice pr̊useč́ıku grafu zobrazeńı f s diagonálou
y = x (viz obrázky 3 a 4). Např́ıklad rovnice

x(n+ 1) = x3(n),

kde f(x) = x3, má tři rovnovážné body. K nalezeńı těchto bod̊u polož́ıme f(x∗) = x∗, čili
x3 = x, vyřeš́ıme vzhledem k x a źıskáme hodnoty −1, 0 a 1 (obr. 3).

Obrázek 4 ilustruje jiný př́ıklad, kdy f(x) = x2 − x+ 1, a tedy

x(n+ 1) = x2(n) − x(n) + 1.

Při x2 − x+ 1 = x źıskáme jen jeden rovnovážný bod x∗ = 1.

Obrázek 3: Pevné body zobrazeńı f(x) = x3.

Existuje fenomén, který se vyskytuje jen u diferenčńıch rovnic a neńı možný u rovnic
diferenciálńıch. U diferenčńıch rovnic je možné, že řešeńı, které neńı rovnovážné se může
po konečném počtu iteraćı stát rovnovážným.

Jinými slovy, nerovnovážný stav může dosáhnout rovnovážný stav v konečném čase.
To vede k následuj́ıćı definici.

Definice 2.2 Necht’ x je bodem definičńıho oboru zobrazeńı f . Jestliže existuje kladné
celé č́ıslo r a rovnovážný bod x∗ rovnice (1) takový, že f r(x) = x∗, f r−1(x) 6= x∗, potom
x nazýváme eventuálně rovnovážným bodem.
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Obrázek 4: Pevný bod zobrazeńı f(x) = x2 − x+ 1.

Př́ıklad 2.5 (Stanové (Tent) zobrazeńı) Uvažujme rovnici (viz obr. 5)

x(n+ 1) = T (x(n)),

kde

T (x) =

{

2x pro 0 ≤ x ≤ 1
2
,

2(1 − x) pro 1
2
< x ≤ 1.

Tato rovnice má dva rovnovážné body, 0 a 2
3

(viz obr. 5). Hledáńı eventuálně rovnovážných

Obrázek 5: Rovnovážné body stanového zobrazeńı.

bod̊u neńı algebraicky tak jednoduché. Jestliže x(0) = 1
4
, potom x(1) = 1

2
, x(2) = 1

a x(3) = 0. Tedy 1
4

je eventuálně rovnovážným bodem. Zkuste ukázat, že body dané
předpisem x = k

2n , kde k an jsou přirozená č́ısla, přičemž 0 < k
2n ≤ 1, jsou eventuálně

rovnovážné.

Jednou z hlavńıch oblast́ı studia dynamických systémů je analýza chováńı řešeńı v
bĺızkosti rovnovážných bod̊u. Toto studium zakládá teorii stability. Uvedeme základńı
definice stability.
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Definice 2.3 (a) Rovnovážný bod x∗ rovnice (1) je stabilńı, jestliže pro každé ε > 0
existuje δ > 0 takové, že |x0 − x∗| < δ implikuje |fn(x0) − x∗| < ε pro všechna
n > 0. Jestliže x∗ neńı stabilńı, potom jej nazýváme nestabilńı.

(b) Bod x∗ nazýváme atraktivńı (přitažlivý), jestliže existuje η > 0 takové, že

|x(0) − x∗| < η implikuje lim
n→∞

x(n) = x∗.

Jestliže η = ∞, potom bod x∗ nazýváme globálńı atraktor nebo globálně atraktivńı
(přitažlivý).

(c) Bod x∗ je asymptoticky stabilńı rovnovážný bod, jestliže je stabilńı a přitažlivý.
Jestliže η = ∞, potom bod x∗ nazýváme globálně asymptoticky stabilńı.

Určeńı stability rovnovážných bod̊u podle uvedených definic může být v mnoha př́ıpadech
nemožné (mission impossible). To je zapřičiněno t́ım, že nejsme vždy schopni nalézt řešeńı
v uzavřeném tvaru, což se může stát již pro navenek velmi jednoduše vyhĺıžej́ıćı rovnici
(1). V této sekci předvedeme některé z nejjednodušš́ıch, ale také nejúčinněǰśıch nástroj̊u
k porozuměńı chováńı řešeńı rovnice (1) v bĺızkém okoĺı rovnovážných bod̊u, jmenovitě
grafické postupy. Zde si vystač́ıme s pouhou kalkulačkou.

2.1 Schodovité (pavučinové) diagramy

Nyńı si detailně ukážeme daľśı grafickou metodu analýzy stability rovnovážných (a
periodických) bod̊u rovnice (1). Jelikož x(n+1) = f(x(n)), můžeme si v rovině (x(n), x(n+
1) namalovat graf zobrazeńı f . Potom, pro dané x(0) = x0 najdeme graficky x(1) =
f(x(0)) = f(x0) vztyčeńım vertikály z x0 ke grafu f (t́ım źıskáme bod se souřadnicemi
(x0, x(1)). Z tohoto bodu vedeme horizontálu až k diagonále y = x, č́ımž źıskáme bod
(x(1), x(1)). Nyńı opět vertikálu ke grafu (do bodu (x(1), x(2)), atd. Takto můžeme nalézt
x(n) pro všechna n > 0.

Př́ıklad 2.6 (Logistická rovnice) Necht’ y(n) znač́ı velikost populace v čase n. Jestliže µ
je mı́ra r̊ustu pop ulace zjedné k následuj́ıćı, potom můžeme uvažovat matematický model
ve tvaru

y(n+ 1) = µy(n), µ > 0. (12)

Jestliže je počátečńı populace dána y(0) = y0,potom prostým iterováńım nahlédneme, že

y(n) = µny0 (13)

je řešeńım rovnice (12). Jestliže je µ > 1, potom y(n) roste nade všechny meze, limn→∞ y(n) =
∞. Jestliže µ = 1, potom y(n) = y0 pro všechna n > 0, což znamená, že velikost populace
je do budoucna konstantńı. Avšak pro µ < 1 dostaneme limn→∞ y(n) = 0, a tedy populace
nakonec vymře.

Pro většinu biologických druh̊u však výše uvedené př́ıpady plat́ı jen po dosažeńı jisté
horńı hranice. Potom z d̊uvodu omezených dostupných zdroj̊u docháźı k soutěži o ně.
Tato soutěž je úměrná čtverci jejich počtu y2(n) s mı́rou b > 0:

y(n+ 1) = µy(n) − by2(n). (14)

Jestliže v (14) provedeme substituci x(n) = b
µ
y(n), dostaneme

x(n+ 1) = µx(n)(1 − x(n)) = f(x(n)). (15)
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Tato rovnice je nejjednodušš́ı nelineárńı diferenčńı rovnićı prvńıho řádu, o které se obecně
hovoř́ı jako o (diskrétńı) logistické rovnici. Avšak explicitńı tvar řešeńı pro tuto rov-
nici nelze (až na některé hodnoty µ) nalézt. Přes svou jednoduchost logistická rovnice
představuje poměrně komplikovanou dynamiku. Abychom nalezli rovnovážné body (15),
polož́ıme f(x∗) = µx∗(1 − x∗) = x∗, č́ımž źıskáme x∗ = 0 a x∗ = µ−1

µ
.

Obrázek 6 ukazuje schodovitý diagram logistické rovnice pro µ = 2, 5 a x(0) = 0, 1.
V tomto př́ıpadě máme také dva rovnovážné body. Jeden, x∗ = 0, je nestabilńı a druhý,
x∗ = 0, 6, je asymptoticky stabilńı.

x0 x∗ x(n)

x(n+ 1)

1

1

Obrázek 6: Schodovitý diagram pro µ = 2, 5.

Cvičeńı k přednášce 2

1. (Newtonova metoda výpočtu druhé odmocniny kladného č́ısla)

Rovnice x2 = a můžeme přepsat do tvaru x = 1
2

(

x+ a
x

)

. Tento tvar vede k Newto-
nově metodě

x(n+ 1) =
1

2

[

x(n) +
a

x(n)

]

.

(a) Ukažte, že tato diferenčńı rovnice má dva rovnovážné body, −√
a a

√
a.

(b) Načrtněte schodovitý diagram pro a = 3, x(0) = 1 a x(0) = −1.

(c) Jaký závěr můžete źıskat z bodu (1b)?

2. (Pielouova logistická rovnice)
E. C. Pielou [4] nazval následuj́ıćı rovnici diskrétńı logistická rovnice:

x(n+ 1) =
αx(n)

1 + βx(n)
, α > 1, β > 0.

(a) Nalezněte kladný rovnovážný bod.

(b) Demonstrujte pomoćı schodovitého diagramu, že nalezený kladný rovnovážný
bod je asymptoticky stabilńı při α = 2 a β = 1.

16



3. Nalezněte rovnovážné body a určete jejich stabilitu pro rovnici

x(n+ 1) = 5 − 6

x(n)
.

4. (a) Namalujte schodovitý diagram pro (15) pro µ = 0, 5, 3 a 3, 3. Co vyčtete z
těchto diagramů?

(b) Určete, které hodnoty µ vedou k periodickému řešeńı s periodou 2.

5. Uvažujte Bakerovo zobrazeńı dané vztahem

B(x) =

{

2x pro 0 ≤ x ≤ 1
2
,

2x− 1 pro 1
2
< x ≤ 1.

(a) Namalujte funkci B(x) na intervalu [0, 1].

(b) Ukažte, že x ∈ [0, 1] je eventuálńım pevným bodem tehdy a jen tehdy, jestliže
je tvaru x = k

2n , kde k an jsou kladná celá č́ısla3, přičemž 0 ≤ k ≤ 2n−14

6. Nalezněte pevné body a eventuálńı pevné body rovnice x(n + 1) = f(x(n)), kde
f(x) = x2.

7. Nalezněte eventuálńı pevné body stanového zobrazeńı z př́ıkladu 2.5, které maj́ı jiný
tvar než k

2n .

8. Uvažujte stanové zobrazeńı z př́ıkladu 2.5. Ukažte, že jestliže x = k
2n , kde k a n jsou

kladná celá č́ısla a 0 ≤ k
2n ≤ 1, potom x je eventuálńı pevný bod.

V úlohách 9 až 11:

(a) Nalezněte př́ıslušnou diferenčńı rovnici.

(b) Namalujte (n, x(n)) diagram.

(c) Nalezněte, jestliže je to možné, exaktńı řešeńı diferenčńı rovnice a namalujte
jeho graf do stejného obrázku jako v předchoźım bodu (b).

9. y′ = −y2, y(0) = 1, 0 ≤ t ≤ 1, h = 2
10

a 1
10

.

10. y′ = −y + 4
y
, y(0) = 1, 0 ≤ t ≤ 1, h = 25

100
.

11. y′ = −y + 1, y(0) = 1, 0 ≤ t ≤ 1, h = 25
100

.

3Č́ıslo x ∈ [0, 1] je dyadické racionálńı č́ıslo, jestliže je tvaru k

2n
pro nějaká nezáporná celá č́ısla k a n,

přičemž 0 ≤ k ≤ 2n−1.
4V knize [2] je na tomto mı́stě uvedeno 0 ≤ k ≤ 2n − 1, tak zjistěte, co je správně.
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Doplněk k přednášce 2

D1 Eulerova metoda řešeńı diferenciálńıch rovnic

(∆R)-Euler (∆R)-Euler (DR)-přesně
(h = 0,2) (h = 0,1)

n t x(n) x(n) x(t)
0 0 1 1 1
1 0,1 1,14 1,150
2 0,2 1,28 1,301 1,328
3 0,3 1,489 1,542
4 0,4 1,649 1,715 1,807
5 0,5 1,991 2,150
6 0,6 2,170 2,338 2,614
7 0,7 2,791 3,286
8 0,8 2,969 3,406 4,361
9 0,9 4,288 6,383
10 1 4,343 5,645 11,681

Tabulka 3: Eulerovy aproximace pro h = 0,2 a 0,1 společně s přesnými hodnotami.

x
(t

),
x

(n
)

h = 0,01

h = 0,1

h = 0,2

t, n

Obrázek 7: Srovnáńı přesného řešeńı a numerického řešeńı diferenciálńı rovnice (DR) pro
r̊uzné velikosti krok̊u h.

Př́ıklad 2.7 (Numerická řešeńı diferenciálńıch rovnic) Při numerickém řešeńı (aproxi-
maćı) diferenciálńıch rovnic ve skutečnosti použ́ıváme př́ıslušnou diferenčńı rovnici, at’ už
si to uvědomujeme nebo ne. Ukažme si to na Eulerově metodě, jedné z nejjednodušš́ıch
technik aproximace řešeńı diferenciálńı rovnice.

Uvažujme diferenciálńı rovnici prvńıho řádu

x′(t) = g(x(t)), x(t0) = x0, t0 ≤ t. (16)
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Interval [t0, b] rozděĺıme na N stejných podinterval̊u. Velikost podintervalu nazýváme
velikost́ı kroku metody a označujeme ji h = b−t0

N
. Velikost tohoto kroku definuje uzly t0,

t1, t2,. . . , tN , kde tj = t0 + jh. Eulerova metoda aproximuje x′(t) pomoćı x(t+h)−x(t)
h

.
Dosazeńım do (16) dostaneme

x(t+ h) − x(t)

h
= g(x(t)),

a tedy
x(t+ h) = x(t) + hg(x(t)).

Pro t = t0 + nh máme

x[t0 + (n+ 1)h] = x(t0 + nh) + hg[x(t0 + nh)], (17)

pro n = 0, 1, 2, . . . , N − 1.
Při upraveném označeńı x(n) = x(t0 + nh) źıskáme

x(n+ 1) = x(n) + hg[x(n)]. (18)

Rovnice (18) definuje Euler̊uv algoritmus, který aproximuje řešeńı diferenciálńı rovnice
(16) v uzlových bodech.

Poznamenejme, že x∗ je rovnovážným bodem diferenčńı rovnice (18) tehdy a jen tehdy
když g(x∗) = 0. To znamená, že diferenciálńı rovnice (16) a diferenčńı rovnice (18) maj́ı
stejné rovnovážné body.

Nyńı aplikujeme Eulerovu metodu na diferenciálńı rovnici (DR):

x′(t) = 0, 7x2(t) + 0, 7, x(0) = 1, t ∈ [0, 1]. (DR)

Přesné řešeńı (pro kontrolu přesnosti metody) je x(t) = tan(0, 7t+ π
4
).

Př́ıslušná diferenčńı rovnice (∆ R) s použit́ım Eulerovy metody je

x(n+ 1) = x(n) + 0, 7h(x2(n) + 1), x(0) = 1. (∆R)

Tabulka 3 ukazuje Eulerovy aproximace pro h = 0, 2 a 0, 1 společně s přesnými hodnotami.
Obrázek 7 obsahuje (n, x(n))-diagram. Všimněte si, že č́ım menš́ı je krok, t́ım přesněǰśı
jsou aproximace.
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3 Kritéria asymptotické stability

rovnovážných bod̊u

V této kapitole uvedeme jednoduché, avšak silné, kritérium asymptotické stability
rovnovážných bod̊u. Následuj́ıćı věta bude naš́ım hlavńım nástrojem.

Věta 3.1 Necht’ x∗ je rovnovážným bodem diferenčńı rovnice

x(n+ 1) = f(x(n)), (19)

kde f je spojitě diferencovatelná v x∗. Potom jsou pravdivé následuj́ıćı výroky:

(i) Jestlǐze |f ′(x∗)| < M < 1, potom x∗ je asymptoticky stabilńı.

(ii) Jestlǐze |f ′(x∗)| > 1, potom je x∗ nestabilńı.

D̊ukaz. (i) Předpokládejme, že |f ′(x∗)| < M < 1. Potom existuje interval J = (x∗ −
γ, x∗ + γ) obsahuj́ıćı x∗ takový, že |f ′(x)| ≤ M < 1 pro všechna x ∈ J . (Proč? Cvičeńı 3,
úloha 9.) Pro x(0) ∈ J máme

|x(1) − x∗| = |f(x(0)) − f(x∗)|.

Podle věty o středńı hodnotě existuje ξ mezi x(0) a x∗ takové, že

|f(x(0)) − f(x∗)| = |f ′(ξ)||x(0) − x∗|.

A tedy
|f(x(0)) − f(x∗)| ≤ M |x(0) − x∗|,

a tedy
|x(1) − x∗| ≤ M |x(0) − x∗|. (20)

Jelikož je M < 1, nerovnost (20) ukazuje, že x(1) je bĺıže k x∗ než x(0), současně také
máme x(1) ∈ J .

Indukćı źıskáme
|x(n) − x∗| ≤ Mn|x(0) − x∗|.

Pro libovolné ε > 0 stač́ı vźıt δ = ε
2M

. Takto totiž nerovnost |x(0) − x∗| < δ implikuje
|x(n) − x∗| < ε pro všechna n ≥ 1, nebot’

|x(n) − x∗| ≤ Mn|x(0) − x∗| < Mn ε

2M
=
Mn−1

2
ε < ε, n ≥ 1.

Tento závěr ukazuje stabilitu. Dále, jelikož limn→∞ |x(n) − x∗| = 0, a tak limn→∞ x(n) =
x∗, dostáváme asymptotickou stabilitu.

(ii) Tento d̊ukaz ponecháme jako úlohu 11 ve cvičeńıch 3.

Poznámka 3.1 V literatuře zabývaj́ıćı se dynamickými systémy se rovnovážný bod x∗

nazývá hyperbolický, jestliže |f ′(x∗)| 6= 1.
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Př́ıklad 3.8 (Newtonova metoda) Newtonova metoda je jednou z neznáměǰśıch nume-
rických metod pro nalezeńı kořen̊u rovnice g(x) = 0.

Newton̊uv algoritmus hledáńı nulového bodu x∗ funkce g(x) je dán diferenčńı rovnićı

x(n+ 1) = x(n) − g(x(n))

g′(x(n))
, (21)

kde x(0) = x0 je naš́ım počátečńım odhadem kořene x∗. Pro tuto diferenčńı rovnici máme

f(x) = x− g(x)
g′(x)

.

Nejprve poznamenejme, že nulové body funkce g(x) jsou současně rovnovážnými body
diferenčńı rovnice (21). Pokuśıme se zjistit, zda nám Newton̊uv algoritmus dává posloup-
nost x(n) konverguj́ıćı k řešeńı x∗. K tomu použijeme Větu 3.1:

|f ′(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

1 − [g′(x)]2 − g(x)g′′(x)

[g′(x)]2

∣

∣

∣

∣

∣

,

a tedy pro x = x∗ máme (nebot’ g(x∗) = 0)

|f ′(x∗)| =

∣

∣

∣

∣

∣

1 − [g′(x∗)]2 − 0 · g′′(x∗)

[g′(x∗)]2

∣

∣

∣

∣

∣

= |1 − 1| = 0 < 1,

a tedy je bod x∗ asymptoticky stabilńı. Jestliže tedy máme x0 dostatečně bĺızko hledaného
x∗ a g′(x∗) 6= 0, dostáváme posloupnost bod̊u x(n), která konverguje k x∗ (limn→∞ xn =
x∗).

Věta 3.1 neř́ıká nic o nehyperbolických rovnovážných bodech, kdy

|f ′(x∗)| = 1.

V těchto př́ıpadech je potřeba daľśı analýza. Následuj́ıćı Věta 3.2 je věnována př́ıpadu
f ′(x∗) = 1.

Věta 3.2 Předpokládejme, že rovnovážný bod x∗ diferenčńı rovnice (19) má f ′(x∗) = 1.
Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Jestlǐze f ′′(x∗) 6= 0, potom je x∗ nestabilńı.

(ii) Jestlǐze f ′′(x∗) = 0 a f ′′′(x∗) > 0, potom je x∗ nestabilńı.

(iii) Jestlǐze f ′′(x∗) = 0 a f ′′′(x∗) < 0, potom je x∗ asymptoticky stabilńı.

D̊ukaz. (i) Jestliže f ′′(x∗) 6= 0, potom je f v okoĺı x∗ bud’ konvexńı

f ′′(x∗) > 0

nebo konkávńı
f ′′(x∗) < 0.

Tyto př́ıpady jsou ilustrovány na obrázćıch 8–11. Jestliže f ′′(x∗) > 0, potom f ′(x) >
1 pro všechna x z dostatečně malého intervalu I = (x∗, x∗ + ε). S využit́ım stejného
postupu jako v d̊ukazu Věty 3.1 je poměrně snadné ukázat, že x∗ je nestabilńı.
Na druhou stranu, když f ′′(x∗) < 0, potom f ′(x) > 1 pro všechna x z dostatečně
malého intervalu I = (x∗ − ε, x∗), a tud́ıž x∗ je opět nestabilńı.

Důkazy část́ı (ii) a (iii) jsou ponechány jako cvičeńı.
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x0x̄0 x∗ x(n)

x(n+ 1)

1

1

Obrázek 8: Nestabilńı. f ′′(x∗) > 0 (semistabilńı zleva).

x0x̄0

x∗

x(n)

x(n+ 1)

1

1

Obrázek 9: Nestabilńı. f ′′(x∗) < 0 (semistabilńı zprava).

x0x̄0

x∗

x(n)

x(n+ 1)

1

1

Obrázek 10: Nestabilńı. f ′(x∗) = 1, f ′′(x∗) = 0 a f ′′′(x∗) > 0.
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x0x̄0

x∗

x(n)

x(n+ 1)

1

1

Obrázek 11: Asymptoticky stabilńı. f ′(x∗) = 1, f ′′(x∗) = 0 a f ′′′(x∗) < 0.

Předchoźı výsledek použijeme při následuj́ıćım studiu př́ıpadu f ′(x∗) = −1.
Před t́ım ale ještě představ́ıme schwarzovskou derivaci funkce f :

S f(x) =
f ′′′(x)

f ′(x)
− 3

2

[

f ′′(x)

f ′(x)

]2

.

Všimněte si, že pro f ′(x) = −1 (náš studovaný př́ıpad) dostaneme

S f(x) = −f ′′′(x) − 3

2
[f ′′(x)]

2
.

Věta 3.3 Předpokládejme, že rovnovážný bod x∗ diferenčńı rovnice (19) má f ′(x∗) = −1.
Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Jestlǐze S f(x∗) < 0, potom je x∗ asymptoticky stabilńı.

(ii) Jestlǐze S f(x∗) > 0, potom je x∗ nestabilńı.

D̊ukaz. Promysĺıme si rovnici

y(n+ 1) = g(y(n)), kde g(y) = f 2(y). (22)

Zjist́ıme, že rovnovážné body p̊uvodńı rovnice (19) jsou také rovnovážnými body (22).
Dále také plat́ı: jestliže x∗ je asymptoticky stabilńı (nestabilńı) pro (22), potom je tomu
také pro (19). (Proč?) Nyńı vypočteme derivaci g

d

dy
g(y) =

d

dy
f(f(y)) = f ′(f(y))f ′(y).

Máme tedy
d

dy
g(x∗) = [f ′(x∗)]

2
= 1,

což nám umožňuje na tento př́ıpad použ́ıt Větu 3.2.
Potřebujeme vyč́ıslit druhou derivaci:

d2

dy2
g(y) =

d2

dy2
f(f(y)) = [f ′(f(y))f ′(y)]

′

= [f ′(y)]
2
f ′′(f(y)) + f ′(f(y))f ′′(y).
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Tud́ıž
d2

dy2
g(x∗) = 0.

Takto nám Věta 3.2 ř́ıká (části (ii) a (iii)), že asymptotická stabilita x∗ je určena znaménkem
třet́ı derivace, která je v tomto př́ıpadě

[g(x∗)]′′′ = −2f ′′′(x∗) − 3 [f ′′(x∗)]
2
. (23)

T́ımto jsme (s pomoćı Věty 3.2) obdrželi části (i), (ii) a d̊ukaz je hotov.

Př́ıklad 3.9 Uvažujme diferenčńı rovnici x(n+ 1) = x2(n) + 3x(n). Nalezneme jej́ı rov-
novážné body a urč́ıme jejich stabilitu.
Řešeńı: Rovnovážné body jsou 0 a −2, prvńı derivace f ′(x) = 2x+ 3.

Jelikož f ′(0) = 3, podle Věty 3.1 je nestabilńı.
Pro druhý rovnovážný bod máme f ′(−2) = −1, takže využijeme Větu 3.3. S využit́ım

(23) dostaneme
−2f ′′′(−2) − 3 [f ′′(−2)]

2
= −12 < 0,

tud́ıž podle Věty 3.3 je rovnovážný bod −2 asymptoticky stabilńı. Obrázek 12 ilustruje
schodový diagram zkoumané rovnice.

x0 = −2,9 x0 = 0,5

Obrázek 12: Schodový diagram pro x(n+ 1) = x2(n) + 3x(n).

Výsledek v předchoźım př́ıkladu lze zobecnit na obecné kvadratické zobrazeńı

Q(x) = ax2 + bx+ c, a 6= 0.

Necht’ x∗ je rovnovážný bod tohoto zobrazeńı, tj. Q(x∗) = x∗. Potom plat́ı následuj́ıćı dvě
tvrzeńı.

(i) Jestliže Q′(x∗) = −1, potom podle Věty 3.3 je rovnovážný bod x∗ asymptoticky
stabilńı. Ve skutečnosti má Q(x) dva rovnovážné body

x∗
1,2 =

(1 − b) ∓
√

(b− 1)2 − 4ac

2a
.

Je snadné nahlédnout, že pro Q′(x∗
1) = −1 mus9 platit (b− 1)2 = 4ac+ 4, zat́ımco

Q′(x∗
2) 6= −1. Takže x∗

1 je při (b− 1)2 = 4ac+ 4 asymptoticky stabilńı (cvičeńı 8).
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(ii) Jestliže Q′(x∗) = 1, potom podle Věty 3.2 je rovnovážný bod x∗ nestabilńı. V
tomto př́ıpadě máme pouze jeden rovnovážný bod x∗ = (1 − b)/2a. x∗ je tedy při
(b− 1)2 = 4ac+ 4 nestabilńı.

Cvičeńı k přednášce 3

U problémů 1–7 nalezněte rovnovážné body a určete jejich stabilitu s využit́ım Vět 3.1,
3.2 a 3.3.

1. x(n+ 1) = 1
2

[x2(n) + x(n)].

2. x(n+ 1) = x2(n) + 1
8
.

3. x(n+ 1) = x arctan x(n).

4. x(n+ 1) = x2(n).

5. x(n+ 1) = x3(n) + x(n).

6. x(n+ 1) =
αx(n)

1 + βx(n)
, α > 1, β > 0.

7. x(n+ 1) = −x3(n) − x(n).

8. Necht’ Q(x) = ax2 + bx+ c,a 6= 0, a x∗ je pevný bod Q. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Jestliže Q′(x∗) = −1, potom je x∗ asymptoticky stabilńı.

(ii) Jestliže Q′(x∗) = 1, potom je x∗ nestabilńı.

9. Ukažte, že nerovnost |f ′(x∗)| < 1 implikuje existenci intervalu J = (x∗ − ε, x∗ + ε),
na kterém plat́ı |f ′(x∗)| ≤ M < 1 pro všechna x ∈ J a pro nějakou konstantu M .

10. Předpokládejte, že v (21) je g(x∗) = g′(x∗) = 0 a g′′(x∗) 6= 0. Dokažte, že x∗ je
rovnovážným bodem (21).

11. Dokažte část (ii) Věty 3.1.

12. Dokažte, že každý rovnovážný bod (19) je také rovnovážným bodem (22). Také
ukažte, že v opačném směru to tak nefunguje.

13. Dokažte, že rovnovážné body (19), které jsou asymptoticky stabilńı (nestabilńı) pro
(22), jsou takové i pro (19). Asymptotickou stabilitu a nestabilitu rovnovážných
bod̊u (19) tedy můžeme vyšetřovat přes (22).

14. Ověřte formuli (23).

15. Dokažte části (ii) a (iii) Věty 3.2.
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4 Periodické body a cykly

Druhým nejvýznamněǰśım prvkem při studiu dynamických systému je pojem periodi-
city. Např́ıklad pohyb kyvadla je periodický.

Definice 4.4 Necht’ b lež́ı v definičńım oboru zobrazeńı f . Potom:

(i) b nazýváme periodický bod zobrazeńı f (nebo (19)), jestliže pro nějaké přirozené k
je fk(b) = b a f i(b) 6= b pro i = 1, 2, . . . , k − 1. To znamená, že bod je k-periodický,
jestliže je pevným bodem fk, tj., jestliže je rovnovážným bodem diferenčńı rovnice

x(n+ 1) = g(x(n)), (24)

kde g = fk.

Periodická orbita bodu b,

O(b) =
{

b, f(b), f 2(b), . . . , fk−1(b)
}

,

je často nazývána k-cykl.

(ii) b nazveme eventuálně k-periodickým, jestliže pro nějaké přirozené m je fm(b) k-
periodickým bodem. Jinými slovy, b je eventuálně k-periodické, jestliže

fm+k(b) = fm(b).

x(n)

x(n+ 2)

Obrázek 13: Graf f 2 se čtyřmi pevnými body. f(x) = 3, 43x(1 − x).

Graficky je k-periodický bod x-ovou souřadnićı pr̊useč́ıku grafu fk s osou prvńıho
kvadrantu (diagonálou y = x). Obrázek 13 obsahuje graf f 2, kde f je logistické zobrazeńı.
Je vidět, že má čtyři pevné body, z nichž dva jsou pevnými body f (viz obrázek 14)
a dva zbývaj́ıćı tvoř́ı 2-cykl. Poznamenejme, že bod x0 = 0, 3 (na obrázku 14) přecháźı
po několika iteraćıch na 2-cykl, a tak jde o eventuálně 2-periodický bod. Nav́ıc je bod
x∗ ≈ 0, 445 asymptoticky stabilńı vzhledem k f 2 (obrázek 15).

Př́ıklad 4.10 Uvažujme znova diferenčńı rovnici generovanou stanovým zobrazeńım

T (x) =

{

2x pro 0 ≤ x ≤ 1
2
,

2(1 − x) pro 1
2
< x ≤ 1.

,
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x0 = 0,3
x(n)

x(n+ 1)

Obrázek 14: x0 přecháźı na 2-cykl. f(x) = 3, 43x(1 − x).

x0 = 0,3
x(n)

x(n+ 2)

Obrázek 15: x∗ ≈ 0, 445 je asymptoticky stabilńı vzhledem k f 2.
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které také můžeme zapsat v úsporněǰśım tvaru

T (x) = 1 − 2
∣

∣

∣

∣

x− 1

2

∣

∣

∣

∣

.

Pevné body T 2, a tedy 2-periodické body T , budeme hledat pomoćı předpisu pro T 2:

T 2(x) =































4x pro 0 ≤ x < 1
4
,

2(1 − 2x) pro 1
4

≤ x < 1
2
,

4
(

x− 1
2

)

pro 1
2

≤ x < 3
4
,

4(1 − x) pro 3
4

≤ x ≤ 1.

.

Můžeme nalézt čtyři pevné body (obrázek 16): 0, 2
5
, 2

3
a 4

5
. Dva z nich (0 a 2

3
) jsou pevnými

body T , takže
{

2
5
, 4

5

}

je jediným 2-cyklem zobrazeńı T . Prohlédněte si obrázek 17 a zjist́ıte,

že bod x∗ = 0, 8 je nestabilńı vzhledem k T 2.

2/30,40 0,8

Obrázek 16: Pevné body T 2.

Obrázek 18 popisuje graf T 3. Dá se ukázat, že
{

2
7
, 4

7
, 6

7

}

je 3-cykl:

T
(

2

7

)

=
4

7
, T

(

4

7

)

=
6

7
, T

(

6

7

)

=
2

7
.

Je známo, že stanové zobrazeńı T má periodické body (cykly) všech period. Toto je
vlastnost, kterou společně sd́ıĺı všechna spojitá zobrazeńı s 3-cyklem. Tento fenomén byl
objeven v [3] a dř́ıve v [7].

A jak je to se stabilitou periodických bod̊u?

Definice 4.5 Necht’ b je k-periodický bod zobrazeńı f . Potom b je:

(i) stabilńı, jestliže je stabilńım pevným bodem fk,

(ii) asymptoticky stabilńı, jestliže je asymptoticky stabilńım pevným bodem fk,
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Obrázek 17: x∗ = 0, 8 je nestabilńı vzhledem k T 2.

Obrázek 18: Pevné body T 3.
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(iii) nestabilńı, jestliže je nestabilńım pevným bodem fk.

Je nasnadě, že při (ne)stabilitě jednoho bodu k-cyklu jsou ostatńı body tohoto k-
cyklu také (ne)stabilńı. Můžeme tedy hovořit o stabilitě celého k-cyklu nebo periodické
orbity. Obrázek 17 naznačuje, že 2-cykl stanového zobrazeńı neńı stabilńı, nebot’ x∗ = 0, 8
neńı stabilńı jako pevný bod T 2. Př́ıklad asymptoticky stabilńıho 2-cyklu logistického
zobrazeńı je na obrázku 15.

Zúžeńım na zkoumáńı stability pevných bod̊u zobrazeńı fk máme k dispozici všechny
předchoźı věty o stabilitě pevných bod̊u zobrazeńı f . Např́ıklad věta 3.1 se dá přepsat
následovně:

Věta 4.4 Necht’ O(b) = {b = x(0), x(1), . . . , x(k − 1)} je k-cykl spojitě diferencovatelné
funkce f . Potom jsou pravdivé následuj́ıćı výroky:

(i) k-cykl O(b) je asymptoticky stabilńı, jestlǐze

|f ′(x(0))f ′(x(1)) · · · f ′(x(k − 1))| < 1.

(ii) k-cykl O(b) je nestabilńı, jestlǐze

|f ′(x(0))f ′(x(1)) · · · f ′(x(k − 1))| > 1.

D̊ukaz. Na (24) aplikujeme větu 3.1. S použit́ım pravidla řetězeńı můžeme ukázat, že
[

fk(x(r))
]′

= f ′(x(0))f ′(x(1)) · · · f ′(x(k − 1)).

(Viz Cvičeńı 4, úloha 12).

Na př́ıkladu si ukážeme d̊usledek této věty.

Př́ıklad 4.11 Uvažujme zobrazeńı Q(x) = x2 − 0, 85 definované na intervalu [−2, 2].
Nalezněme 2-cykly a určeme jejich stabilitu.
Řešeńı Všimněme si, že Q2(x) = (x2 − 0, 85)2 − 0, 85. 2-periodické body dostaneme
vyřešeńım rovnice

Q2(x) = x, nebo x4 − 1, 7x2 − x− 0, 1275 = 0. (25)

Tato rovnice má čtyři kořeny, z nichž dva jsou pevnými body zobrazeńı Q(x). Tyto dva
pevné body jsou kořeny rovnice

x2 − x− 0, 85 = 0. (26)

Abychom tyto pevné body vyloučily z (25), vyděĺıme levou stranu (25) levou stranou
(26). Dostaneme rovnici

x2 + x+ 0, 15 = 0. (27)

2-periodické body jsou tedy řešeńımi této rovnice (27), konkrétně

a =
−1 +

√
0, 4

2
, b =

−1 − √
0, 4

2
.

Nyńı na 2-cykl {a, b} aplikujeme větu 4.4:

|Q′(a)Q′(b)| = |(−1 +
√

0, 4)(−1 −
√

0, 4)| = 0, 6 < 1.

Takže podle věty 4.4, části (i), je tento 2-cykl asymptoticky stabilńı.

32



Cvičeńı k přednášce 4

1. Předpokládejme, že diferenčńı rovnice x(n+1) = f(x(n)) má 2-cykl s orbitou {a, b}.
Dokažte, že

(i) tento 2-cykl je asymptoticky stabilńı, jestliže |f ′(a)f ′(b)| < 1,

(ii) tento 2-cykl je nestabilńı, jestliže |f ′(a)f ′(b)| > 1.

2. Necht’ T je stanové zobrazeńı z př́ıkladu 3.9 na straně 25. Ukažte, že
{

2
9
, 4

9
, 8

9

}

je
pro T odpuzuj́ıćı 3-cykl.

3. Necht’ f(x) = −1
2
x2 − x+ 1

2
. Ukažte, že 1 je pro f přitažlivý 2-periodický bod.

U problémů 4 až 6 nalezněte 2-cykly a určete jejich stabilitu.

4. x(n+ 1) = 2, 5x(n0[1 − x(n0].

5. x(n+ 1) = 1 − x2.

6. x(n+ 1) = 5 − 6
x(n)

.

7. Necht’ f(x) = ax3 − bx + 1, kde a, b ∈ R. Nalezněte všechny hodnoty a a b takové,
že {0, 1} je přitažlivý 2-cykl.

Uvažujte Bakerovo zobrazeńı , které je definováno následuj́ıćım předpisem:

B(x) =

{

2x pro 0 ≤ x ≤ 1
2
,

2x− 1 pro 1
2
< x ≤ 1.

Problémy 8 až 10 jsou pro Bakerovo zobrazeńı na [0, 1].

8. Namalujte Bakerovu funkci B(x). Potom pro B nalezněte počet n-periodických
bod̊u.

9. Načrtněte graf B2 a potom nalezněte 2-cykly.

10. Ukažte, že plat́ı následuj́ıćı implikace: jestliže je m liché kladné celé č́ıslo, potom
x̄ = k

m
jsou periodické pro k = 1, 2, . . . ,m− 1.

11. Uvažujte kvadratické zobrazeńı

Q(x) = ax2 + bx+ c, a 6= 0.

(a) {d, e} je 2-cykl, pro který je Q′(d)Q′(e) = −1. Dokažte, že je asymptoticky
stabilńı.

(b) {d, e} je 2-cykl, pro který je Q′(d)Q′(e) = 1. Co můžete ř́ıci o jeho stabilitě?

12. (Zobecněńı problému 1) Necht’ {x(0), x(1), . . . , x(k − 1)} je k-cykl (3). Dokažte, že

(i) jestliže |f ′(x(0))f ′(x(1)) · · · f ′(x(k − 1))| < 1, potom je tento k-cykl asympto-
ticky stabilńı,
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(ii) jestliže |f ′(x(0))f ′(x(1)) · · · f ′(x(k− 1))| > 1, potom je tento k-cykl nestabilńı.

13. Uved’te př́ıklad klesaj́ıćı funkce, která má pevný bod a 2-cykl.

14. (i) Může mı́t klesaj́ıćı funkce k-cykl pro k > 1?

(ii) Může mı́t rostoućı funkce k-cykl pro k > 1?
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5 Logistická rovnice a bifurkace

Nyńı se vrát́ıme k nejvýznamněǰśımu př́ıkladu v této kapitole, logistické diferenčńı
rovnici

x(n+ 1) = µx(n)[1 − x(n)], (28)

která se váže k iterováńı funkce

Fµ(x) = µx(1 − x), x ∈ [0, 1], µ > 0. (29)

5.1 Rovnovážné body

Pro nalezeńı rovnovážných bod̊u (28) řeš́ıme rovnici

Fµ(x∗) = x∗.

Nalezenými body jsou 0 a µ−1
µ

. Dále budeme zkoumat stabilitu těchto bod̊u v závislosti
na hodnotách parametru µ.

(a) Rovnovážný bod 0. (Viz obrázky 19–21). Jelikož je F ′
µ(0) = µ, podle vět 3.1 a 3.2

dostáváme př́ımo:

(i) 0 je asymptoticky stabilńı rovnovážný bod pro 0 < µ < 1,

(ii) 0 je nestabilńı pro µ > 1.

Př́ıpad µ = 1 vyžaduje speciálńı pozornost. Již v́ıme, že F ′
1(0) = 1. Dále F ′′

1 (0) =
−2 6= 0. Podle věty 3.2 jde tedy 0 nestabilńı. To je jistě pravda, když uvažujeme
levé (záporné) i pravé (kladné) okoĺı nuly. Jelikož je zde stabilita porušena jen zleva,
zat́ımco zprava se bod 0 chová jako asymptoticky stabilńı, můžeme zde hovořit o
asymptotické polostabilitě zprava. Zde však levé okoĺı nepatř́ı do definičńıho oboru
Fµ, a tak bod nula je pro naši rovnici asymptoticky stabilńı na celém intervalu [0, 1].

(b) Rovnovážný bod x∗ = µ−1
µ

, µ 6= 1. (Viz obrázky 22–23).

Abychom měli x∗ ∈ (0, 1], muśı být µ > 1. Hodnota prvńı derivace: F ′
µ

(

µ−1
µ

)

= 2−µ.
S využit́ım vět 3.1 a 3.3 dostáváme:

(i) x∗ je asymptoticky stabilńı pro 1 < µ ≤ 3 (obrázek 22).

(ii) x∗ je nestabilńı pro µ > 3 (obrázek 23).

5.2 2-cykly

Hledáme-li 2-cykly, řeš́ıme rovnici F 2
µ(x) = x, tedy

µ2x(1 − x)
[

1 − µx(1 − x)
]

− x = 0. (30)

Když chceme z řešeńı vyloučit pevné body 0 a µ−1
µ

, vyděĺıme rovnici (30) polynomem

x(x− µ−1
µ

). Obdrž́ıme kvadratickou rovnici

µ2x2 − µ(µ+ 1)x+ µ+ 1 = 0.
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Obrázek 19: Pro 0 < µ < 1 je 0 asymptoticky stabilńı pevný bod.

Obrázek 20: Pro µ > 1 je 0 nestabilńı pevný bod.
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Obrázek 21: Pro µ = 1 je 0 asymptoticky stabilńı pevný bod (uvažujeme jen jej́ı pravé
okoĺı).

Obrázek 22: Pro 1 < µ ≤ 3 je x∗ = µ−1
µ

asymptoticky stabilńı pevný bod.
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x∗

Obrázek 23: Pro µ > 3 je x∗ = µ−1
µ

nestabilńı pevný bod.

Řešeńımi jsou body 2-cyklu

x(0) =
µ+ 1 −

√

(µ− 3)(µ+ 1)

2µ
,

x(1) =
µ+ 1 +

√

(µ− 3)(µ+ 1)

2µ
. (31)

Z definičńıho oboru těchto řešeńı je zřejmé, že takový 2-cyklus existuje pouze pro µ > 3
(pro µ = 3 obě řešeńı splynou). Označme tuto hraničńı hodnotu parametru µ jako µ0(= 3).

Podle věty 4.4 je 2-cykl asymptoticky stabilńı, když

|F ′
µ(x(0))F ′

µ(x(1))| < 1,

tedy konkrétně
−1 < µ2(1 − 2x(0))(1 − 2x(1)) < 1. (32)

Dosazeńım za x(0) a x(1) a po úpravách dostaneme:

−1 < µ2

(

1 − 2
µ+1−

√
(µ−3)(µ+1)

2µ

)(

1 − 2
µ+1+

√
(µ−3)(µ+1)

2µ

)

< 1,

−1 < 1 − (µ− 3)(µ+ 1) < 1.

To je splněno pro
µ < 1 +

√
6 ≈ 3, 44949.

Závěr Zkoumaný 2-cyklus je asymptoticky stabilńı pro 3 < µ < 3, 44949 . . . .
Otázka Co se stane, když µ = µ1 = 1 +

√
6 ?
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V tomto př́ıpadě je

[

F 2
µ1

(

x(0)
)

]′

= F ′
µ1

(

x(0)
)

F ′
µ1

(

x(1)
)

= −1. (33)

(Viz Cvičeńı 5, úloha 7).
Tud́ıž můžeme použ́ıt větu 3.3, kde podle části (i) zjist́ıme, že náš 2-cykl je pro µ1

také asymptoticky stabilńı, zat́ımco pro µ > µ1 je již nestabilńı.

5.3 4-cykly

I nadále budeme značit µ1 = 1 +
√

6.
Při hledáńı 4-cykl̊u řeš́ıme rovnici F 4

µ(x) = x. To už by bylo poměrně složité, a tak
výpočet necháme na poč́ıtači. Vycháźı nám, že 22-cykl pro µ > µ1 existuje a je asympto-
ticky stabilńı pro µ1 = 1 +

√
6 < µ ≤ 3.544090 · · · = µ2, zat́ımco pro µ > µ2 je již

nestabilńı.
Při µ = µ2 22-cykl bifurkuje na 23-cykl. Tento je asymptoticky stabilńı pro µ2 < µ <

µ3, kde µ3 je jisté č́ıslo. Tento proces zdvojováńı periody pokračuje do nekonečna (∞-
cykl), takže existuje posloupnost hodnot {µn}∞

n=0, kde při µ = µn docháźı k bifurkaci z
2n-cyklu na 2n+1-cykl (viz obrázky 24 a 25). Tabulka 4 zachycuje podivuhodný fenomén.
Můžeme z ńı vyč́ıst následuj́ıćı pozorováńı:

(i) Posloupnost {µn}∞

n=0 zřejmě konverguje k č́ıslu µ∞ = 3, 57 . . . .

(ii) Pod́ıl
µn − µn−1

µn+1 − µn

zřejmě konverguje k č́ıslu
δ = 4, 6692016 . . . .

Tato hodnota bývá nazývána Feigenbaumova konstanta (podle jej́ıho objevitele,
fyzika Mitchella Feigenbauma).

Ve skutečnosti M. Feigenbaum odhalil mnohem v́ıc. Č́ıslo δ (na rozd́ıl od hodnoty
µ∞) je univerzálńı pro hladké funkce zobrazuj́ıćı nějaký interval do sebe.

n µn µn − µn−1
µn−µn−1

µn+1−µn

0 3 — —
1 3,449499 . . . 0,449499 . . . —
2 3,544090 . . . 0,094591 . . . 4,752027 . . .
3 3,564407 . . . 0,020313 . . . 4,656673 . . .
4 3,568759 . . . 0,004352 . . . 4,667509 . . .
5 3,569692 . . . 0,00093219 . . . 4,668576 . . .
6 3,569891 . . . 0,00019964 . . . 4,669354 . . .

Tabulka 4: Feigenbaumova tabulka.
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x

µ

Obrázek 24: Částečný bifurkačńı diagram pro Fµ.

x

µ

Obrázek 25: Bifurkačńı diagram pro Fµ.
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5.4 Bifurkačńı diagram

Zde horizontálńı osa představuje hodnoty parametru µ, zat́ımco vertikálńı vyšš́ı iterace
F n

µ (x). Pro konkrétńı x0 diagram ukazuje asymptotické chováńı iteraćı F n
µ (x0).

Na obrázku 24 je naznačena část bifurkačńıho diagramu logistického zobrazeńı znázorňuj́ıćı
dva př́ıpady zdvojováńı periody (pro µ1,2), přičemž jsou zobrazeny pouze asymptoticky
stabilńı cykly.

Na obrázku 25 je již numericky vygenerovaný bifurkačńı diagram logistického zob-
razeńı s parametry x0 = 1

2
, µ ∈ [0, 4] (s krokem 1

500
) a zobrazeny jsou všechny body

(

µ, F n
µ

(

1
2

))

pro 200 ≤ n ≤ 500.

Otázka Co se děje při µ > µ∞ ?

Odpověd’ Na obrázku 25 vid́ıme, že pro µ∞ < µ ≤ 4 existuje velké množstv́ı malých
oken, kde přitažlivou množinou je asymptoticky stabilńı cykl. Největš́ı okno je kolem µ =
3, 828427 . . . , kde máme přitažlivý 3-cykl. Ve skutečnosti zde máme k-cykly pro všechna
přirozená k, ale jejich okna jsou př́ılǐs malá na to, abychom je mohli bez př́ıslušného
zvětšeńı vidět. Stejně jako pro µ < µ∞, tyto cykly bifurkuj́ı, zdvojuj́ı periodu — vznikaj́ı
asymptoticky stabilńı 2nk-cykly, a sami přitom ztrácej́ı stabilitu. Mimo tato okna obrázek
vypadá chaoticky.

Poznámka 5.2 Naše analýza logistického zobrazeńı může být zopakována pro libovolné
kvadratické zobrazeńı

Q(x) = ax2 + bx+ c.

Iterováńı kvadratického zobrazeńı Q (při vhodné volbě parametr̊u) je totiž ekvivalentńı
iterováńı logistického zobrazeńı. Jinými slovy, zobrazeńı Q a Fµ maj́ı stejné kvalitativńı
chováńı.

Dá se ukázat, že můžeme transformovat diferenčńı rovnici

y(n+ 1) = y2(n) + c (34)

na
x(n+ 1) = µx(n)

[

1 − x(n)
]

, (35)

a to pomoćı substituce

y(n) = −µx(n) +
µ

2
, c =

µ

2
− µ2

4
. (36)

Takto µ = 2 odpov́ıdá c = 0 a µ = 3 zase c = −3
4

. . . . Přirozeně očekáváme, stejné chováńı
při odpov́ıdaj́ıćıch si hodnotách parametr̊u µ a c.

Poznámka 5.3 Ne všechny body muśı nutně konvergovat k nějaké asymptoticky sta-
bilńı periodické orbitě. Ani otázka, které body konverguj́ı k dané periodické orbitě neńı
triviálńı.

Doplněk A: Šarkovského a Li-Yorkova věta

Může současně existovat v́ıce periodických atraktor̊u? Tato otázka nás přivád́ı ke
slavné větě A. N. Šarkovského.

V roce 1964 představil A. N. Šarkovskij nové uspořádáńı přirozených č́ısel

3 ⊲ 5 ⊲ 7 ⊲ 9 ⊲ · · · ⊲ 2 · 3 ⊲ 2 · 5 ⊲ · · · ⊲ 22 · 3 ⊲ 22 · 5 ⊲ . . .
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. . . 2n · 3 ⊲ 2n · 5 ⊲ · · · ⊲ 2n+1 · 3 ⊲ 2n+1 · 5 ⊲ · · · ⊲ 2n+1 ⊲ 2n ⊲ · · · ⊲ 22 ⊲ 2 ⊲ 1.

Pro takto uspořádaná přirozená č́ısla vyslovil v [7] následuj́ıćı větu (pro srovnáńı viz [5,
V.3.1.5]).

Věta 5.5 ((A. N. Šarkovskij) Necht’ f : R → R je spojitá funkce. Jestlǐze f má bod o

periodě n, potom má také bod o periodě k, pro každé k ∈ N, n⊲k (Šarkovského uspořádáńı).

V roce 1975 T. Li a J. Yorke (nezávisle na Šarkovském) publikovali v [3] slabš́ı verzi
věty 5.5:

Věta 5.6 (T. Li–J. Yorke) Předpokládejme, že f : R → R je spojitá a že pro ni existuje
bod a takový, že bud’

(i) f 3(a) ≤ a < f(a) < f2(a) nebo

(ii) f 3(a) ≥ a > f(a) > f2(a).

Potom f má body všech period.

Vliv obou vět na rozvoj moderńı teorie dynamických systémů je enormńı.

Cvičeńı k přednášce 5

Pokud nebude řečeno jinak, všechny následuj́ıćı problémy se vztahuj́ı k logistické di-
ferenčńı rovnici.

1. S pomoćı grafu F k
4 , k = 1, 2, 3, . . . , demonstrujte, že pro F4 je součet periodických

bod̊u s periodou k a bod̊u s periodou která děĺı k nejméně 2k.

2. Nalezněte řešeńı diferenčńı rovnice

x(n+ 1) = 4x(n)(1 − x(n))

pomoćı substituce x(n) = sin2 θ(n).

Řešeńı Provedeme navrhovanou substituci:

sin2 θ(n+ 1) = 4 sin2 θ(n)(1 − sin2 θ(n)).

Úpravami dostaneme
sin2 θ(n+ 1) = sin2 2θ(n)

| sin θ(n+ 1)| = | sin 2θ(n)|.
Nyńı můžeme rozlǐsit dva př́ıpady

• θ(n+ 1) = 2θ(n) + kπ,k ∈ Z

• θ(n+ 1) = −2θ(n) + kπ,k ∈ Z

Oba představuj́ı snadno řešitelné lineárńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu, proto

•
θ(n) = θ0

n−1
∏

i=0

2 +
i=0
∑

n−1





r=i+1
∏

n−1

2



 kπ,

θ(n) = θ02
n + kπ(2n − 2) = θ02

n + kπ.

43



•
θ(n) = θ0

n−1
∏

i=0

(−2) +
i=0
∑

n−1





r=i+1
∏

n−1

(−2)



 kπ,

θ(n) = θ0(−2)n + kπ
(−2)n + 2

−3
= θ0(−2)n + kπ.

Ze substituce plyne

θ(0) = arcsin
(

√

x(0)
)

.

Dohromady tedy

x(n) = sin2
(

arcsin
(

√

x(0)
)

2n + kπ
)

nebo

x(n) = sin2
(

arcsin
(

√

x(0)
)

(−2)n + kπ
)

.

Z periodicity a lichosti funkce sin x plyne, že

x(n) = sin2
(

arcsin
(

√

x(0)
)

2n

)

.

3. Necht’ x∗ = µ−1
µ

je rovnovážný bod (28). Ukažte, že:

(i) Pro 1 < µ ≤ 3 je x∗ přitažlivým pevným bodem.

(ii) Pro µ > 3 je x∗ odpuzuj́ıćım pevným bodem.

4. Dokažte, že

lim
n→+∞

F n
2 =

1

2
,

jestliže 0 < x < 1.

Řešeńı Pro µ = 2 máme
F n

2 = 2x(1 − x).

V diferenčńı rovnici
x(n+ 1) = 2x(n)(1 − x(n))

označme

d(n) =
1

2
− x(n).

Bude platit

x(n+ 1) = 2(
1

2
− d(n))(1 − (

1

2
− d(n))) =

1

2
− 2d2(n).

Z dosazeńı

d(n+ 1) =
1

2
− x(n+ 1)

plyne, že
d(n+ 1) = 2d2(n).

Nyńı polož́ıme d(1) = d, kde podle zadáńı

−1

2
< d <

1

2
.
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Pak

d(n) = 22n−1−1d2n−1

=
1

2
(2d)2n−1

.

{d(n)}+∞
n=1 konverguje k 0, proto x(n) konverguje k 1

2
.

5. Necht’ 1 < µ ≤ 2 a necht’ x∗ = µ−1
µ

je rovnovážný bod (28). Ukažte, že pro x∗ <

x < 1
2

je limn→∞ F n
µ (x) = x∗.

6. Dokažte, že 2-cykl (31) je pro 3 < µ < 1 +
√

6 přitažlivý.

7. Ověřte formuli (33). Potom ukažte, že 2-cykl (31) je pro µ = 1 +
√

6 přitažlivý.

8. S využit́ım kalkulačky nebo poč́ıtače ověřte, že µ2 ≈ 3, 54.

9. (Projekt) Ukažte, že zobrazeńıHµ(x) = sinµx vede ke stejné hodnotě Feigenbaumovy
konstanty δ. (Opět použijte poč́ıtač).

10. Ukažte, že když |µ− µ1| < ǫ, potom |Fµ − Fµ1
| < ǫ pro každé x ∈ [0, 1].

Řešeńı Můžeme psát

|Fµ − Fµ1
| = |µx(1 − x) − µ1x(1 − x)| ∀x ∈ [0, 1].

Odtud
|Fµ − Fµ1

| = |x(1 − x)(µ− µ1)| ∀x ∈ [0, 1].

Protože x(1 − x) < 1 ∀x ∈ [0, 1] a ze zadáńı (µ− µ1) < ǫ, tvrzeńı plat́ı.

11. Ukažte, že rovnici (34) lze transformovat na logistickou rovnici (35), přičemž

c =
µ

2
+
µ2

4
,

pomoćı substituce y = −µx+ 1
2
µ.

Řešeńı
y(n+ 1) = y2(n) + c

Provedeme substituci y = −µx+ 1
2
µ:

−µx(n+ 1) +
µ

2
= µ2x(n)2 − µ2x(n) +

µ2

4
+ c,

dále

x(n+ 1) = µx(n)(1 − x(n)) − µ

4
+

1

2
− c

µ
,

tedy tvrzeńı plat́ı.

12. (a) Nalezněte rovnovážné body y∗
1 a y∗

2 rovnice (34).

(b) Nalezněte hodnoty c, pro které je y∗
1 přitažlivý, odpuzuj́ıćı nebo nestabilńı.

(c) Nalezněte hodnoty c, pro které je y∗
2 přitažlivý, odpuzuj́ıćı nebo nestabilńı.

13. Nalezněte hodnotu c0, ve které (34) zdvojuje periodu — bifurkuje — pr c > c0.
Zkontrolujte svou odpověd’ s využit́ım (36).
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14. (Projekt) S využit́ım poč́ıtače si vytvořte pro (34) bifurkačńı diagramy, jako jsou
na obrázćıch 24 a 25.

15. (Projekt) Vytvořte bifurkačńı diagram pro kvadratické zobrazeńı

Qλ(x) = 1 − λx2

na intervalu [−1; 1], λ ∈ (0; 2].

V problémech 16–19 určete stabilitu rovnovážných bod̊u diferenčńıch rovnic.

16. x(n+ 0) = x(n) + 1
π

sin(2πx(n)).

17. x(n+ 0) = 1
2

sin(πx(n)).

18. x(n+ 0) = 2x(n) exp(−x(n)).

19. Populace pták̊u je modelována diferenčńı rovnićı

x(n+ 0) =

{

3, 2x(n) pro 0 ≤ x(n) ≤ 1,
0, 5x(n) pro x(n) > 1,

kde x(n) je počet pták̊u v roce n.

Doplněk B: Globálńı stabilita

H. Sedaghat v [6] ukázal, že spojité zobrazeńı na reálné př́ımce nemůže mı́t nesta-
bilńı globálně přitažlivý pevný bod. Pokud však opust́ıme spojité zobrazeńı a nahrad́ıme
jej nespojitým, nebo jen po částech spojitým zobrazeńım, potom se takový (nestabilńı
globálně přitažlivý) pevný bod již může vyskytnout. Tento fenomén budeme demonstro-
vat v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 5.12 Uvažujme zobrazeńı

Gµ(x) =

{

−2x if x < µ,
0 if x ≥ µ,

kde µ ∈ R
+. Diferenčńı rovnice s x(n+ 1) = Gµ(x(n)) má řešeńı daná předpisem

x(n) = Gn
µ(x) =

{

(−2)nx if (−2)n−1x0 < µ,
0 if (−2)n−1x0 ≥ µ,

kde x(0) = x0.
Nyńı, jestliže x0 ≥ µ, potom Gn

µ(x0) = 0 pro všechna n ≥ 1. Pokud nastane druhá
možnost, x0 < µ, potom iterace Gµ(x0) rostou v amplitudě a stř́ıdaj́ı znaménko, a tak
jistě existuje k ∈ N, pro které je Gk

µ(x0) ≥ µ. To ovšem znamená, že daľśı iterace jsou již
nulové, Gn

µ(x0) = 0 pro všechna n > k.
Takto je x∗ globálně přitažlivý pevný bod, ale zároveň je nestabilńı, nebot’ body v

jeho bĺızkosti se od něj iterováńım vzdaluj́ı (dokud nepřekroč́ı mezńı hodnotu µ).

Věta 5.7 ([6]) Spojité zobrazeńı f : R → R nem̊uže mı́t globálně přitažlivý nestabilńı
pevný bod.
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Při d̊ukazu této věty se využ́ıvá následuj́ıćı kritérium pro asymptotickou stabilitu
nediferencovatelných zobrazeńı.

Věta 5.8 ([6]) Pevný bod x∗ spojitého zobrazeńı f : R → R je asymptoticky stabilńı, právě
když existuje otevřený interval (a, b) ∋ x∗ takový, že na něm plat́ı následuj́ıćı nerovnosti:

f 2(x) > x, pro a < x < x∗, a f 2(x) < x, pro x∗ < x < b.

Doplněk C: Carvalhovo lemma

V [1] Carvalho podal metodu k nalezeńı periodických bod̊u dané funkce. Je založena
na následuj́ıćım lemmatu.

Lemma 5.1 Jestlǐze x(n) je k-periodické, potom bud’

x(n) = c0 +
m
∑

j=1

[

cj cos
(

2jnπ

k

)

+ dj sin
(

2jnπ

k

)]

,

pro k > 1 liché a m = k−1
2

, anebo

x(n) = c0 + (−1)nc1 +
m−1
∑

j=1

[

cj cos
(

2jnπ

k

)

+ dj sin
(

2jnπ

k

)]

,

pro k = 2m a n ≥ 1.

Př́ıklad 5.13 Uvažujme rovnici

x(n+ 1) = x(n) exp(r(1 − x(n)), (37)

která popisuje populaci se sklonem k exponenciálńımu r̊ustu při malé hustotě a naopak
k poklesu při vysoké hustotě. Veličina λ = exp(r(1 − x(n)) může být brána jako repro-
dukčńı mı́ra závislá na hustotě. Tento model je přijatelný pro jednodruhovou populaci
regulovanou epidemiemi nemoćı při vysoké hustotě.

Netriviálńım pevným bodem je x∗ = 1. f ′(1) = 1 − r, a tedy x∗ je asymptoticky
stabilńı pro 0 < r ≤ 2 (př́ıpad r = 2 ověřte). Potom ztráćı svou stabilitu, zat́ımco vzniká
asymptoticky stabilńı 2-cykl. Z Carvalhova lemmatu plyne, že

x(n) = a+ (−1)nb.

Dosad́ıme do naš́ı diferenčńı rovnice:

a− (−1)nb = a+ (−1)nb exp r(1 − a− (−1)nb).

Při posunu n 7→ n+ 1 dostaneme

a+ (−1)nb = a− (−1)nb exp r(1 − a+ (−1)nb).

Tud́ıž
a2 − b2 = (a2 − b2) exp 2r(1 − a),

takže bud’ a2 = b2, což by nám dalo triviálńı řešeńı 0, nebo a = 1. 2-periodické řešeńı má
tedy tvar x(n) = 1 + (−1)nb. Když opět dosad́ıme do diferenčńı rovnice, máme

1 − (−1)nb = (1 + (−1)nb) exp((−1)n+1rb).
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Necht’ y = (−1)n+1b. Potom

1 + y = (1 − y)ery,

r =
1

y
ln

(

1 + y

1 − y

)

= g(y).

Funkce g má minimum v 0, kde g(0) = 2. Takto pro r < 2 rovnice g(y) = r nemá
řešeńı a tud́ıž neexistuj́ı 2-periodické body, avšak pro r > 2 dostáváme hodnoty ±yr

a odpov́ıdaj́ıćı koeficient (−1)nb. Daľśı analýza by ukázala, že toto zobrazeńı procháźı
bifurkacemi podobnými těm u logistického zobrazeńı.

Cvičeńı k přednášce 5(pokračováńı)

Následuj́ıćı problémy řešte s využit́ım Carvalhova lemmatu.

20. Uvažujte diferenčńı rovnici x(n + 1) = µx(n)(1 − x(n)). Nalezněte hodnoty µ, pro
které má rovnice 2-periodické řešeńı, 1 < µ ≤ 3.

21. (Projekt) Nalezněte hodnoty µ, pro které má rovnice z problému 12 3-periodické
řešeńı.

22. Nalezněte 3-periodické řešeńı rovnice x(n+ 1) = ax(n), a 6= 1.

23. Populace jistého druhu je modelována diferenčńı rovnićı x(n + 1) = µx(n)e−x(n),
x(n) ≥ 0, a > 0. Pro které hodnoty µ má rovnice 2-cykl?

24. Nalezněte hodnoty c, pro něž má zobrazeńı

Qc(x) = x2 + c, c ∈ [−2, 0],

3-cykl a potom určete jeho stabilitu.
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6 Lineárńı diferenčńı rovnice vyšš́ıho řádu

V této kapitole se budeme věnovat lineárńım diferenčńım rovnićım vyšš́ıch řád̊u s
jednou nezávislou proměnnou. Využit́ı takovýchto rovnic je velmi široké, od populačńıch
dynamik (studium jednoho druhu), přes ekonomii (studium jedné komodity) až k fyzice.
Výklad zaháj́ıme uvedeńım základ̊u diferenčńıho počtu.

6.1 Diferenčńı počet

Diferenčńı počet je diskrétńı analogii známého diferenciálńıho a integrálńıho počtu.
Uvedeme některé základńı vlastnosti dvou operátor̊u, které jsou podstatné při studiu
diferenčńıch rovnic.

Diferenčńı operátor
∆x(n) = x(n+ 1) − x(n)

a šift operátor
Ex(n) = x(n+ 1).

Zat́ımco vztah pro Ekx(n) je jasný,

Ekx(n) = x(n+ k),

pro ∆kx(n) to již tak zřejmé neńı. Vypomůžeme si následuj́ıćım přepisem našich operátor̊u,

∆ = E − I, E = ∆ + I,

kde I je operátor identity, tj. Ix = x.
Nyńı, s využit́ım binomického rozvoje, dostáváme

∆kx(n) = (E − I)kx(n)

=
k
∑

i=0

(−1)i

(

k

i

)

Ek−ix(n)

=
k
∑

i=0

(−1)i

(

k

i

)

x(n+ k − i). (38)

Podobně můžeme dostat

Ekx(n) =
k
∑

i=0

(

k

i

)

∆k−ix(n). (39)

Operátor ∆ je protěǰskem operátoru derivováńıD v diferenciálńım počtu. Oba operátory,
∆ i E, jsou lineárńı:

∆
[

ax(n) + by(n)
]

= a∆x(n) + b∆y(n)

a
E
[

ax(n) + by(n)
]

= aEx(n) + bEy(n),

pro všechna a, b ∈ R. Důkaz na vás čeká ve cvičeńı.

Uved’me si daľśı d̊uležité vlastnosti5 (jejich d̊ukaz je opět ponechán na cvičeńı):

n−1
∑

k=n0

∆x(k) = x(n) − x(n0); (40)

5Můžeme nahlédnout, že se jedná o analogie vztah̊u
∫

b

a
df(x) = f(b) − f(a) a d

(∫

x

a
f(t)dt

)

= f(x) z
diferenciálńıho počtu.
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∆





n−1
∑

k=n0

x(k)



 = x(n). (41)

Nyńı si uvedeme třet́ı vlastnost operátoru ∆. Uvid́ıme, že ji má opět i operátor D.
Necht’

p(n) = a0n
k + a1n

k−1 + · · · + ak

je polynom k-tého stupně. Potom

∆p(n) =
[

a0(n+ 1)k + a1(n+ 1)k−1 + · · · + ak

]

−
[

a0n
k + a1n

k−1 + · · · + ak

]

= a0kn
k−1 + členy stupně nižš́ıho než (k − 1).

Podobně lze ukázat, že

∆2p(n) = a0k(k − 1)nk−2 + členy stupně nižš́ıho než (k − 2).

Je zřejmé, že tento proces nás dovede ke vztahu

∆kp(n) = a0k!, (42)

a tedy
∆k+ip(n) = 0, pro i ≥ 1. (43)

Mocninný šift

Zde si ukážeme, jakým zp̊usobem p̊usob́ı polynom k-tého stupně operátoru E,

p(E) = a0E
k + a1E

k−1 + · · · + akI, (44)

na člen bn, kde b je libovolná konstanta.
Dosad́ıme a dostaneme

p(E)bn = a0b
n+k + a1b

n+k−1 + · · · + akb
n

=
(

a0b
k + a1b

k−1 + · · · + ak

)

bn

= p(b)bn. (45)

Faktoriálńı polynomy

Jednou z nejzaj́ımavěǰśıch funkćı diferenčńıho počtu je faktoriálńı polynom x(k). Pro
x ∈ R definujeme k-tý faktoriál č́ısla x vztahem

x(k) = x(x− 1) · · · (x− k + 1), k ∈ N.

Ve speciálńım př́ıpadě, x = n ∈ N a n ≥ k, máme

n(k) =
n!

(n− k)!

a
n(n) = n!.
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Funkce x(k) zde hraje stejnou roli, jako xk v diferenciálńım počtu (viz Lemma 6.2).
Prozat́ım máme operátory ∆ a E definovány pro posloupnosti f(n). Jejich definice se

však dá rozš́ı̌rit i na spojité funkce f(t), t ∈ R, jednoduše tak, že polož́ıme

∆f(t) = f(t+ 1) − f(t) a Ef(t) = f(t+ 1).

Takto pro f(x) = x(k) dostaneme

∆x(k) = (x+ 1)(k) − x(k) a Ex(k) = (x+ 1)(k).

Tyto vztahy využijeme při formulaci následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 6.2 Pro pevná k ∈ N a x ∈ R plat́ı následuj́ıćı vztahy:

(i) ∆x(k) = kx(k−1); (46)

(ii) ∆nx(k) = k(k − 1) · · · (k − n+ 1)x(k−n); (47)

(iii) ∆kx(k) = k!. (48)

D̊ukaz. (i)

∆x(k) = (x+ 1)(k) − x(k)

= (x+ 1)x(x− 1) · · · (x− k + 2)

−x(x− 1) · · · (x− k + 2)(x− k + 1)

=
(

x(x− 1) · · · (x− k + 2)
)[

(x+ 1) − (x− k + 1)
]

=
(

x(x− 1) · · · (x− k + 2)
)

k

= kx(k−1).

Důkazy část́ı (ii) a (iii) jsou ponechány jako cvičeńı.

Jestliže pro k ∈ N definujeme

x(−k) =
1

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ k)
(49)

a x(0) = 1, potom můžeme Lemma 6.2 rozš́ı̌rit pro všechna celá č́ısla k ∈ Z.

Dále by nás mohlo zaj́ımat, zda vztahy pro derivaci součinu a pod́ılu maj́ı své analogie
v diferenčńım počtu. Odpověd́ı jsou následuj́ıćı formule:

∆
[

x(n)y(n)
]

= Ex(n)∆y(n) + y(n)∆x(n); (50)

∆

[

x(n)

y(n)

]

=
y(n)∆x(n) − x(n)∆y(n)

y(n)Ey(n)
. (51)

Cvičeńı ke kapitole 6

1. Ukažte, že operátory ∆ a E jsou lineárńı.

2. Ukažte, že

Ekx(n) =
k
∑

i=0

(

k

i

)

∆k−ix(n).
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3. Ověřte formule (40) a (41).

4. Ověřte formule (47) a (48).

5. Ukažte, že Lemma 6.2 plat́ı pro k ∈ Z.

6. Ověřte pravidla (50) a (51).

7. (Abel̊uv součtový vzorec) Dokažte, že

n
∑

k=1

x(k)y(k) = x(n+ 1)
n
∑

k=1

y(k) −
n
∑

k=1

(

∆x(k)
k
∑

r=1

y(r)

)

.

8. (Newtonova věta) Jestliže f(n) je polynom stupně k, ukažte, že

f(n) = f(0) +
n(1)

1!
∆f(0) +

n(2)

2!
∆2f(0) + · · · +

n(k)

k!
∆kf(0).

(Nápověda: Zapǐste f(n) = a0 + a1n
(1) + a2n

(2) + · · · + akn
(k).)

9. (Diskrétńı Taylor̊uv vzorec) Ověřte, že

f(n) =
k−1
∑

i=0

(

k

i

)

∆if(0) +
n−k
∑

s=0

(

n− s− 1

k − 1

)

∆kf(s).
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6.2 Obecná teorie lineárńıch diferenčńıch rovnic

Normálńı tvar nehomogenńı lineárńı diferenčńı rovnice k-tého řádu je následuj́ıćı:

y(n+ k) + p1(n)y(n+ k − 1) + · · · + pk(n)y(n) = g(n), (52)

kde pi(n) a g(n) jsou reálné funkce definované pro n ≥ n0 a pk(n) 6= 0 pro všechna n ≥ n0.
g(n) ≡ 0 — homogenńı rovnice.
Při n = 0 můžeme rovnici (52) přepsat

y(k) = −p1(0)y(k − 1) − · · · − pk(0)y(0) + g(0).

Takto máme vyjádřeno y(k) a pro n = 1 dostaneme

y(k + 1) = −p1(1)y(k) − · · · − pk(1)y(1) + g(1).

Opakováńım tohoto postupu můžeme vypoč́ıst všechna y(n) pro n ≥ k. Toto ilustruje
následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 6.14 Uvažujme diferenčńı rovnici třet́ıho řádu

y(n+ 3) − n

n+ 1
y(n+ 2) + ny(n+ 1) − 3y(n) = n, (53)

kde y(1) = 0, y(2) = −1 a y(3) = 1. Nalezněme hodnoty y(4), y(5),y(6) a y(7).

Řešeńı Rovnici přeṕı̌seme do výhodněǰśıho tvaru

y(n+ 3) =
n

n+ 1
y(n+ 2) − ny(n+ 1) + 3y(n) + n. (54)

Nyńı pro n = 1 a po dosazeńı za y(1), y(2) a y(3) dostáváme

y(4) =
1

2
y(3) − 1y(2) + 3y(1) + 1 =

1

2
1 − 1(−1) + 3 · 0 + 1 =

5

2
.

Podobně pro n = 2

y(5) =
2

3
y(4) − 2y(3) + 3y(2) + 2 = −4

3
.

Pro n = 3

y(6) =
3

4
y(5) − 3y(4) + 3y(3) + 3 = −5

2
.

Pro n = 4

y(7) =
4

5
y(6) − 4y(5) + 3y(4) + 4 =

89

6
.

Řekneme, že posloupnost {y(n)}∞

n=0 nebo jednoduše y(n) je řešeńım (52), jestliže tuto
rovnici splňuje (pro všechna n ≥ n0).

Př́ıslušná počátečńı úloha:

y(n+ k) + p1(n)y(n+ k − 1) + · · · + pk(n)y(n) = g(n), (55)

y(n0) = a0, y(n0 + 1) = a1, . . . , y(n0 + k − 1) = ak−1, (56)

kde ai jsou reálná č́ısla.

Věta 6.9 Počátečńı úloha (55) a (56) má právě jedno řešeńı y(n).
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D̊ukaz. Důkaz vycháźı z postupného výpočtu jako v př́ıkladu 6.14. Postupně pro n =
n0, n0 + 1, . . . dostaneme posloupnost {y(n)}∞

n=n0+k, což nám ve spojeńı s počátečńımi
podmı́nkami (56) dává celé řešeńı {y(n)}∞

n=n0
. Z postupu vyplývá i jednoznačnost.

Iterativně tedy řešeńı počátečńı úlohy můžeme źıskat vždy, se ziskem explicitńıho
tvaru řešeńı (např. y(n) = 2ny(n0)) je to obecně mnohem složitěǰśı. Proto se později
omeźıme na úlohy s konstantńımi koeficienty pi.

V daľśım podrobně prostudujeme homogenńı část lineárńı diferenčńı rovnice k-tého
řádu, tedy

y(n+ k) + p1(n)y(n+ k − 1) + · · · + pk(n)y(n) = 0. (57)

Uvedeme tři d̊uležité definice.

Definice 6.6 Řekneme, že funkce f1(n), f2(n), . . . , fr(n) jsou lineárně závislé pro n ≥ n0,
jestliže existuj́ı konstanty a1, a2, . . . , ar ne všechny nulové a takové, že

a1f1(n) + a2f2(n) + · · · + arfr(n) = 0, n ≥ n0.

Jestliže např́ıklad aj 6= 0, potom vyděleńım předchoźı rovnosti zjist́ıme, že fj(x) se dá
vyjádřit jako lineárńı kombinace ostatńıch funkćı,

fj(n) = −
∑

i6=j

ai

aj

fi(n). (58)

Pro dvojici funkćı (r = 2) to znamená, že jedna je násobkem druhé, f1(n) = af2(n), a 6= 0.
Opakem lineárńı závislosti je lineárńı nezávislost:
(

a1f1(n) + a2f2(n) + · · · + arfr(n) = 0, n ≥ n0

)

=⇒ a1 = a2 = · · · = ar = 0.

Př́ıklad 6.15 Ukažte, že funkce 3n, n3n, a n23n jsou lineárně nezávislé pro n ≥ 1.
Řešeńı Rovnici

a13
n + a2n3n + a3n

23n = 0, n ≥ 1

poděĺıme 3n a dostaneme

a1 + a2n+ a3n
2 = 0, n ≥ 1,

a tedy a1 = 0. Rovnici
a2n+ a3n

2 = 0, n ≥ 1

poděĺıme n a dostaneme
a2 + a3n = 0, n ≥ 1,

a tedy již vid́ıme, že nutně také a2 = a3 = 0.

Definice 6.7 Množinu k lineárně nezávislých řešeńı (57) nazýváme fundamentálńı množina
řešeńı.

V předchoźım př́ıkladu jsme si mohli uvědomit, že ověřeńı lineárńı nezávislosti jen
podle definice nemuśı být vždy snadné. Naštěst́ı existuje jednodušš́ı metoda založená na
tzv. casoratiánu6:

6Diskrétńı obdoba wronskiánu u diferenciálńıch rovnic.
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Definice 6.8 Casoratián W (n) řešeńı x1(n), x2(n), . . . , xr(n) je dán předpisem

W (n) = det













x1(n) x2(n) · · · xr(n)
x1(n+ 1) x2(n+ 1) · · · xr(n+ 1)

...
x1(n+ r − 1) x2(n+ r − 1) · · · xr(n+ r − 1)













. (59)

Př́ıklad 6.16 Uvažujte diferenčńı rovnici

x(n+ 3) − 7x(n+ 1) + 6x(n) = 0.

(a) Ukažte, že posloupnosti 1, (−3)n a 2n jsou jej́ı řešeńı.

(b) Nalezněte casoratián posloupnost́ı z bodu (a).

Řešeńı

ad (a) Stač́ı dosadit. Zjist́ıme, že jde skutečně o řešeńı dané rovnice.

ad (b) Ze vztahu (59) dostáváme:

W (n) = det







1 (−3)n 2n

1 (−3)n+1 2n+1

1 (−3)n+2 2n+2







= 1

∣

∣

∣

∣

∣

(−3)n+1 2n+1

(−3)n+2 2n+2

∣

∣

∣

∣

∣

− (−3)n

∣

∣

∣

∣

∣

1 2n+1

1 2n+2

∣

∣

∣

∣

∣

+ 2n

∣

∣

∣

∣

∣

1 (−3)n+1

1 (−3)n+2

∣

∣

∣

∣

∣

...

= −20 · 2n · (−3)n.

Dá se ukázat, že množina k řešeńı je fundamentálńı (tj. lineárně nezávislá), jestliže jej́ı
casoratián W (n) neńı nikdy nulový (n ≥ n0). To znamená, že v předchoźım př́ıkladu, kde
W (n) = −20 · 2n · (−3)n, o fundamentálńı množinu jde. Obecně ale nemuśı být snadné
vypoč́ıst a vyhodnotit casoratián pro každé n ≥ n0. Naštěst́ı lze vyjádřit W (n) pomoćı
W (n0):

Lemma 6.3 (Abelova formule) Necht’ x1(n), x2(n), . . . , xk(n) jsou řešeńı (57) a necht’

W (n) je jejich casoratián. Potom pro n ≥ n0 plat́ı

W (n) = (−1)k(n−n0)





n−1
∏

i=n0

pk(i)



W (n0). (60)

Pro úlohu s konstantńımi koeficienty a pro n0 = 0 dostáváme

W (n) = (−1)kn pn
k W (0). (61)

Abelova formule má jeden d̊uležitý

Důsledek 6.1 Předpokládejme, že pk(n) 6= 0, pro všechna n ≥ n0 (my se zabýváme pouze
takovými rovnicemi, viz (52)).

Potom je casoratián W (n) 6= 0, pro všechna n ≥ n0, právě když

W (n0) 6= 0.
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Věta 6.10 Množina řešeńı x1(n), x2(n), . . . , xk(n) rovnice (57) je fundamentálńı tehdy a
jen tehdy, jestlǐze pro nějaké n0 ≥ 0 plat́ı W (n0) 6= 0.

Př́ıklad 6.17 Ověřte, že {n, 2n} je fundamentálńı množinou řešeńı rovnice

x(n+ 2) − 3n− 2

n− 1
x(n+ 1) +

2n

n− 1
x(n) = 0, (n ≥ 2).

Řešeńı Nejprve je samozřejmě třeba dosadit ověřovaná řešeńı do rovnice.
Casoratián:

W (n) = det

(

n 2n

n+ 1 2n+1

)

.

Podle věty 6.10 stač́ı nalézt jednu hodnotu n0, pro kterou W (n0) 6= 0. Nejjednodušš́ı bude
vźıt n0 = 0, a tedy

W (0) = det

(

0 1
1 2

)

= −1 6= 0.

Podle věty 6.10 jsou řešeńı n, 2n lineárně nezávislá, a tak tvoř́ı fundamentálńı množinu
řešeńı.

Př́ıklad 6.18 Uvažujte diferenčńı rovnici třet́ıho řádu

x(n+ 3) + 3x(n+ 2) − 4x(n+ 1) − 12x(n) = 0.

Ukažte, že funkce 2n, (−2)n a (−3)n tvoř́ı jej́ı fundamentálńı množinu řešeńı.

Věta 6.11 (O existenci fundamentálńı množiny řešeńı homogenńı úlohy) Jestlǐze pk(n) 6=
0 pro všechna n ≥ n0, potom (57) má fundamentálńı množinu řešeńı pro n ≥ n0.

Ukažte, že lineárńı kombinace řešeńı homogenńı úlohy (57) je také řešeńım (57). Tento
fakt nás vede k následuj́ıćı definici obecného řešeńı.

Definice 6.9 (Obecné řešeńı homogenńı úlohy)
Necht’ {x1(n), x2(n), . . . , xk(n)} je fundamentálńı množina řešeńı (57).
Potom obecné řešeńı (57) je dáno vztahem

x(n) =
k
∑

i=1

aixi(n), ai ∈ R.

Každé řešeńı (57) lze źıskat z obecného řešeńı vhodnou volbou parametr̊u ai.
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Cvičeńı ke kapitole 6.2

1. Najděte casoratián následuj́ıćıch funkćı a zjistěte, zda jsou lineárně závislé nebo
nezávislé.

(a) 5n, 3 · 5n+2, en.

(b) 5n, n · 5n, n2 · 5n.

(c) (−2)n, 2n, 3.

(d) 0, 3n, 7n.

2. Najděte casoratián W (n) řešeńı diferenčńıch rovnic

(a) x(n+ 3) − 10x(n+ 2) + 31x(n+ 1) − 30x(n) = 0, jestliže W (0) = 6.

(b) x(n+ 3) − 3x(n+ 2) + 4x(n+ 1) − 12x(n) = 0, jestliže W (0) = 26.

3. Pro následuj́ıćı diferenčńı rovnice a jejich řešeńı

(i) určete, zda jsou řešeńı lineárně nezávislá a

(ii) nalezněte, pokud to p̊ujde (použijte pouze daná řešeńı), obecná řešeńı.

(a) x(n+ 3) − 3x(n+ 2) + 3x(n+ 1) − x(n) = 0; 1, n, n2.

(b) x(n+ 2) + x(n) = 0; cos
(

nπ
2

)

, sin
(

nπ
2

)

.

(c) x(n+ 3) + x(n+ 2) − 8x(n+ 1) − 12x(n) = 0; 3n, (−2)n, (−2)n+3.

(d) x(n+ 4) − 16x(n) = 0; 2n, n2n, n22n.
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6.3 Lineárńı homogenńı rovnice s konstantńımi koeficienty

Uvažujeme diferenčńı rovnici k-tého řádu s konstantńımi koeficienty:

x(n+ k) + p1x(n+ k − 1) + p2x(n+ k − 2) + · · · + pkx(n) = 0, (62)

kde pi jsou konstanty a pk 6= 0. Chceme pro ni nalézt fundamentálńı množinu řešeńı a
potažmo i obecné řešeńı.

Postup bude poměrně jednoduchý. Budeme předpokládat, že řešeńı (62) maj́ı tvar λn,
kde λ je komplexńı č́ıslo. Dosad́ıme do (62) a dostaneme tzv. charakteristickou rovnici

λk + p1λ
k−1 + p2λ

k−2 + · · · + pk = 0. (63)

Jej́ı kořeny nazýváme charakteristické kořeny. Poznamenejme, že zřejmě žádný z nich neńı
nulový, nebot’ pk 6= 0.

Mohou nastat dva základńı př́ıpady:

(a) Charakteristické kořeny λ1, . . . , λk jsou r̊uzné. Dokážeme, že v tomto př́ıpadě funkce
λn

1 , λ
n
2 , . . . , λ

n
k tvoř́ı fundamentálńı množinu řešeńı (62). Postač́ı ukázat, že W (0) 6=

0.

W (0) = det













1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λk

...
...

...
λk−1

1 λk−1
2 · · · λk−1

k













. (64)

Tento determinant se nazývá Vandernmod̊uv a dá se ukázat (pokuste se), že

W (0) =
∏

1≤i<j≤k

(λj − λi),

takže W (0) 6= 0 a {λn
1 , λ

n
2 , . . . , λ

n
k} je opravdu fundamentálńı množinou řešeńı (62).

Obecné řešeńı (62) má tedy tvar

x(n) =
k
∑

i=1

aiλ
n
i , ai ∈ C. (65)

(b) Násobné charakteristické kořeny λ1, . . . , λr s odpov́ıdaj́ıćımi násobnostmim1,m2, . . . ,mr.
V tomto př́ıpadě můžeme (62) zapsat jako

(E − λ1)
m1(E − λ2)

m2 · · · (E − λr)
mrx(n) = 0, (62’)

Zde je d̊uležité, že řešeńı ψ1(n), ψ2(n), . . . , ψmi
(n) rovnice

(E − λi)
mix(n) = 0

jsou zároveň řešeńımi rovnice (62’).

Lemma 6.4 Množina

Gi =
{

λn
i , nλ

n
i , n

2λn
i , . . . , n

mi−1λn
i

}

je fundamentálńı množinou řešeńı rovnice (E − λi)
mix(n) = 0.
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Důsledek 6.2 Množina

G =
r
⋃

i=1

Gi

je fundamentálńı množinou řešeńı (62’).

Důsledek 6.3 Obecné řešeńı (62’) je dáno vztahem

x(n) =
r
∑

i=1

λn
i

(

ai0 + ai1n+ ai2n
2 + · · · + aimi−1n

mi−1
)

.

Př́ıklad 6.19 Řešte rovnici

x(n+ 3) − 7x(n+ 2) + 16x(n+ 1) − 12x(n) = 0,

x(0) = 0, x(1) = 1, x(2) = 1.

Řešeńı Charakteristická rovnice:

λ3 − 7λ2 + 16λ− 12 = 0.

Charakteristické kořeny:

λ1 = 2 = λ2, λ3 = 3,

(

nebo
λ1 = 2, m1 = 2,
λ2 = 3, m2 = 1

)

tedy násobné.
Obecné řešeńı:

x(n) = a02
n + a1n2n + b13

n.

Po dosazeńı počátečńıch podmı́nek dostaneme

a0 = 3, a1 = 2, b1 = −3,

a tedy řešeńım počátečńı úlohy je

x(n) = 3 · 2n + 2n2n − 3n+1.
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Př́ıklad 6.20 (Komplexńı charakteristické kořeny) Předpokládejme, že rovnice

x(n+ 2) + p1x(n+ 1) + p2x(n) = 0

má komplexńı charakteristické kořeny

λ1 = α+ iβ, λ2 = α− iβ.

Jej́ı obecné řešeńı by tedy mělo tvar

x(n) = c1(α+ iβ)n + c2(α− iβ)n.

Zopakujme si, že bod (α, β) v komplexńı rovině odpov́ıdá komplexńımu bodu α + iβ. V
polárńıch souřadnićıch:

α = r cos θ, β = r sin θ, r =
√

α2 + β2, θ = arctan

(

β

α

)

.

Dá se ukázat, že

x1(n) = rn cos(nθ) a x2(n) = rn sin(nθ) (66)

jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı.
Např́ıklad rovnice

(E2 + 1)x(n) = 0 (67)

má dva komplexně sdružené charakteristické kořeny

λ1 = i, λ2 = −i.

Tud́ıž
α = 0, β = ±1, r = 1, θ = ±π

2

a tedy budeme ověřovat, že

x1(n) = 1n cos(n
π

2
) a x2(n) = 1n sin(n

π

2
)

jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı rovnice 67.
Řešeńı: (E2 + 1)x1(n) = x1(n + 2) + x1(n) = cos

(

(n + 2)π
2

)

+ cos(nπ
2
) = cos

(

nπ
2

+

π
)

+ cos(nπ
2
) = − cos(nπ

2
) + cos(nπ

2
) = 0. Obdobně i pro x2(n) = sin(nπ

2
).

Nezávislost: casoratián pro n = 0

W (0) = det

(

cos(0π
2
) sin(0π

2
)

cos((0 + 1)π
2
) sin((0 + 1)π

2
)

)

= det

(

1 0
0 1

)

= 1 6= 0.

Př́ıklad 6.21 (Fibonacciho posloupnost (Králič́ı problém)) Kráĺıci se množ́ı, každý pár
vrhne na konci každého měśıce (kromě prvńıho) svého života daľśı pár. Množstv́ı pár̊u
kráĺık̊u na konci n-tého měśıce označ́ıme F (n). Rozdělme si tyto páry na nedospělé (na
konci následuj́ıćıho měśıce ještě nevrhnou, ale stanou se dospělými) a dospělé:

F (n) = F0(n) + F1(n).
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Na konci následuj́ıćıho měśıce tedy F1(n) pár̊u vrhne daľśı pár a F0(n) pár̊u dospěje (žádný
kráĺık neumı́rá ani neztráćı plodnost), což můžeme zapsat následovně:

F0(n+ 1) = F1(n),

F1(n+ 1) = F1(n) + F0(n) = F (n),

F (n+ 1) = F0(n+ 1) + F1(n+ 1) = F1(n) + F (n).

Podobně i v následuj́ıćım měśıci:

F0(n+ 2) = F1(n+ 1) = F (n),

F1(n+ 2) = F1(n+ 1) + F0(n+ 1) = F (n+ 1),

F (n+ 2) = F0(n+ 2) + F1(n+ 2) = F (n) + F (n+ 1).

Dostali jsme tedy (Fibonacciho) diferenčńı rovnici druhého řádu

F (n+ 2) = F (n) + F (n+ 1).

Jej́ı charakteristická rovnice
λ2 − λ− 1 = 0

má dva kořeny

α =
1 +

√
5

2
a β =

1 −
√

5

2
.

Obecné řešeńı:

F (n) = a1

(

1 +
√

5

2

)n

+ a2

(

1 −
√

5

2

)n

, n ≥ 1.

Uvažujme množeńı od jediného páru, který je sám vržen na konci prvńıho měśıce. Tomu
odpov́ıdaj́ı počátečńı hodnoty F (1) = 1 a F (2) = 1. Po dosazeńı dostaneme

a1 =
1√
5
, a2 = − 1√

5
.

Následně:

F (n) =
1√
5

[(

1 +
√

5

2

)n

−
(

1 −
√

5

2

)n]

=
1√
5

(αn − βn) . (68)

Zaj́ımavé je, že

lim
n→∞

F (n+ 1)

F (n)
=

1 +
√

5

2
≡ 1, 618,

což je tzv. zlatý poměr.

Cvičeńı ke kapitole 6.3

1. Nalezněte diferenčńı rovnice, jejichž řešeńı má tvar:

(a) 2n−1 − 5n+1.

(b) 3 cos
(

nπ
2

)

− sin
(

nπ
2

)

.

(c) (n+ 2)5n sin
(

nπ
4

)

.
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(d) (c1 + c2n+ c3n
2)7n.

(e) 1 + 3n− 5n2 + 6n3.

2. Nalezněte homogenńı lineárńı diferenčńı rovnici druhého řádu, která generuje po-
sloupnost 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, . . . . Potom zjistěte jej́ı řešeńı.

V následuj́ıćıch cvičeńıch najděte obecné řešeńı uvedených diferenčńıch rovnic.

3. x(n+ 2) − 16x(n) = 0.

4. x(n+ 2) + 16x(n) = 0.

5. (E − 3)2(E2 + 4)x(n) = 0.

6. ∆3x(n) = 0.

7. (E2 + 2)2x(n).

8. x(n+ 2) − 6x(n+ 1) + 14x(n) = 0.

9. Ověřte, že x1(n) = rn cos(nθ) a x2(n) = rn sin(nθ) jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı
rovnice v př́ıkladu 6.20.
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6.4 Lineárńı nehomogenńı rovnice: metoda neurčitých koefici-
ent̊u

V posledńıch dvou odd́ılech jsme se věnovali teorii lineárńıch homogenńıch diferenčńıch
rovnic. V př́ıpadě rovnic s konstantńımi koeficienty umı́me naj́ıt jejich řešeńı. Zde se
vrát́ıme k nehomogenńım lineárńım diferenčńım rovnićım k-tého řádu,

y(n+ k) + p1(n)y(n+ k − 1) + · · · + pk(n)y(n) = g(n), (69)

kde pi(n) a g(n) jsou reálné funkce definované pro n ≥ n0 a pk(n) 6= 0 pro všechna n ≥ n0.
Na tuto rovnici můžeme pohĺıžet tak, že levá strana popisuje nějaký fyzikálńı systém

a g(n) se bere jako vněǰśı činitel, přičemž studujeme, jakým zp̊usobem y(n) (výstup)
reaguje na g(n) (vstup).

Než přejdeme k obecným výsledk̊um, položme si otázku, zda množina řešeńı nehomo-
genńı úlohy tvoř́ı vektorový prostor. Jinými slovy, je lineárńı kombinace dvou řešeńı opět
řešeńım? Odpov́ıme si pomoćı následuj́ıćıho př́ıkladu.

Př́ıklad 6.22 Uvažujme rovnici

y(n+ 2) − y(n+ 1) − 6y(n) = 5 · 3n.

(a) Ukažte, že y1 = n · 3n−1 a y2 = (1 + n)3n−1 jsou řešeńımi naš́ı rovnice.

(b) Ukažte, že y(n) = y2(n) − y1(n) neńı řešeńım.

(c) Ukažte, že ϕ(n) = cn3n−1, c ∈ R, neńı řešeńım.

Řešeńı

ad (a) Proved’te sami.

ad (b) y(n) = y2(n)−y1(n) = (1+n)3n−1 −n·3n−1 = 3n−1. Dosazeńım do rovnice obdrž́ıme

3n+1 − 3n − 6 · 3n−1 = 3n[3 − 1 − 2] = 0 6= 5 · 3n.

ad (c) Zde opět pomoćı dosazeńı zjist́ıme, že ϕ(n) neńı řešeńım.

Závěr

(i) Z př́ıkladu je zřejmé, že řešeńı nehomogenńı (na rozd́ıl od homogenńı) úlohy netvoř́ı
vektorový prostor. Ani součet, ani násobek řešeńı neńı daľśım řešeńım.

(ii) Bod (b) poukazuje na obecnou vlastnost řešeńı nehomogenńı úlohy, jmenovitě rozd́ıl
dvou řešeńı je řešeńım homogenńı úlohy. Tento závěr je formulován v následuj́ıćı
větě.

Věta 6.12 Jestlǐze y1(n) a y2(n) jsou řešeńımi nehomogenńı úlohy (69), potom jejich
rozd́ıl, x(n) = y1(n) − y2(n), je řešeńım odpov́ıdaj́ıćı homogenńı úlohy

y(n+ k) + p1(n)y(n+ k − 1) + · · · + pk(n)y(n) = 0. (70)

D̊ukaz. Proved’te sami.
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V daľśım budeme použ́ıvat následuj́ıćı označeńı. Obecné řešeńı homogenńı úlohy bu-
deme nazývat komplementárńı a značit yc(n), zat́ımco řešeńı nehomogenńı úlohy bu-
deme nazývat partikulárńı a značit yp(n). Následuj́ıćı výsledek ukazuje, jakým zp̊usobem
můžeme naj́ıt všechna řešeńı nehomogenńı úlohy při znalosti jednoho partikulárńıho
řešeńı.

Věta 6.13 Libovolné řešeńı y(n) nehomogenńı úlohy (69) lze zapsat jako

y(n) = yp(n) +
k
∑

i=1

aixi(n),

kde {x1(n), x2(n), . . . , xk(n)} je fundamentálńı množina řešeńı homogenńı úlohy (70).

D̊ukaz. Z věty 6.12 v́ıme, že rozd́ıl dvou partikulárńıch řešeńı je řešeńım homogenńı úlohy,
a tedy muśı platit, že

y(n) − yp(n) =
k
∑

i=1

aixi(n),

pro nějaké konstanty ai.

Nyńı tedy v́ıme, že obecné řešeńı nehomogenńı úlohy lze zapsat jako

y(n) = yp(n) + yc(n). (71)

Nyńı obrát́ıme pozornost na hledáńı partikulárńıho řešeńı nehomogenńı úlohy s kon-
stantńımi koeficienty,

y(n+ k) + p1y(n+ k − 1) + · · · + pky(n) = g(n). (72)

Použijeme metodu neurčitých koeficient̊u. Tato metoda je postavena na inteligentńım
odhadu tvaru partikulárńıho řešeńı. Tento (trochu neurčitý) tvar dosad́ıme do rovnice a
dohledáme (zat́ım neurčité) koeficienty. Pro úplně obecné g(n) tato metoda neńı efektivńı,
ale ukážeme, že lze definovat pravidla postupu ve speciálńım př́ıpadě, kdy g(n) je lineárńı
kombinaćı člen̊u

an, sin(bn), cos(bn) a nk, (73)

nebo jejich součin̊u, jako jsou např́ıklad

an sin(bn), annk, annk cos(bn), . . . . (74)

Definice 6.10 Polynomiálńı operátor N(E), kde E je šift operátor, je zvaný anihilátor
g(n), jestliže

N(E)g(n) = 0. (75)

Jinými slovy, N(E) je anihilátor g(n), jestliže g(n) je řešeńım rovnice (75).

Př́ıklady anihilátor̊u:
g(n) = 3n, N(E) = E − 3:

N(E)g(n) = E(3n) − 3(3n) = 3n+1 − 3n+1 = 0.

g(n) = cos
(

nπ
2

)

, N(E) = E2 + 1:

N(E)g(n) = cos

(

(n+ 2)π

2

)

+ cos
(

nπ

2

)

= cos
(

nπ

2
+ π

)

+ cos
(

nπ

2

)

= − cos
(

nπ

2

)

+ cos
(

nπ

2

)

= 0.
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Nyńı přeṕı̌seme (72) s pomoćı šift operátoru na

p(E)y(n) = g(n), (76)

kde p(E) = Ek + p1E
k−1 + · · · + pkI.

Dále předpokládejme, že N(E) je anihilátorem g(n) z (76). Aplikaćı N(E) na obě
strany rovnice (76) źıskáme homogenńı rovnici

N(E)p(E)y(n) = 0. (77)

Necht’ λ1, λ2, . . . , λk jsou charakteristické kořeny homogenńı rovnice

p(E)y(n) = 0, (78)

a µ1, µ2, . . . , µl jsou charakteristické kořeny

N(E)y(n) = 0. (79)

Muśıme uvažovat dva oddělené př́ıpady:

1. Žádné z λi se nerovná žádnému µj. V tomto př́ıpadě zaṕı̌seme yp(n) jako obecné
řešeńı (79) s neurčitými koeficienty, dosad́ıme zpět do (72) a najdeme hodnoty koe-
ficient̊u. Následuj́ıćı tabulka 5 obsahuje několik typ̊u funkćı g(n) a jejich př́ıslušná
partikulárńı řešeńı (s neurčitými koeficienty).

g(n) yp(n)
an c1a

n

nk c0 + c1n+ · · · + ckn
k

nkan c0a
n + c1na

n + · · · + ckn
kan

sin(bn), cos(bn) c1 sin(bn) + c2 cos(bn)

an sin(bn), an cos(bn)
(

c1 sin(bn) + c2 cos(bn)
)

an

annk sin(bn), annk cos(bn) (c0 + c1n+ · · · + ckn
k)an sin(bn)

+(d0 + d1n+ · · · + dkn
k)an cos(bn)

Tabulka 5: Partikulárńı řešeńı yp(n).

2. Necht’ λi = µj, pro nějaká i, j. V tomto př́ıpadě je množina charakteristických kořen̊u
(77) rovna sjednoceńı množin {λi} a {µj}, a tak obsahuje kořeny vyšš́ı násobnosti
než každá zvlášt’. Při určováńı partikulárńıho řešeńı yp(n) nejprve najdeme obecné
řešeńı (77) a potom vynecháme všechny členy již obsažené v yc(n). Dále pokračujeme
jako v předchoźım př́ıpadě s r̊uznými kořeny.

Př́ıklad 6.23 Řešte diferenčńı rovnici

y(n+ 2) + y(n+ 1) − 12y(n) = n2n. (80)

Řešeńı Charakteristické kořeny homogenńı rovnice jsou λ1 = 3 a λ2 = −4, a tedy obecné
řešeńı homogenńı úlohy je

yc(n) = c13
n + c2(−4)n.
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Anihilátor g(n) = n2n je N(E) = (E − 2)2. Vid́ıme, že µ1 = µ2 = 2, takže jde o př́ıpad s
r̊uznými charakteristickými kořeny. Podle tabulky bude mı́t partikulárńı řešeńı tvar

yp(n) = a12
n + a2n2n.

Dosazeńım zpět do (80) dostaneme

a12
n+2+ a2(n+2)2n+2+ a12

n+1+ a2(n+1)2n+1−12a12n−12a2n2n = n2n,

(10a2 − 6a1)2
n − 6a2n2n = n2n.

Tud́ıž
10a2 − 6a1 = 0, a 6a2 = 1,

tedy

a1 =
−5

18
, a2 =

−1

6
.

Partikulárńı řešeńı

yp(n) =
−5

18
2n − 1

6
n2n,

a obecné řešeńı

y(n) = yp(n) + yc(n) =
−5

18
2n − 1

6
n2n + c13

n + c2(−4)n.

Př́ıklad 6.24 Řešte diferenčńı rovnici

(E − 3)(E + 2)y(n) = 5 · 3n. (81)

Řešeńı Anihilátor 5 · 3n je (E − 3), takže zde maj́ı množiny charakteristických kořen̊u
shodný prvek: λ1 = 3, λ2 = −2, µ1 = 3, a tud́ıž λ1 = µ1. Budeme tedy postupovat
druhým zp̊usobem.

Obecné řešeńı homogenńı rovnice (E − 3)(E + 2)y(n) = 0 je

yc(n) = c13
n + c2(−2)n.

Obecné řešeńı rovnice
(E − 3)2(E + 2)y(n) = 5 · 3n (82)

je
ỹ(n) = (a1 + a2n)3n + a3(−2)n.

Takže shodné členy v ỹ(n) a yc(n) jsou 3n a (−2)n, takže je vynecháme a dostaneme
partikulárńı řešeńı yp(n) = a2n3n. Dosad́ıme do p̊uvodńı rovnice (81) a dostaneme

a2(n+ 2)3n+2 − a2(n+ 1)3n+1 + 6a2n3n = 5 · 3n,

a tedy

a2 =
1

3
,

č́ımž yp(n) = n3n−1 a obecné řešeńı (81) je

y(n) = n3n−1 + c13
n + c2(−2)n

67



Př́ıklad 6.25 Řešte diferenčńı rovnici

y(n+ 2) + 4y(n) = 8(2n) cos
(

nπ

2

)

. (83)

Řešeńı Charakteristická rovnice a kořeny homogenńı úlohy:

λ2 + 4 = 0 =⇒ λ1 = 2i, λ2 = −2i.

Po převodu na polárńı souřadnice, r = 2, θ = π/2, podle (66) dostaneme

yc(n) = 2n

(

c1 cos
(

nπ

2

)

+ c2 sin
(

nπ

2

)

)

.

Všimněte si, že člen 2n cos
(

nπ
2

)

se objevuje v yc(n), takže základńı tvar yp(n) z tabulky 5

pro g(n) = 8(2n) cos
(

nπ
2

)

rozš́ı̌ŕıme o n:

yp(n) = 2n

(

an cos
(

nπ

2

)

+ bn sin
(

nπ

2

))

. (84)

Dosad́ıme z (84) do (83) a dostaneme

2n+2

[

a(n+ 2) cos

(

(n+ 2)π

2

)

+ b(n+ 2) sin

(

(n+ 2)π

2

)]

+4 · 2n

[

an cos
(

nπ

2

)

+ bn sin
(

nπ

2

)]

= 8 · 2n cos
(

nπ

2

)

.

Odtud s úpravami

cos
(

nπ

2

)

= cos
(

nπ

2
+ π

)

= − cos
(

nπ

2

)

a

sin
(

nπ

2

)

= sin
(

nπ

2
+ π

)

= − sin
(

nπ

2

)

dostaneme

4 · 2n

[

−a(n+ 2) cos
(

nπ

2

)

− b(n+ 2) sin
(

nπ

2

)]

+4 · 2n

[

an cos
(

nπ

2

)

+ bn sin
(

nπ

2

)]

= 8 · 2n cos
(

nπ

2

)

,

což vede k

8 · 2n

[

−a cos
(

nπ

2

)

− b sin
(

nπ

2

)]

= 8 · 2n cos
(

nπ

2

)

,

a tedy porovnáńım koeficient̊u u cos a sin zjist́ıme, že a = −1 a b = 0. Dosad́ıme zpět do
(84):

yp(n) = −2nn cos
(

nπ

2

)

.

Celkové obecné řešeńı nehomogenńı úlohy (83):

y(n) = 2n

(

c1 cos
(

nπ

2

)

+ c2 sin
(

nπ

2

)

− n cos
(

nπ

2

)

)

.
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Cvičeńı ke kapitole 6.4

Pro úlohy 1–6 nalezněte partikulárńı řešeńı.

1. y(n+ 2) − 5y(n+ 1) + 6y(n) = 1 + n.

2. y(n+ 2) + 8y(n+ 1) + 12y(n) = en.

3. y(n+ 2) − 5y(n+ 1) + 4y(n) = 4n − n2.

4. y(n+ 2) + 8y(n+ 1) + 7y(n) = nen.

5. y(n+ 2) − y(n) = n cos
(

nπ
2

)

.

6. (E2 + 9)2y(n) = sin
(

nπ
2

)

− cos
(

nπ
2

)

.

Pro úlohy 7–9 nalezněte řešeńı diferenčńı rovnice.

7. ∆2y(n) = 16, y(0) = 2, y(1) = 3.

8. ∆2y(n) + 7y(n) = 2 sin
(

nπ
2

)

, y(0) = 0, y(1) = 1.

9. (E − 3)(E2 + 1)y(n) = 3n, y(0) = 0, y(1) = 1, y(2) = 3.

Pro úlohy 10 a 11 nalezněte obecné řešeńı diferenčńı rovnice.

10. y(n+ 2) − y(n) = n2n sin
(

nπ
2

)

.

11. y(n+ 2) + 8y(n+ 1) + 7y(n) = n2n.
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7 Limitńı chováńı řešeńı

Pro zjednodušeńı se zde budeme zabývat pouze diferenčńımi rovnicemi druhého řádu:

y(n+ 2) + p1y(n+ 1) + p2y(n) = 0. (85)

Necht’ λ1,2 jsou jej́ı charakteristické kořeny. Potom mohou nastat následuj́ıćı tři př́ıpady:

(a) λ1 6= λ2, λ1,2 ∈ R.

Potom y1(n) = λn
1 a y2(n) = λn

2 jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı (85). Jestliže |λ1| >
|λ2|, potom y1(n) nazýváme dominantńı řešeńı a λ1 dominantńı charakteristický
kořen. Ukážeme, že limitńı chováńı obecného řešeńı y(n) = aλn

1 + bλn
2 je určováno

dominantńım řešeńım. Budeme tedy předpokládat (bez ztráty obecnosti), že |λ1| >
|λ2|. potom

y(n) = λn
1

[

a+ b

(

λ2

λ1

)n]

.

Jelikož je podle předpokladu
∣

∣

∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

∣

∣

< 1,

zřejmě plat́ı, že
(

λ2

λ1

)n

→ 0 pro n → ∞.

To ovšem vede k závěru, že limita obecného řešeńı se rovná limitě dominantńıho
řešeńı:

lim
n→∞

y(n) = lim
n→∞

aλn
1 .

V tomto př́ıpadě existuje v závislosti na hodnotě λ1 šest možných výsledných situaćı:

1. λ1 > 1: nestabilńı systém, posloupnost {a1λ
n
1 } diverguje k ∞.

2. λ1 = 1: posloupnost {a1λ
n
1 } je konstantńı.

3. 0 < λ1 < 1: stabilńı systém, posloupnost {a1λ
n
1 } monotonně klesá k nule.

4. −1 < λ1 < 0: stabilńı systém, posloupnost {a1λ
n
1 } osciluje kolem nuly (měńı

znaménko) a konverguje k ńı.

5. λ1 = −1: posloupnost {a1λ
n
1 } osciluje mezi dvěma hodnotami, a1 a −a1.

6. λ1 < −1: nestabilńı systém, posloupnost {a1λ
n
1 } osciluje a v absolutńı hodnotě

roste nade všechny meze.

(b) λ1 = λ2 = λ ∈ R.

Obecné řešeńı (85) je dáno y(n) = (a1 + a2n)λn. Vzhledem k př́ıtomnosti n již
nenalezneme konstantńı řešeńı jako pro λ1 = 1 ani osciluj́ıćı mezi dvěma hodnotami
jako pro λ1 = −1. Naopak zde můžeme uvažovat λ = 0, což u dominantńıho řešeńı
nebylo možné. Celkové limitńı chováńı je zřejmě určeno limitńım chováńım a2nλ

n:

1. λ ≥ 1: nestabilńı systém, posloupnost {a2nλ
n} diverguje k ∞.

2. 0 < λ < 1: stabilńı systém, posloupnost {a2nλ
n} monotonně klesá k nule

(ukažte to).
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3. λ = 0: př́ımo konstantńı řešeńı.

4. −1 < λ < 0: stabilńı systém, posloupnost {a2nλ
n} osciluje kolem nuly (měńı

znaménko) a konverguje k ńı.

5. λ ≤ −1: nestabilńı systém, posloupnost {a2nλ
n} osciluje a v absolutńı hodnotě

roste nade všechny meze.

(c) Komplexńı kořeny: λ1 = α+ iβ, λ2 = α− iβ, β 6= 0.

Ze vztahu (66) v́ıme, že v tomto př́ıpadě je řešeńı (85) dáno vztahem

y(n) = arn cos(nθ) + brn sin(nθ), kde r =
√

α2 + β2, θ = arctan

(

β

α

)

.

Řešeńı zřejmě osciluje, nebot’ funkce cos a sin osciluj́ı. Avšak při podrobněǰśım
zkoumáńı zjist́ıme, že může oscilovat třemi r̊uznými zp̊usoby, a to v závislosti na
umı́stěńı komplexně sdružených kořen̊u vzhledem k jednotkové kružnici v komplexńı
rovině:

1. r > 1: komplexně sdružené kořeny lež́ı vně jednotkové kružnice. y(n) osciluje
a v absolutńı hodnotě roste nade všechny meze (nestabilńı systém).

2. r = 1: komplexně sdružené kořeny lež́ı na jednotkové kružnici. y(n) osciluje v
konstantńı vzdálenosti od počátku.

3. r < 1: komplexně sdružené kořeny lež́ı uvnitř jednotkové kružnice. y(n) osciluje
a v absolutńı hodnotě konverguje k nule (stabilńı systém).

Uvažujme nehomogenńı diferenčńı rovnici s konstantńı pravou stranou

y(n+ 2) + p1y(n+ 1) + p2y(n) = M, (86)

kde M > 0. Zde již nulová posloupnost neńı řešeńım. Mı́sto toho existuje rovnovážný bod
(nebo řešeńı) y(n) = y∗. Dosad́ıme do (86) a dostaneme

y∗ + p1y
∗ + p2y

∗ = M,

a tedy

y∗ =
M

1 + p1 + p2

.

T́ım jsme potvrdili, že y∗ je partikulárńım řešeńım naš́ı rovnice. Obecné řešeńı tedy
můžeme vyjádřit následovně:

y(n) = y∗ + yc(n). (87)

Je zřejmé, že y(n) → y∗ pouze v př́ıpadě yc(n) → 0 (n → ∞). Dále y(n) osciluje kolem
y∗ (výraz y(n) − y∗ stř́ıdá znaménko) pouze když yc(n) osciluje kolem nuly.

Př́ıklad 7.26 Nalezněte podmı́nky, za kterých řešeńı rovnice

y(n+ 2) − α(1 + β)y(n+ 1) + αβy(n) = 1, α, β > 0,

(a) konverguje k rovnovážnému bodu y∗ a

(b) osciluje kolem y∗.
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Řešeńı Nejprve nalezneme rovnovážný bod y∗, k tomu polož́ıme y(n) ≡ y∗ a dosad́ıme do
rovnice:

y∗ − α(1 + β)y∗ + αβy∗ = 1, α, β > 0,

y∗ =
1

1 − α
, α 6= 1.

Nyńı najdeme charakteristické kořeny.

λ1,2 =
α(1 + β) ±

√

α2(1 + β)2 − 4αβ

2

(a) Aby řešeńı konvergovala k y∗, muśı λ1 a λ2 ležet v jednotkové kružnici (tj. v reálném
př́ıpadě v intervalu (−1; 1)).

(R) V prvńım př́ıpadě je α2(1 + β)2 − 4αβ ≥ 0
(

⇐⇒ α ≥ 4β

(1+β)2

)

, a tedy λ1,2 ∈
R a má platit: |λ1| < 1 a |λ2| < 1, což můžeme přepsat a dále upravovat
následuj́ıćım zp̊usobem (nejprve pro λ1):

−1 <
α(1 + β) +

√

α2(1 + β)2 − 4αβ

2
< 1,

−2 < α(1 + β) +
√

α2(1 + β)2 − 4αβ < 2,

−2 − α(1 + β) <
√

α2(1 + β)2 − 4αβ < 2 − α(1 + β). (88)

Obdobně pro λ2 dostaneme nerovnosti

−2 − α(1 + β) < −
√

α2(1 + β)2 − 4αβ < 2 − α(1 + β). (89)

Máme tedy vyhodnotit celkem čtyři nerovnosti. Uvid́ıme, že se nám zredukuj́ı
na pouhé dvě, nebot’ prvńı nerovnost v (88) je splněna automaticky (podle
předpoklad̊u je vlevo záporné č́ıslo a uprostřed nezáporné) a druhá v (89)
plyne z druhé v (88). Po umocněńı druhé v (88) dostaneme:

α2(1 + β)2 − 4αβ < 4 − 4α(1 + β) + α2(1 + β)2,

a tedy
α < 1. (90)

Podobně po umocněńı prvńı v (89)

4 + 4α(1 + β) + α2(1 + β)2 > α2(1 + β)2 − 4αβ,

0 < 1 + α+ 2αβ. (91)

(C) Ve druhém př́ıpadě je α2(1 + β)2 − 4αβ < 0
(

⇐⇒ α < 4β

(1+β)2

)

, takže λ1,2 ∈ C
jsou komplexně sdružená a maj́ı ležet uvnitř jednotkové kružnice (r < 1):

λ1,2 = a± ib =
α(1 + β)

2
± i

√

4αβ − α2(1 + β)2

2
,

r =
√
a2 + b2 =

√

α2(1 + β)2

4
+

4αβ − α2(1 + β)2

4
< 1,
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α2(1 + β)2 + 4αβ − α2(1 + β)2

4
< 1,

αβ < 1. (92)

Je zřejmé, že podmı́nka (91) je splněna automaticky, nebot’ α i β jsou kladná
č́ısla, takže pro to, aby řešeńı konvergovala k y∗ stač́ı splněńı podmı́nek (90)
nebo (92), jmenovitě

α < 1 ∧ α ≥ 4β

(1 + β)2
, nebo αβ < 1 ∧ α <

4β

(1 + β)2
.

(b) Pro oscilaci kolem y∗ je nutné, aby byl v reálném př́ıpadě dominantńı charakteris-
tický kořen záporný. To ale v tomto př́ıpadě neńı možné, nebot’ pro reálné

λ1,2 =
α(1 + β) ±

√

α2(1 + β)2 − 4αβ

2

je
|λ1| ≥ |λ2| a λ1 > 0,

dominantńı charakteristický kořen λ1 je tedy kladný.

Oscilace tak může nastat pouze v př́ıpadě komplexńım (bez bližš́ı specifikace). K
tomu samozřejmě stač́ı záporný diskriminant:

α2(1 + β)2 < 4αβ, po úpravě α <
4β

(1 + β)2
.

Řešeńı jsou tedy oscilatorická, jestliže α < 4β

(1+β)2 .
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8 Aplikace

8.1 Rozmnožováńı jednoletých rostlin

Materiál k této úloze pocháźı od Charlese Darwina. Chceme odvodit matematický
model, který popisuje vývoj počtu rostlin v každé generaci. Tyto rostliny na jaře vyrostou
ze semen a na podzim na konci svého života daj́ı vzniknout novým semen̊um pro daľśı
rozmnožováńı. Tato semena vzkĺıč́ı bud’ na jaře př́ı̌st́ıho roku, nebo toho daľśıho, anebo
v̊ubec. Pouze část přežije zimu a pouze část vzkĺıč́ı.

Necht’

γ = počet semen na jedné rostlině,
α = pod́ıl jeden rok starých semen, které na jaře vzkĺıč́ı,
β = pod́ıl dva roky starých semen, které na jaře vzkĺıč́ı,
σ = pod́ıl semen, které přežij́ı danou zimu.

Jestliže p(n) popisuje počet rostlin v generaci n, potom

p(n) =

(

rostliny vzešlé
z ročńıch semen

)

+

(

rostliny vzešlé
z dvouletých semen

)

,

p(n) = αs1(n) + βs2(n), (93)

kde s1(n) (resp. s2(n)) je počet ročńıch (dvouletých) semen přeživš́ıch danou zimu.
Dvouletá semena, která na jaře nevzešla ((1 − β)s2(n)) již odepisujeme, se zbytkem

ročńıch semen s̃1(n) však muśıme dále poč́ıtat pro př́ı̌st́ı rok:

s̃1(n) = (1 − α)s1(n). (94)

Rostliny na podzim vyprodukuj́ı s0(n) semen (γ za každou rostlinu),

s0(n) = γp(n). (95)

Následuj́ıćı zimu z nich přežije pouze σ-násobek, takže

s1(n+ 1) = σs0(n) = σγp(n). (96)

Podobně můžeme postupně odvodit i vztah pro s2(n+ 1):

s2(n+ 1) = σs̃1(n),

s2(n+ 1) = σ(1 − α)s1(n),

s2(n+ 1) = σ2γ(1 − α)p(n− 1). (97)

Po dosazeńı do (93) dostaneme

p(n+ 1) = ασγp(n) + βσ2γ(1 − α)p(n− 1),

nebo
p(n+ 2) = ασγp(n+ 1) + βσ2γ(1 − α)p(n). (98)

Př́ıslušná charakteristická rovnice:

λ2 − ασγλ+ βσ2γ(1 − α) = 0.
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Charakteristické kořeny:

λ1 =
αγσ

2

[

1 +

√

1 +
4β

γα2
(1 − α)

]

,

λ2 =
αγσ

2

[

1 −
√

1 +
4β

γα2
(1 − α)

]

.

Při bližš́ım studiu zjist́ıme, že charakteristické kořeny jsou reálné a

λ1 > 0, λ2 < 0.

Aby byl zajǐstěn neomezený r̊ust populace jednoletých rostlin, muśı být dominantńı cha-
rakteristický kořen λ1 větš́ı jak 1:

λ1 =
αγσ

2

[

1 +

√

1 +
4β

γα2
(1 − α)

]

> 1,

nebo
αγσ

2

√

1 +
4β

γα2
(1 − α) > 1 − αγσ

2
.

Po umocněńı a úpravách dostaneme

γ >
1

ασ + βσ2(1 − α)
. (99)

Pokud polož́ıme β = 0 (z dvouletých semen již žádné nevzejde), dojdeme ještě k jednodušš́ı
podmı́nce

γ >
1

ασ
. (100)

Ta nám ř́ıká, že součin γασ muśı přesáhnout jedničku.

8.2 Gambler̊uv krach

Gambler hraje posloupnost jednotlivých her a v každé z nich je pravděpodobnost, že
vyhraje 1Kč známá hodnota q.

Naopak pravděpodobnost, že prohraje 1Kč zase (1 − q), kde 0 ≤ q ≤ 1.
Hru opoušt́ı ve dvou př́ıpadech: bud’ vše prohraje, anebo vyhraje ćılovou částku NKč.

Prvńı př́ıpad nazýváme krachem.
Necht’ p(n) znač́ı pravděpodobnost, že gambler zkrachuje při hotovosti nKč.
Při hotovosti nKč může hráč pokračovat dvěma směry:

– bud’ (s pravděpodobnost́ı q) vyhraje 1Kč a jeho pravděpodobnost krachu se změńı
na p(n+ 1),

– nebo (s pravděpodobnost́ı 1 − q) prohraje 1Kč a jeho pravděpodobnost krachu se
změńı na p(n− 1).
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Toto můžeme zapsat následovně:

p(n) = qp(n+ 1) + (1 − q)p(n− 1),

nebo
p(n+ 1) = qp(n+ 2) + (1 − q)p(n).

Odtud již ve tvaru diferenčńı rovnice:

p(n+ 2) − 1

q
p(n+ 1) +

1 − q

q
p(n) = 0, n = 0, 1, . . . , N, (101)

přičemž p(0) = 1 a p(N) = 0. Charakteristická rovnice:

λ2 − 1

q
λ+

1 − q

q
= 0.

Charakteristické kořeny:

λ1 =
1

2q
+

1 − 2q

2q
=

1 − q

q
,

λ2 =
1

2q
− 1 − 2q

2q
= 1.

Obecné řešeńı:

p(n) = c1 + c2

(

1 − q

q

)n

, jestliže q 6= 1

2
.

Využit́ım počátečńıch podmı́nek

c1 + c2 = 1,

c1 + c2

(

1 − q

q

)N

= 0,

dostaneme

c1 =
−
(

1−q

q

)N

1 −
(

1−q

q

)N
, c2 =

1

1 −
(

1−q

q

)N
.

Odtud

p(n) =

(

1−q

q

)n −
(

1−q

q

)N

1 −
(

1−q

q

)N
. (102)

Speciálńı př́ıpad q = 1
2

(férová hra) muśıme probrat zvlášt’. Zde dostaneme dvojnásobný
charakteristický kořen

λ1 = λ2 = λ = 1.

Obecné řešeńı:
p(n) = a1 + a2n.

S počátečńımi podmı́nkami:

p(n) = 1 − n

N
=
N − n

N
. (103)

Př́ıklady.
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1. Máme 4Kč, pravděpodobnost výhry je q = 0, 3 a N = 10Kč:

p(4) =

(

0,7
0,3

)4 −
(

0,7
0,3

)10

1 −
(

0,7
0,3

)10 ≈ 0, 994.

2. q = 1
2
, N = 100Kč a n = 20:

p(20) =
100 − 20

100
= 0, 8.
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