Cviceni ¢. 2 z KMA-MMAN1

2. Tijna 2009

1 Ciselné mnoziny, omezenost, supremum a infi-
muim

1.1 Racionalni disla

Uloha 1.1. Prevedte na zlomek (obéma zpiisoby) ¢islo a = 0,311,

Reseni. Prvni zptisob (pfevodem na geometrickou fadu):
a=0,311=0,31140,311-10"%+0,311-10° +0,311- 1077 + - -
Parametry geometrické rady:
a1 =0,311, ¢=1073.

Soucet geometrické fady:

a; 0,311 311 311
l1—¢ 1-—10"3 1000—1 999°

a =S =

Druhy zptsob (vyuZiti periody):

311

999a = 1000a — a = 311,311 — 0,311 =311 = a= 999"

1.2 Omezenost mnozin

Uloha 1.2. Vysetiete (ne)omezenost ndsledujicich mnozin:

1 111

My = 2555555 525 - ¢
2°3 45

M2 = {375}7

M; = {6,5; =5;1;4;9; 16; ...},

1
M, = _ 7
4 {22—1—1’/2E }

M; = {ZS;ZEZ}
Ms = {¢*q<€Q}.



g -1 0 A -

Resend.

M;: Omezend, M; C (0;2).

M,: Omezena (jako kazda konecnd mna): My C (3;5).
Mj: Neomezené (zdola i shora).

My: Omezend, My C (0;1).

Ms: Neomezené (zdola i shora).

Ms: Neomezend (shora).
[

Uloha 1.3. U ndsledujicich mnozin urcete supremum a infimum, piipadné i maxi-
mum a minimum.

M, = (=5;3)U(7;13),
om+1
M2 = {nTj_ ;HGN},

Ms = {M;neN},

n

My = {zeR; Bx—1| <z < |3z +1|},
Ms = {0,5; 0,55; 0,555; 0,5555; ... }.



Reseni. Mi: sup M; = 13, inf M; = —5 = min M;, max M; neexistuje.
MQZ M1: 3.5.7.9..”}‘

1234
Prvky mnoziny se postupné zmensuji:

2n+1>2(n+1)+1 2n+1>2n+3
n n+1 7 n n+1’
2n+1)(n+1)> 2n+3)n, 20 +3n+1>2n+3n, 1>0,

a tedy
max My = 3 = sup Ms.

Dokézeme, ze inf My = 2. Nejprve ukdzeme, ze 2 je dolni zavorou:

o+ 1
<t op <o+l 0<L
n

Nyni ovéfime, Ze jde o nejvétsi dolni zavoru:
a=2 o =2+¢ >0, T’ e Mya <d,

2ng + 1
dng € N; 0 <2+4¢, 2ng+1<2ng+eng,
no

1
1 <eng, ng>-.
9

Lze tedy takové ng nalézt pro libovolné malé kladné €, naptiklad pro e = 0,001

dostaneme pro ny podminku ny > = 1000, kterou splituje jiz ny = 1001

0,001
(a kazdé vétsi piirozené ¢islo).

min M, neexistuje, nebot 2 & M.

Ms3: max M3 = % = sup Ms, inf M3 = 0, min M3 neexistuje.

11
My: Dvé nerovnosti jsou splnény pro x € (Z’ 5)

) 1 . . ) .
Tim je dano, ze sup M, = 3 a inf M, = T Minimum a maximum neexistuji.

Ms5: Hodnoty postupné rostou, takze min My = 0,5 = inf M5.
Dokézeme, ze 0,5 je supremem. Horni zavora:

0,5-0,955...5000---=0,000...0555--- > 0.

n—krat n—krat

Nejmensi horni zavora: necht

e, =0,000...05000..., (pron — oo jee, — 0),
—

(n—1)—krat

B =p—-e,=0,5-0,000...05000---=0,555...50555....

(n—1)—krat (n—1)—krat



Zde staci volit
/_
xr =0,555...5000...,

n—Kkrat

nebot

-3 =0,555...5500---—0,555...50555---=0,000...04444--- >0,
S—— N—— ——
(n—1)—krat (n—1)—krat (n—1)—kréat

a tak je ' > (' a (' neni horni zavorou pro libovolné n € N.

Odtud: sup M5 = 0, 5. Zaroveti plati, ze 0,5 & Mjs, a tak max Ms neexistuje.
]



