Cviceni ¢. 3 z KMA-MMAN1

9. fijna 2009

1 Pocitani s nevlastnimi ¢isly —oo a +o0

Uloha 1.1. Urcete a zdiwvodnéte, zda dany vijraz md smysl, resp. urcete jeho hod-
notu.
-5 5
a=—"+ (1000 + 00 +17%).
00

Resend.
a=0-+ (+oo+1°) =0+ <+oo+1> = +o0.

2 Klasifikace bodu vzhledem ke mnoziné
Uloha 2.1. Je ddna mnoZina
M = (-1;0)U(0;1).

Urcete pro mnozinu M : vnitrek, hranici, uzdver, derivaci, mnozinu jejich izolova-
nych bodu, supremum a infimum, nejuétsi a nejmensi prvek.

Reseni. Vnitiek M = (—1;0) U (0;1), hranice M = {—1;0; 1}, uzdvér M = (—1;1),
derivace M = (—1;1), mnozina izolovanych bodt M = (), sup M = 1 = max M,
inf M = —1, min M neexistuje. O]

3 Ciselné posloupnosti

Uloha 3.1. Zndzornéte graficky pronich pét clent posloupnosti:

Resent.
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nf — 1a47 71a27"' 9 nf — 27_7_a_a
(o} = (1090625, o) = {2,507
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3.1 Omezenost posloupnosti

Uloha 3.2. Urcete, zda jsou ndsledujici posloupnosti ohranicené:

(="

n

ap = , b, = 3sin(n® + 1).

Reseni. Snazime se omezit n-ty ¢len a tim i celou posloupnost:

lay| = ‘(—1)"

n

a tedy posloupnost {a,} je omezena, nebot

—-1<a,<1, neN.
Podobné:

b, = [3sin(n® + 1)| = 3|sin(n® + 1)| < 3-1 =3,

nebot

—1<sinz <1, z€R, atedyi —1§sin(n2+1)§1,n€N.

Takto je posloupnost {b,} omezena, nebot

-3<0b,<3, nelN.



3.2 Posloupnosti aritmetické a geometrické
Uloha 3.3. Zjistéte, zda jsou ndsledujici posloupnosti aritmetické:

n 2n +1
ap =2 — —, n = .
3 n+1

Reseni. U aritmetické posloupnosti musi byt rozdil (n+1). a n-tého ¢lenu konstantni
pro vSechna n € N.
(@) ={

Proa, =2 — % mame
takZe z prvnich nékolika ¢lenti bychom mohli usoudit, ze jde o AP, ale pro dikaz
potiebujeme konstantni diferenci dokazat obecné pro n € N:

n+1 n 1
(d—)an+1—an—(2— 3 )—(2—5)——5, n € N.

Posloupnost {2 — %} lze tedy zapsat ve tvaru
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) 1 ) 1
an:a1+(n—1)d:§+(n—1) (—§> :——(n—l)g.

Pro b, = 2%t mame

n+1
2n+1 3579
{bn}: =8 Ty T Ty Ty .
n+1 2°'3 4°5

Zde jiz muzeme vidét problém, nebot

5 3 10-9 1 7 5 21-20 1
by—b=———-="—"—"=2, by—by=-—-= =,
3 2 6 6 4 3 12 12
a tak diference neni konstantni a nejde tedy o AP. ]

Uloha 3.4. Dokazte z definice, e lim c = c, kde c € R.

n—-+0o

Reseni. Definice limity posloupnosti:

lim a,=a<Ve>0 dnygeN tak,ze YneN: n>ny = a, €U(a,c).

n—-+00
Upravime pro nasi situaci (a,, = ¢, n € N):

hI}_l c=ceVe>0 dngeN tak,ze YneN: n>nyg = ceU(qe).
Vzhledem k tomu, Ze podminka ¢ € U(c,¢€), neboli ¢ — e < ¢ < ¢+ ¢, je splnéna
automaticky, ng existuje vzdy a dokonce ng = 1. ¢ je tedy limitou konstantni po-
sloupnosti {c}. O

. 1
Uloha 3.5. Dokazte z definice, Ze lim — = 0.

n—+4+oo N



Reseni. Definice limity posloupnosti:
lim a,=a<Ve>0 dnyeN tak,ze YneN: n>ny = a, € U(qg,¢),

n—-4o0o
neboli

lim a,=a<Ve>0 dnyoeN tak,ze VneN:

n—-+o0o

n>ny = la, —al <e.

, e . . 1 .
Upravime pro nasi situaci (a, = -, n € N):

1 1
liril—:0<:>V€>0 dng € N tak, ze Vn e N: n2n0:>’——0 <&,
n—-+oo N n

tedy
. 1 . 1
llrf—:0<:>V6>0 dng € N tak,ze VneN: n>ng = —<e.
n—+oo N n
Resime tedy nerovnost
1 1

—<e&sSn>—.
n 9

Z podstaty nerovnosti n > % lze vyvodit, ze pro dané € > 0 je splnéna od urcitého
ng, napriklad:
1
¢ = — dostaneme n > 4 = 10, a tedy ng = 11,
10 5
1
€ = —— dostaneme n > —— = 1000, a tedy ny = 1001.
1000 1000
O

Tim je dano, ze 0 je skutecné limitou posloupnosti {%}



