Cviceni ¢. b z KMA-MMAN1

23. tijna 2009

1 Vlastnosti funkci

1.1 Defini¢ni obor funkce

202 — 2x — 4

V=322 +12

Reseni. Defini¢ni obor této slozené funkce je dan ,,priinikem® podminek pro defini¢ni

oborti jednotlivych sklddanych funkei (podil a dvé druhé odmocniny):

1. Podil (nenulovy jmenovatel): v —3z% 4+ 12x # 0, coz vzhledem k vlastnostem
druhé odmocniny znamend, ze —3z% + 12z # 0.

Uloha 1.1. Urcete definicni obor funkce f: y=

2. Druhd odmocnina ve jmenovateli: —3z*+ 12z > 0.
3. Druh& odmocnina v &itateli: 222 —2x —4 > 0.
Dohromady je tedy defini¢ni obor dan:
D(f) = {#eR:=32"+122#0 A =32+ 122 >0 A 22° — 2z —4 >0}
= {zeR: =32 +120 >0 A 22— 22— 4 >0}.
Vyresime dvé vysledné nerovnosti:

1. =322 + 12z > 0:

Jde o kvadratickou nerovnici, lze ji zapsat ve tvaru —3z(z — 4), nulové body
tedy jsou 0 a 4. Vzhledem k tomu, Ze koeficient u z? je zaporny (—3), je grafem
parabola ,oteviena doli“, a tak feSenim bude interval

2. 222 — 22— 4> 0:

Jde opét o kvadratickou nerovnici, lze ji zapsat ve tvaru 2(z+1)(z —2), nulové
body tedy jsou —1 a 2. Vzhledem k tomu, 7e koeficient u 22 je kladny (+2),
je grafem parabola ,oteviena nahoru“, a tak feSenim bude interval

Xy = (—00; —1) U (2;4+00).
Celkové tedy
D(f) = X1 N Xy = (0;4) N |(—o0;—1) U (2 +oo)] = (2;4).

Defini¢nim oborem funkce f je interval (2;4). O



1.2 Grafické feSeni nerovnosti

Uloha 1.2. Reste graficky nerovnici fi(x) < fo(x), kde funkce f1 a fo jsou ddny
obrdzkem:

\\
y = fo(x)

Reseni. Na obrazku nejprve nalezneme priiseciky graffi funkei f; a f, a promitneme
je na osu z. Tim ziskdme body, pro které plati fi(z) = fa(z). Oznaéime si je a,
b, c. Tyto body nam vytvori intervaly, ze kterych poskladame feseni. Z obrazku je
ziejmé, ze feSenim je

X = (a;b).




1.3 Monotonnost

Uloha 1.3. VyuZitim grafu funkce rozhodnéte o monotonnosti funkce a o existenci,
resp. velikosti globdlnich extrémii funkce y = 2% +1 na intervalu

a) (—3,2), b) (-3;2), c¢) (1,+00).

Reseni. Z obrazku jednoduse uréime, zda dand funkce na piislu$ném intervalu vy-
hradné klesa, roste, neklesa nebo neroste.

Globalni extrémy funkce f na intervalu .J jsou (pokud existuji) nejmensi a nej-
vetsi prvek mnoziny f(J).

a) x € (—3,2), neni monot. (nejprve klesa, potom roste),

f((=3,2)) =(1;10) = Gmin =1, Gmazx = 10.

b) = € (—3;2), neni monot. (nejprve klesa, potom roste),

f((-3,2))) =(1;10) = Gmin =1, Gmaxr = neex.

c) = € (1,400), je monot. (roste),

F((1,4+00)) = (2;400) = Gmin =2, Gmax = neex.

]

Uloha 1.4. UZitim definice monotonnosti na mnoziné dokate, Ze funkce y = ka*
je
a) na intervalu (—o00;0) klesagici pro k > 0 a rostouci pro k <0 a

b) na intervalu (0;400) rostouct pro k > 0 a klesagici pro k < 0.

Resent. ad a) 1,z € (—00;0):

Ty < g, Ty < o,
2?2 > 22| k>0, 2?2 > 22| k<O,
kx? > ka3, kx? < ka3,
fx) > f(zo), flz1) < f(x2),
= klesajici. = klesajici.

ad b) z1,z € (0; 400):

Ty < o9, r1 < To,
22 < x| k>0, 2 < 13| k<O,
kx? < ka3, kx? > ka3,
flx) < f(x2), f(x1) > f(x2),
— rostouci. — rostouci.



1.4 Omezenost

Uloha 1.5. Dokaste, e funkce f :y = iz—ﬁ je omezend.
Regeni. Omezené funkce f <= omezeny obor hodnot H(f), a tedy musi platit:
L, K eRVz e D(f): L<f(z)<K.

Konkrétné pro nasi funkci:

AL, K eRNVzeR: L<

nebot D(f) = R.

x
Nejprve prepiseme zlome do vhodnéjsiho tvaru: n =1-

Dale provedeme dolni a horni odhad zlomku :
2 +1

2
241

=N

0< <Z-9|. (1)

0> —

> —1.
24+1 -

Jetedy L =—1a K = 1. V piivodnim tvaru dostavame

1>1-—

-1<1-— <1
- 2+ 1
Funkce f je omezena. ]
1.5 Parita
Uloha 1.6. Rozhodnéte o parité funkce
T 1—2? e
a) y:my b) y:m} c) y= 1taZ°
Resent. ad a) f(—z) = 1 —i_(i?r)Q =7 —fo = —f(z) = licha.
1—(—2)* 1-—2? )
ad b) f(—z) = T+ (Cop =112 f(z) = suda.

1+ (- 1—
- 1;_L((_§))2 = 1+§2 # +f(z) = ani suda, ani licha.

ad ¢) f(—z)



1.6 Periodicita

Uloha 1.7. Urcete, zda dand funkce je periodickd; v kladném pripadé zjistéte jeji
3 1

zakladni periodu (pokud existuje):  f :y = sin < :1:2+ >

Reseni. 1) D(f) = R, a tak je pro kazdé p > 0 a kazdé x € D(f) automaticky
splnéna podminka z + p € D(f).

2) Nyni miZzeme provéfit periodické opakovani funkénich hodnot, coz se déa vy-
jadrit dvéma zptsoby:

a)
fle+p) = [flo),

. (3x+p)+1 3z +1
sm| ———— = Sin 5
2 2
, (3x+1+3p) , (3x+1)
sin 5 = sin 5 ,

sin 3x+1+@ ~ s 3z +1
2 2 n 2 '

Miuizeme vyjit z 2m-periodi¢nosti funkce sinus, takze pfi p-periodi¢nosti
nasi funkce musi platit, ze

sin(z + 2km) = sin(z), k€ Z,

3r+1 3p  3x+1
5 +? = 5 + 2kmw, k€ Z,
3
?p = 2km,
4
p = gkw, keZ.

Zakladni perioda py (nejmensi kladné p):

1, 4
=--1-m=-m.
Po=3 3

f(z+p)
flx+p)— f(z)

sin <W)—sm (3:5;2) = 0.




.. L : , at+pf\ . (a—p
Pouzijeme souctovy vzorec: sin o — sin 3 = 2 cos — sin 5 :
3(z+p)+1 3z+1 3(z+p)+1 3z+1
O G R VP G e Bl - A T
in =
oS 5 s 5 ,

2
2 cos 6x—l——+p sin % = 0.
4 4

Pro splnéni posledni rovnosti pro kazdé x € D(f) = R, musi nutné platit:
. (3p
sin( — ) =0,

3 4 4
Zp:/m, kel, p=gkm ke€Z, po=gm.

a tedy opét



