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1 Funkce

1.1 Skladani funkci

Uloha 1.1. Pro funkce f :y =3 —2x a g: z = Iny urcete slofenou funkci go f a
vypoctéte (go f)(1).

Reseni. Nejprve uré¢ime obory funkei f a g:
D(f) =R, H(f)=R, D(g)=(0;+00), H(g)=R.
Defini¢ni obor slozené funkce je dan
D(go f) ={x e D(f); f(z) € D(g)} = {r € R;3 — 2z € (0,+00)},

a tedy

D(gof):{xeR;3—2x>O}:{xER;x<g}:(—oo;§).

Slozena funkce:
gof:z=1In(3—-2z), z€(—o0;=).

Vypocet hodnoty:

1.2 Inverzni funkce

Uloha 1.2. Ovérte, Ze k funkci f:y = a existuje inverzni funkce. Pokud ano,

x JE—
najdéte 7.
Reseni. Definiéni obor funkce f: D(f) =R\ {3}.
Je funkce [ prosta? Mame ukdzat, Ze pro x1, 2y € D(f) plati:

flz1) = f(xe) = a1 =u.



Tedy
f(l’l) = f(l'Q),

T+ 2 To + 2
r1 — 3 - To — 3’
1T + 229 — 311 — 6 = x179 + 271 — 329 — 6,
o9r1 = DT,
T = To.

Funkce f je tedy prostd, a tak k ni existuje inverzni funkce f—*

Nalezeni inverzni funkce.
7 vlastnosti inverznich funkci vime, Ze:

H(f™')=D(f)=R\ {3}, D(f')=H(f)=".
tedy pro y € H(f) plati:
Ty =2 <= fl)=y

Z posledni rovnosti vyjadiime z, ¢im# ziskdme piedpis pro f~1.

x4+ 2 3 2
i =y, z+2=ylx—-3), r—yr=-3y—2, x= y—i-'
z—3 y—1
Po pfeznaceni proménnych dostavame:
3 2
ftiy= x+, x # 1.
r—1

Je tedy H(f) = D(f =R\ {1}.

2 ,,Opakovani“ ze stfedni skoly

2.1 Prace s exponenty pri upravach vyrazua

Uloha 2.1. Zjednoduste vjraz D = :
Va 5-v5-a”

Resend.
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2.2 Rozklad na korenové cinitele, ...

Uloha 2.2. Zjednoduste zdpis funkce

3 —3r+1
fry= :

3422 — g —2

pro x € (—4;0).
Reseni. Pokusime se zjednoduSit zapis funkce, ale tak, abychom ji na intervalu
(—4;0) nezménili.

Rozklad na soucin:

?=3x+1  (z—1)(z—-1)(z+1)
3422 —1x—-2 (z—1)(z+2)(x+1)

nebot zkusmym dosazenim jsme zjistili, Ze v ¢itateli i jmenovateli je kofen z = 1,
¢imz jsme obdrzeli kofenovy ¢initel (z — 1). Dal$i kofenové ¢initele jsme ziskali
délenim:

(°=32+1) : (v—1) = 2*°~1 = (z—1)(z+1), (2*+22°—2-2): (z—1) = 2°+32+2 = (v+2)(z+1).

Vzhledem k tomu, Ze kofen z = 1 nepatii do intervalu (—4;0), pfislusny kofenovy
¢initel (z — 1) je na tomto intervalu nenulovy, a tak jim miZzeme krétit beze zmény

funkce f:

P =3z+1 (-l -1)@+1) (z-1)(z+1)
C3 422 —2-2 (-1 +2)(z+1) (2+2)(z+1)

[y

2.3 Rovnice s goniometrickymi funkcemi
Uloha 2.3. Reste rovnici sin2zx =sinx pro x € (0;27).
Reseni. Nejprve graficky.
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Obréazek 1: Grafy funkei y = sinz a y = sin 2z na intervalu (0; 27).

Z obrazku 1 je zfejmé, ze budeme hledat pét feseni (nebot grafy se protinaji
pétkrat).
TTi TeSeni
r1=0, x3=m, x3=2T

dokadzeme odhadnout jiz z obrazku.



Vypocet:

sin2x = sinx,

2sinrcosr = sinc,
2sinxcosz —sinx = 0,
sinx(2cosz —1) = 0,

Z rovnice sinx = 0 dostavame tfi jiz znama Teseni x1, o, 3.
Druhou rovnici 2 cosx — 1 = 0 prostudujeme:

2cosx —1=0, coszxz=

—~ N =

Graficky: Na obrazku 2 vidime, Ze ptijde o dvé feSeni (jak se dalo pfedpokladat).
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Obrézek 2: Grafy funkci y = cosz a y = 5 na intervalu (0; 27).

Prvni feSeni rovnice cosz = % je znamé: x4 = 7. Druhé dopocitame ze symetrie

grafu: x5 = 27 — T = 57,

3 3

Zavér: X = O;E;ﬂ';§ﬂ';2ﬂ'. O
3 3

Uloha 2.4 (Kvadraticky typ). Reste rovnici 17sin* 2—3cos’z =2 pro x € (0;27).

Reseni. Nejprve upravime s vyuzitim vztahu

sin?x +cos?z =1, cos’z=1—sin’z.

17sin®z — 3cos® x 2,
17sin*z — 3(1 — sin® z) 2,
17sin’z — 34 3sin’z = 2,
20sin’z = b,
1
sinz = -,
4

1

i = +-—.

sin 5

Graficky, z obrazku 3, zjistime, zZe budeme hledat ¢tyfi feseni.
Prvni ziskdme ze znamé hodnoty, ostatni ze symetrie grafu:

T 7r_57r B +7r_77r _ 9 7T_117T
I1—6, Tog =T 6— 6, g =T 6_ 6, Ty = 4T 6_ 6
T br Tm 11w
Z X=< - —— — O
{6,6,6,6}
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Obréazek 3: Grafy funkci y = sinz, y = % a y — —+ na intervalu (0; 27).

Uloha 2.5 (Ptiblizné vy¢isleni). Reste rovnici 2sinx +cosx =2 pro x € (0;27).
Reseni. Pied grafickym vysSetienim drobné upravime:

2sinz +cosx =2, 2sinx—2=—cosz, 2(sinx—1)=—cosx.

N

Obréazek 4: Grafy funkci
y = —cosx na intervalu (0;27).

, , ¥y = 2(sinx — 1), y = cosz a

Na obrazku 4 (i v detailu) vidime dvé feSeni (jedno z nich je 7). Pokusime se je
vypocitat.
Rovnici umocnime na druhou (Pozor, tim nam mohou piibyt ,falesna“ feseni.):

2(sinz —1) = —cosz, |?
4sin®z — 8sinz +4 = cos’z,
4sin?x —8sinz +4 = 1—sin’zx,
5sinz — 8sinz +3 = 0,
coz je kvadraticka rovnice v proménné z = sinx.
8§+ 2 3
522—82+3:0, D:64—60:4:22, ZLQIT, 21:1, 22:5.

Po dosazeni zpét dostaneme dvé rovnice,
. . 3
simr=1 a s1nx:g,

které opét znazornime graficky.
Na obrazku 5 vidime jedno feseni x; = 7 prvni rovnice a dvé feSeni druhé rovnice.
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Obrazek 5: Grafy funkci y = sinz, y ==1, a na intervalu (0; 27).
Konkrétni hodnoty ziskdme pouzitim inverzni funkce arcsin : (—1;1) — < g, g>,
tedy xo = arcsin ——0 64. Posledni feseni ziskdme ze symetrie: 3 = 7 — arcsm 2=25.
Provedenim Zkousky zjistime, Ze x3 neni feSenim puvodni rovnice.
. . 3w
Zavér: X = { arcsin Hb) ~ {0,64;1,57}. O

2.4 Grafy goniometrickych funkci

Uloha 2.6. Nacrtnéte grafy ndsledujicich funkci: cos x, cos 2z, cos (% — g) a2cosx.

Resent. 1. Graf funkce y = cos x vezmeme jako zaklad.

2.

Graf funkce y = cos 2z je smrstény na polovinu smérem k pocatku (nulovy
bod argumentu 2z je opét v nule.

3. Je ziejmé, ze graf funkce y = cos (% — %) bude mit dvojnasobnou periodu, jen
je tifeba zjistit, kam se posune nulovy bod:

r m xr om
3 -0 5= =T

4. Graf funkce y = 2 cos x mé dvojnasobné funkéni hodnoty oproti y = cos x.

—w7 \77/27r&37rf47r\5w767r
L NS \ / \/
Obrazek 6: Grafy funkci y = cos z, , ay=2cosz.



2.5 Rovnice s exponencialnimi a logaritmickymi funkcemi

. 29:—2 oz
Uloha 2.7. Reste rovnici: 53 = e
Resent.
2:(:—2 B 2z
2u+3 g’
23:—2 B 2:n
943 23
2(x72)7(2+3) — 290737
2—5 _ 237—3
-5 = x—3,
r = =2
Zkouska:
2—2—2 2—4 s 2—2 s
Sy g 0 PEgsrh b=k
ZAvér:
X ={-2}.
Uloha 2.8. Reste rovnici:  log(4x + 6) — log(2z — 1) = 1.
Resent.
log(4x +6) —log(2z — 1) = 1,
4r + 6
| = log10
og o7 — 1 og 1Y,
4
r+6 ~ 10,
2¢ — 1
4r+6 = 20z — 10,
16z = 16,
r = 1.
Zkouska:
L=log(4-1+6)—1log(2-1—1)=1logl0—logl=1-0=1=P.
Zavér:
X ={1}.

Uloha 2.9. Reste rovnici: 3%*t1 —9.3%72 =29,



Resend.
32x+1 —-9. 3172 - 9
3. 32x - 32 . 3172 — 2’
3.3 -3 = 2

coz je vlastné kvadratickou rovnici pro z = 3*:

1+5
322—2-2=0, D = (—1)>—4-3-(—2) = 25 = 5%, 2 = % =1,
Zpétné dosadime:
2 e
1=3" = x=0, —3= 3%  nema feSeni.
Zkouska:
L=3""-9.39"2=3-9.32=3-1=2=P
Zaver:

1-5

29 = ——— = —
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