Matematická analýza

1. ročník

Úlohy pro samostatnou práci 1

1. Řešte nerovnice 

a) 

( 2x - 3 (  

   5 ,     b)  ( x (  (  x ,       c)  ( x - 4 (  (   1  .

2. Řešte rovnice

a)  ( x (  =  x + 1 ,    b)   ( 2x + 3 (  =  x2 ,

c)  -x + 

  =  0 ,

d)  x - 1 - 

=  0 .




5.  Řešte rovnici    

  .

6. Určete největší a nejmenší prvek množiny

M  =  
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Zapište množinu tak, že její prvky uspořádáte podle velikosti.

7. Určete supremum a infimum těchto množin:

a)  M1  =  
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b)  M2  =  ( 0,15 ( 0,51 ( 0,115 ( 0,511 ( 0,1115 ( 0,5111 ( ... (
c)  M3  =   
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Ověřte, že jsou splněny vlastnosti suprema a infima. Ve které z těchto množin existuje největší prvek, resp. nejmenší prvek ?
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1. Vypočtěte 5. člen binomického rozvoje   
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  a zjistěte, zda v tomto rozvoji existuje absolutní člen. V kladném případě ho vypočtěte.

2. Řešte rovnici a pak určete, pro kterou hodnotu parametru c má rovnice
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  nezáporné řešení.

3.  Řešte nerovnici   

 .

4. Řešte rovnici

    


5. Určete a zdůvodněte, zda dané výrazy mají smysl, resp. určete jejich hodnotu.

    a   =   
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   b   =   
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   c   =   
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6. Je dána množina M  =  
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     Určete pro množinu M : vnitřek, hranici, uzávěr, derivaci, množinu jejích     izolovaných bodů, supremum a infimum, největší a nejmenší prvek.

_____
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1. Dokažte, že posloupnost 
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 je rostoucí a shora omezená.

2.  Vypočtěte

a)  lim 
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 ,    b)  lim  
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 ,    c)  lim 

 ,

d)  lim 
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f)   lim 
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h)  lim 
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3.  V aritmetické posloupnosti je  a2  =  a ,   a4  =  a - b .  Určete  s9 .
4.  V geometrické posloupnosti je  a2  =  a2 ,  a4  =  b2 . Určete  s5 .

Dobrovolná úloha A:  Je dána posloupnost
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 Najděte takové vybrané posloupnosti  

, aby  lim bn  =
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(Upozornění pro řešitele dobrovolných úloh: Řešení se odevzdávají zvlášť.)
____
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1. Vypočtěte  a) lim 
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2.  Vyšetřete limitu posloupnosti
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 ;   diskutujte různé případy pro číslo  a. 

3.  Vypočtěte 

a)   lim

 ,  b)  lim

  ,  c)  lim 

,  

4. Určete definiční obor funkce

a)  y  =  
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   c)    y  =  ln sin x.

5.  Řešte graficky nerovnici   f1(x)  (   f2(x) , kde  f1(x)  =  x2  - 1 ,  f2(x) = x  + 1 .
________
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1.  Využitím grafu funkce rozhodněte o monotonnosti funkce a o existenci, resp. velikosti globálních extrémů funkce   y  =  4 - x2  na intervalu

a)  ( -3, 2),   b)  ( -3, 2(,  c)  ( 1, +().

2. Užitím definice monotonnosti na množině dokažte, že

a) funkce  
[image: image29.wmf]=

y



 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]x

k

  je na intervalech  (- (,0), (0,+()  pro k ( 0 klesající a pro k ( 0 rostoucí,

3.  Rozhodněte o paritě funkce

a)  y  =  

 ,    b)  y  =  

 ,   c)   y  =  6 x5 + 4 x3 ( 2 x + 1 .

4. Určete, zda daná funkce je periodická; v kladném případě zjistěte její základní periodu (pokud existuje):

a)  y  =  tg 

,   b)  y  =  sin x2,   c)  y  =  sin 

 +  tg 

.
5. Určete funkci inverzní k funkci  f:  

.  U obou funkcí uveďte definiční obor a funkční obor. Je funkce f  prostá ?
6. Určete definiční obor složené funkce, rozhodněte, která funkce je vnitřní a která vnější, a pro dané xo vypočtěte funkční hodnotu:

a)  y  =  

, xo =  3,   b)  y  =  sin 

, xo = 4 ,  c)  y  =  log2 tg x,  xo =  

(. 

Dobrovolná úloha B:  Řešte rovnice

a)   2 x  +  3 ( x (   =  15,8  ,    b)   2 x  (  3 ( x (   =  15,8  ,

kde  ( x (  je funkce  „celá část“.
(Upozornění pro řešitele dobrovolných úloh: Řešení se odevzdávají zvlášť.)
________
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Opakování ze střední školy

1.  Zjednodušte    C  =  

.
2. Zjednodušte zápis funkce   y   =   

  na intervalu  (-5, 1(.
3.  Načrtněte graf funkce

    a)  y  =  sin 2x  ,  b)  y  =  sin x/3  ,  c)  y  =  sin(x - (/6)  ,   y  =  2 sin x  vždy    společně s grafem funkce  y  =  sin x  (4 obrázky).
4.  Řešte rovnice 

a)  

 ,  b)  tg 

 ,  c)  4 sin2 x   =   

. tg x  ,

d)  8 sin x  + 6 cos x   =   9 .

5.  Do jednoho obrázku načrtněte grafy funkcí  y  =  2x ,   y  =  ex ,  y  =  3x .

6.  Řešte rovnice  

a)  

 ,  b)  22x  +  2x+2   =   3 . 2x+1 .

7.  Do jednoho obrázku načrtněte grafy funkcí  y  =  log2 x,   y  =  ln x,  

     y  =  log3 x.
8.  Řešte rovnice

a)  log (4x + 2) – log (3 - x)   =   1 ,  b)  ln (3x - 5)  -  ln (x - 1)  =  ln 4.

________
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1.  Určete definiční obor funkce   

a)  y  =  arcsin (x2 - 3)  ,   b)   y  =   argch 

 .

2.  Užitím Heineho definice limity funkce vypočtěte

a)  

  ,          b)   

  .

3.  Užitím vlastností elementárních funkcí a vlastností limit vypočtěte

a)  

,         b)  

 ,   

c) 

 ,       d)  

 ,   

e)  

.        f) 

  , 

g)  

  ,           h)  

 .

Dobrovolná úloha C: Užitím definice hyperbolických funkcí odvoďte vzorce:

ch2 x  -  sh2 x  =  1,  ch (x1+x2) = ch x1 ch x2 + sh x1 shx2, 

sh (x1+x2) = sh x1 ch x2 + ch x1 shx2 . 

(Upozornění pro řešitele dobrovolných úloh: Řešení se odevzdávají zvlášť.)
________
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1.  Rozhodněte o spojitosti daných funkcí na R a o druhu nespojitosti v bodech nespojitosti, případně odstraňte nespojitost: 

a)   f1(x)  =   sin (1/x),   b)  f2(x)  =  x sin (1/x),  c)  y  =  

 

 

d) y  =  

 

      e)  y  = 
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 EMBED Equation.2 [image: image37.wmf])

x

x

Î

-

Î

1

2

2

3

,

,

 (v bodě 2),   i)  y  =  
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3.  Rozhodněte, zda daná funkce má derivaci v bodě 0  a v kladném případě tuto derivaci vypočtěte : 

a)  y  =  x ( x ( ,  b)  y  = 

 

 ,  c)  y  = 



 EMBED Equation.2  
.

4.  Vypočtěte derivaci v bodě: 

a)  y  = 

v bodě  x1 = 0  a  x2 = 

 ,  b)  y = 

 v bodě x0 =  1.
5.  Derivace součinu a podílu:

a)  y  =  x3 cos x ,  f( ((/2) ,  b)  y  =  x 2x ,  f( (0) ,  c)  y  =  (x2 - 1)

,  f( (1) ,

d)  y  =  

 ,  f( (0)  ,   e)  y  =  

 ,  f( (0)  .

6.  Derivace složených funkcí:

a)  y   =  ln tg 

,  b)  y  =  ln 

 , c)  y  =  

 ,

d)  y  =  

 ,  e)  y  =  arctg 

 ,   f)  y  =  

 .
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1.  Vypočtěte derivaci funkce:   

a)  y  =  

 ,  b)  y  =  

  ,  c)   y  =  ( ln x )x  .
2.  Užitím diferenciálu funkce určete přibližnou hodnotu výrazu: 

a)   ln 0,965  ,  b)   

 ,   c)   e0,024  ,   d)  sin 0,024 .

3.  Vypočtěte derivace vyšších řádů: 

a)  1., 2. a 3. derivaci v bodech 2 a -2  funkce  y  =  

 ,

b)  30. derivaci funkce   y  =  x3 sh 2x ,    

4.  Vypočtěte parciální derivace
[image: image39.wmf]2

2

2

2

2

,

,

y

z

y

x

z

x

z

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

 funkce   z  =  arctg 

 .

5.  Určete  

 pro funkce dané parametricky:

a)   x  =  cos t ,  y  =  t + sin t  ,  b)   x  =  cos3 t ,  y  =  sin3 t .

6.  Vypočtěte derivace funkcí daných implicitně:

a)  x2  -  2xy  +  y3  =  1 ,  y(( (0) = ? ,   b)   

 ,   y( (2) = ? .

Dobrovolná úloha E: Je dána polynomická funkce P(x) stupně n, která má jen jednoduché reálné kořeny. Zdůvodněte, že pak každá derivace P(k) (x), která není konstantní, má také všechny kořeny reálné a jednoduché. 

(Upozornění pro řešitele dobrovolných úloh: Řešení se odevzdávají zvlášť.)

________
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1  Je dána funkce  y  =  x2   na intervalu   (-1, 4( . Určete pro ni číslo (  z Lagrangeovy věty, načrtněte obrázek.

2.  Užitím l(Hospitalova pravidla vypočtěte následující limity:   

a) 

 ,  b)  

 ,   c)  

 ,

d)  

 ,  e)   

,  f)   

.

3.  Najděte rozvoj funkce podle Maclaurinova vzorce až po člen  s  x5  (včetně) pro funkce

a)  f(x)  =  sh x  ch x ,   b)  f(x)  =  x e-x  ,   c)  f(x)  = 

.

Dobrovolná úloha F:  Dokažte, že pro (x ( (0, 1(  platí

arcsin  x  +  arccos x   =  

 .

(Upozornění pro řešitele dobrovolných úloh: Řešení se odevzdávají zvlášť.)

________ 
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1.  Určete intervaly monotónnosti funkce; uveďte, kde je funkce rostoucí a kde    klesající:

    a)  y  =  2 x3  - 3 x2  - 12 x  +  4 ,  b)  y  =  ( x - 1 )3 ( 2x + 3 )2 ,

    c)  

 ,   d)  

.

2.  Bez použití druhé derivace určete lokální extrémy funkce, ověřte pomocí    druhé derivace:    

    a)  y  =  4x - x2,    b) 

,    c)   

 .

3.  Určete globální extrémy funkce:

    a)  

   na  (-1, 2( ,   b)  

  na  (-0,5; 0,5( ,

    c)  y  =  2x  +  cos 2x   na  

 .

4.  Rozhodněte o konvexnosti, konkávnosti a inflexních bodech funkce:

    a)  y  =  x5  -  10 x2  +  x  +  3 ,   b)   

 ,  c)  y  =  tg x ,  

    d)  y  =  cos x ,  e)  y  =  sh x ,  f)   y  =  arctg x  ,  g)   y  =  x3  -  27 x2 .

5. Určete asymptoty funkce:    

    a)  y  = 

 ,   b)  y  =  
[image: image40.wmf]÷
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 ,   c)  

y  =  

 .
Dobrovolná úloha G:  Pro jakou hodnotu parametru (  je funkce 


y  =  x4  +  ( x3  +  1,5 x2  +  1

konvexní na celé reálné ose ?

(Upozornění pro řešitele dobrovolných úloh: Řešení se odevzdávají zvlášť.)

________
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1.  Vyšetřete průběh funkce (pro sestrojení grafu volte na souřadnicových osách vhodné měřítko):

a)    y  =  x4  -  4 x3  -  2 x2  +  12 x  +  3 ,    b)    y  =  

 ,

c)   y  =  

  ,  d)   y  =  

  ,    e)   y   =  2 (x(  -  x2  ,

f)   y   =  

  .

2.  Určete lokální extrémy funkce dané implicitně:


a)  x3  +  y3  -  3xy  =  0 ,          b)   x4  +  y4  -  4xy   =   0,

    c)  y2  +  2yx2  +  4x  -  3  =  0,       d)  x2  - 2xy  +  5y2  -  2x  +  4y  +  1  =  0.

3. Určete lokální extrémy funkce dané parametricky:

    a)  x  =  2t  -  t2 ,  y  =  3t  -  t3 ,   b)   x  =  t3  +  3t  +  1,  y  =  t3  -  3t  +  1,

    c)  x  =  t3  -  3(,  y  =  t3  -  6 arctg t .

4. Vyšetřete průběh jedné z funkcí uvedených v bodě 2.

5. Vyšetřete průběh funkce    x  =  2t  -  t2 ,  y  =  3t  -  t3 .  

6. Při přímém toku potoka má být postaven obdélníkový výběh pro drůbež, k dispozici je 72 m pletiva, stranu u potoka není třeba oplocovat. Stanovte rozměry výběhu tak, aby měl co největší plochu. 

________
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