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Zimni semestr

1. Supremum a infimum

2. Ciselné posloupnosti a jejich vlastnosti

3. Limita Ciselné posloupnosti

4. Cislo e, jeho definice, vypodet a uziti

5. Funkce a jejich vlastnosti

6. Limita funkce podle Heineho a podle Cauchyho

7. Vlastnosti limit funkci

8. Spoijitost a nespojitost funkce

9. Funkce spojité na intervalu

10. Derivace funkce

11. Derivace vy$Sich fadu, LeibnizGv vzorec

12. Diferencial funkce, jeho vlastnosti a uziti

13. Véty o stfedni hodnoté diferencialniho poctu a jejich uziti
14. Vztah derivace a vlastnosti funkci (monoténnost, konvexnost,
konkavnost, inflexe)

15. Lokalni extrémy a globalni extrémy

16. Prubéh funkce
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Studijni materialy

@ St. TravniCek: Matematicka analyza
kag.upol.cz/travnicek/1-MatAn.

@ J. Kuben, P. Sarmanova: Diferencialni podet funkci jedné
proménné www.studopory.vsb.cz.
@ V. MADROVA: Matematicka analyza |. VUP, Olomouc, 2004.

@ J. BRABEC, F. MARTAN, Z. ROZENSKY: Matematicka analyza |.
SNTL, Praha, 1989.

@ J. KRENEK, J. OSTRAVSKY: Diferencialni a integralni po&et
funkce jedné proménné Zlin, 2001.

@ J. KOPACEK: Matematicka analyza pro fyziky I., SPN, Praha
(skripta MFF UK).
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Studijni materialy

@ V. MADROVA, J. MAREK Re$ené priklady a cviéeni z
matematické analyzy I. VUP Olomouc, 2004.

@ J. KOJECKA, M. ZAVODNY: Pfiklady z matematické analyzy 1.,
., VUP Olomouc.

@ B. P. DEMIDOVIC: Sbirka tloh a cvigeni z matematické analyzy.
Fragment, Praha, 2003.

Rozsitujici literatura:

@ K. REKTORYS a kol.: Pfehled uzité matematiky SNTL, Praha,
1988.

@ H. J. BARTSCH: Matematické vzorce, SNTL, Praha, 1983.
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1. Ciselna osa, supremum a infimum

1.1. Zakladni Ciselné mnoziny

1.2. Vlastnosti Ciselnych mnozin

1.3. Supremum a infimum

1.4. Nékolik vét o redlnych Cislech a €iselnych mnozinach
1.5. Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné

1.6. RozS8ifena reélna osa

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MMAN1 16. fijna 2007 5/21



Zakladni Ciselné mnoziny

o N={1,2,3,...,n,...} je mnozina vSech pfirozenych Cisel.
o Ng=1{0,1,2,3,...,n,..} =NU{0}.

o7Z={.,-2,-1,0,1,2,...} je mnozina v8ech celych Cisel.

@ Q — mnozina véech zlomk{ {’;‘,, kdekeZane N} je mnozinou
vSech Cisel racionalnich.
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Racionalni ¢isla

Uloha
Cislo a = 1,572 prevedte na obycejny zlomek.

Prvni zplsob feseni
Periodicka Cast desetinného rozvoje Cisla a je vlastné geometricka
fada, tedy:
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Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MMAN1 16. fijna 2007 7/21



Racionalni ¢isla
Uloha

Cislo a = 1,572 prevedte na obycejny zlomek.

Druhy zpusob feSeni
Vyuzijeme nekone¢ného periodického opakovani:
a = 1,572,
100a = 157,272,

odkud po odecteni je

100a — a = 99a = 157,272 — 1,572 = 155,77,

tedy
_ 1557 173

990 110’
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Mnozina realnych Cisel R

@ Zakladni ¢iselna mnozina.

@ Realna ¢isla zobrazujeme na Ciselné (realné) ose.

@ P¥iroz8ifovani pojmu ¢islo z Q na R vznikaji dvé otazky:
- zda existuje potfeba iracionalnich Cisel (a jak je zavést),

- zda zobrazeni mnoziny R na Ciselnou osu je bijekce, tj. zda i kazdy
bod Ciselné osy je obrazem néjakého realného Cisla.
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Potfebujeme iracionalni Cisla?

Véta
Neexistuje racionalni ¢islo, jehoZ druha mocnina by byla rovna 2.

Dlkaz (sporem)
@3dreQ:r2=2.

9reQ=r=¢5— zlomek v zakladnim tvaru, rq = p.

@rg=p—r’g? =p31.2¢° =p?> = p? jesudé = pjesudé
@ pjesudé = p=2k = 2¢°=4k>=q*>=2k*>=>

= ¢?jesudé= qjesudé
@ pagjesudé = zlomek £ Ize krétit dvéma, a to je spor

s prfedpokladem, Ze tento zlomek je v zakladnim tvaru.
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Iracionalni ¢isla Q'

@ Bez iracionalnich €isel bychom nap¥. nedovedli zméfit Uhlopficku
jednotkového C&tverce.
@ Plati:
QNQ' =0 a R=QuUQ.
@ Dekadicky rozvoj iraciondlnich ¢isel: neukon€eny a neperiodicky
(pro iracionalni &isla asto zname jen kone¢ny pocet mist jejich
dekadického rozvoje (napf. pro €islo )).

Mohutnost mnozin
o N, Z, a Q jsou spocetné (prvky téchto mnozin Ize usporadat do
posloupnosti),
@ R (atedy i Q') spoCetna neni; fikame, ze R ma mohutnost
kontinua.
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Komplexni Cisla C

@ Komplexni Cisla zobrazujeme v Gaussové roving.

Pro Ciselné mnoziny plati:

NcNocZcQcRcC.
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Vlastnosti Ciselnych mnozin

Definice

Mnozina M se nazyva shora omezena < 3L € R tak, Ze Vx € M plati
x < L. Toto cislo L se nazyva horni odhad (resp. horni zavora).
MnoZina M se nazyva zdola omezena < 3K < Rtak, Ze Vx € M plati
x > K. Toto Cislo K se nazyva dolni odhad (resp. doini zavora).
MnoZina M se nazyva omezena < je omezena shora i zdola.
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Vlastnosti Ciselnych mnozin

Definice

MnoZina M se nazyva shora omezena < L € R tak, Ze Vx € M plati
x < L. Toto cislo L se nazyva horni odhad (resp. horni zavora).
Mnozina M se nazyva zdola omezena < 3K € Rtak, Ze Vx € M plati
x > K. Toto ¢Cislo K se nazyva dolni odhad (resp. dolni zavora).
MnoZina M se nazyva omezena < je omezena shora i zdola.

Nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny

Pokud néktery horni odhad mnoziny M patfi do mnoziny M, pak jej
nazyvame nejvétsi prvek mnoziny M a oznaCujeme jej max M.
Podobné nejmensi prvek mnoziny M (definujte) oznaCujeme min M.

v
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Uloha
Urcete nejvétsi a nejmensi prvek mnoZiny

111 1
M1={1)§aZ7§7 "}7 M2:{§7_
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Uloha
Urcete nejvétsi a nejmensi prvek mnoZiny

111 1 1
M1:{17§a27§7 "}7 M2_{§7_§a

Reseni
Mnozina My ma nejvétsi a nema nejmensi prvek, M> nema nejvétsi ani
nejmensi prvek, Mz ma prvek nejvétsi i nejmensi.

v
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Intervaly

Definice

Va,b € R, a < b, definujeme
uzavreny interval (a,b) = {x € R;a < x < b},
otevreny interval (a,b) = {x € R;a < x < b},
a podobné (a,b) a (a, b).

V8echny tyto intervaly maji délku b — a.

Definice

MnoZinu (a, +00) = {x € R; x > a} nazyvame neomezeny interval.
Podobné (a, +c0), (—o0, b), (—o0, b).
MnoZinu R zapisujeme téZ jako (—oo, +00).
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Absolutni hodnota

Definice
Absolutni hodnota Cisla a € R se oznacuje |a| a je definovana takto:

a proa>0,

Vae]R:la|:{_a proa<0
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Absolutni hodnota

Definice

Absolutni hodnota Cisla a € R se oznacuje |a| a je definovana takto:

a proa>0,

VaeR:]a|:{_a proa<0

Véta (vlastnosti absolutni hodnoty)
Va,b € R plati
Q |al > 0, pficemZ|a| =0 < a=0,
Q |-al=la,
Q |a+ b| < |a| + |b| (trojuhelnikovou nerovnost),
Q |a—b|>|al—|b],
Q |ab| = |a| - |b],
El

RE
Q prob+#0je B‘_m.
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Zobecnéna trojuhelnikova nerovnost pro absolutni
hodnotu

Vlastnost 3 muzeme zobecnit (dikaz matematickou indukci):
B)VneN VaeR:|lai+a+- -+ an <l|aj| +|as|+ -+ |anls

nebo zkracené . .
>al<Ylal
i=1 =1
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Absolutni hodnota

Geometricky vyznam absolutni hodnoty
@ |a| znaci vzdalenost obrazu &isla a od po€atku Ciselné osy,
@ |a— b| (= |b— a|) vzdalenost obrazu Cisel a,b na Ciselné ose.
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Absolutni hodnota

Geometricky vyznam absolutni hodnoty
@ |a| znaci vzdalenost obrazu &isla a od po€atku Ciselné osy,
@ |a— b| (= |b— a|) vzdalenost obrazu Cisel a,b na Ciselné ose.

Uloha
Reste nerovnice a rovnici:
a) |x—3| <2,
b) 2|x +2| —3|x| —2x > 4,

5 3 3
c) —B—Zx+§\x+1|—zlx—2|=0.
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Supremum a infimum

Definice

Necht M c R, M + (. Cislo 8 € R nazyvdme supremum mnoziny M a

piSeme 3 = sup M, pravé kdyZz ma tyto dvé viastnosti:
(1) Vxe M : x < 3,
2 V8 <pB IXeM:x>4.
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Supremum a infimum

Definice

Necht M c R, M + (. Cislo 8 € R nazyvdme supremum mnoziny M a
piSeme 3 = sup M, pravé kdyZz ma tyto dvé viastnosti:

(1) Vxe M: x <g,

2 Vvl <p IXeM:x >p.

Definice

Necht M c R, M + 0. Cislo o € R nazyvdme infimum mnoZiny M a
piseme o = inf M, pravé kdyz ma tyto dve vlastnosti:

(1) VxeM: x> a,

(2) Vo/ >a X eM: X <.
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Supremum a infimum

Uloha

N —

Urcete sup M ainf M pro mnoZinu M = { ,g, %, ... }

Reseni

Plati sup M = 1, nebot v&echny prvky mnoziny M jsou pravé zlomky a
jsou tedy mensi nez 1; jestlize v8ak vezmeme libovolné €islo r < 1,
existuje vzdy v M prvek i, ktery je vétsi nez r.

Déale inf M = }, nebot zadny prvek M neni mensi nez J, a kdyz
zvolime libovolné &islo s > 5, pak vzdy pravé pro prvek } plati 5 < s.
Pfitom sup M neni a inf M je prvkem zadané mnoziny M.
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Supremum a infimum

Véta (o existenci suprema a infima)

1) KaZzda neprazdna shora omezena mnoZina realnych ¢isel ma
supremum.

2) Kazda neprazdna zdola omezena mnoZina realnych cisel ma
infimum.

@ Tuto vétu bereme za axiom vyjadrtujici zakladni vlastnost Ciselné
osy. Tedy: existuje bijekce mnoziny R na Ciselnou osu.

o Rikame té2: ¢iselnd osa je spojita.
@ Pojmy ,Cislo* a ,bod Ciselné osy“ povazujeme za synonyma.

@ Pojmy supremum a infimum a véta o existenci suprema a infima
jsou pro matematickou analyzu velmi dulezité.
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