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3. Limita čı́selné posloupnosti
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konkávnost, inflexe)
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1. Čı́selná osa, supremum a infimum

1.1. Základnı́ čı́selné množiny
1.2. Vlastnosti čı́selných množin
1.3. Supremum a infimum
1.4. Několik vět o reálných čı́slech a čı́selných množinách
1.5. Klasifikace bodů vzhledem k množině
1.6. Rozšı́řená reálná osa
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Základnı́ čı́selné množiny

N = {1,2,3, . . . ,n, . . . } je množina všech přirozených čı́sel.

N0 = {0,1,2,3, . . . ,n, ...} = N ∪ {0}.

Z = {. . . ,−2,−1,0,1,2, . . . } je množina všech celých čı́sel.

Q — množina všech zlomků
{

k
n , kde k ∈ Z a n ∈ N

}

je množinou
všech čı́sel racionálnı́ch.
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Racionálnı́ čı́sla

Úloha
Čı́slo a = 1,572 převed’te na obyčejný zlomek.

Prvnı́ způsob řešenı́
Periodická část desetinného rozvoje čı́sla a je vlastně geometrická
řada, tedy:

a = 1,5+
72
103 +

72
105 +

72
107 + · · · = 1,5+

72
103

1
1− 1

100

= · · · =
173
110

.
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Racionálnı́ čı́sla

Úloha
Čı́slo a = 1,572 převed’te na obyčejný zlomek.

Druhý způsob řešenı́
Využijeme nekonečného periodického opakovánı́:

a = 1,572,
100a = 157,272,

odkud po odečtenı́ je

100a− a = 99a = 157,272− 1,572 = 155,7,

tedy

a =
1557
990

=
173
110

.
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Množina reálných čı́sel R

Základnı́ čı́selná množina.
Reálná čı́sla zobrazujeme na čı́selné (reálné) ose.
Při rozšiřovánı́ pojmu čı́slo z Q na R vznikajı́ dvě otázky:

- zda existuje potřeba iracionálnı́ch čı́sel (a jak je zavést),
- zda zobrazenı́ množiny R na čı́selnou osu je bijekce, tj. zda i každý

bod čı́selné osy je obrazem nějakého reálného čı́sla.
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Potřebujeme iracionálnı́ čı́sla?

Věta
Neexistuje racionálnı́ čı́slo, jehož druhá mocnina by byla rovna 2.

Důkaz (sporem)

∃r ∈ Q : r2 = 2.
r ∈ Q ⇒ r = p

q — zlomek v základnı́m tvaru, rq = p.

rq = p → r2q2 = p2, tj. 2q2 = p2 ⇒ p2 je sudé ⇒ p je sudé
p je sudé ⇒ p = 2k ⇒ 2q2 = 4k2 ⇒ q2 = 2k2 ⇒
⇒ q2 je sudé ⇒ q je sudé
p a q je sudé ⇒ zlomek p

q lze krátit dvěma, a to je spor
s předpokladem, že tento zlomek je v základnı́m tvaru.
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Iracionálnı́ čı́sla Q′

Bez iracionálnı́ch čı́sel bychom např. nedovedli změřit úhlopřı́čku
jednotkového čtverce.
Platı́:

Q ∩Q′ = ∅ a R = Q ∪Q′.

Dekadický rozvoj iracionálnı́ch čı́sel: neukončený a neperiodický
(pro iracionálnı́ čı́sla často známe jen konečný počet mı́st jejich
dekadického rozvoje (např. pro čı́slo π)).

Mohutnost množin
N, Z, a Q jsou spočetné (prvky těchto množin lze uspořádat do
posloupnosti),
R (a tedy i Q′) spočetná nenı́; řı́káme, že R má mohutnost
kontinua.
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Komplexnı́ čı́sla C

Komplexnı́ čı́sla zobrazujeme v Gaussově rovině.

Pro čı́selné množiny platı́:

N ⊂ N0 ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
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Vlastnosti čı́selných množin

Definice
Množina M se nazývá shora omezená ⇔ ∃L ∈ R tak, že ∀x ∈ M platı́
x ≤ L. Toto čı́slo L se nazývá hornı́ odhad (resp. hornı́ závora).
Množina M se nazývá zdola omezená ⇔ ∃K ∈ Rtak, že ∀x ∈ M platı́
x ≥ K . Toto čı́slo K se nazývá dolnı́ odhad (resp. dolnı́ závora).
Množina M se nazývá omezená ⇔ je omezená shora i zdola.

Největšı́ a nejmenšı́ prvek množiny
Pokud některý hornı́ odhad množiny M patřı́ do množiny M, pak jej
nazýváme největšı́ prvek množiny M a označujeme jej max M.
Podobně nejmenšı́ prvek množiny M (definujte) označujeme min M.
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Množina M se nazývá zdola omezená ⇔ ∃K ∈ Rtak, že ∀x ∈ M platı́
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Úloha
Určete největšı́ a nejmenšı́ prvek množiny

M1 =

{

1,
1
2
,
1
4
,
1
8
, . . .

}

, M2 =

{

1
2
,−

1
2
,
2
3
,−

2
3
,
3
4
,−

3
4
, . . .

}

,

M3 =

{

0,1,
1
2
,
1
3
,
1
4
, . . .

}

.

Řešenı́
Množina M1 má největšı́ a nemá nejmenšı́ prvek, M2 nemá největšı́ ani
nejmenšı́ prvek, M3 má prvek největšı́ i nejmenšı́.
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M1 =

{

1,
1
2
,
1
4
,
1
8
, . . .

}

, M2 =

{

1
2
,−

1
2
,
2
3
,−

2
3
,
3
4
,−

3
4
, . . .

}

,

M3 =

{

0,1,
1
2
,
1
3
,
1
4
, . . .

}

.
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Intervaly

Definice
∀a,b ∈ R, a < b, definujeme

uzavřený interval 〈a,b〉 = {x ∈ R;a ≤ x ≤ b},
otevřený interval (a,b) = {x ∈ R;a < x < b},
a podobně 〈a,b) a (a,b〉.

Všechny tyto intervaly majı́ délku b − a.

Definice
Množinu 〈a,+∞) = {x ∈ R; x ≥ a} nazýváme neomezený interval.
Podobně (a,+∞), (−∞,b〉, (−∞,b).
Množinu R zapisujeme též jako (−∞,+∞).
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Absolutnı́ hodnota
Definice
Absolutnı́ hodnota čı́sla a ∈ R se označuje |a| a je definována takto:

∀a ∈ R : |a| =

{

a pro a ≥ 0,
−a pro a < 0.

Věta (vlastnosti absolutnı́ hodnoty)
∀a,b ∈ R platı́

1 |a| ≥ 0, přičemž |a| = 0 ⇔ a = 0,
2 | − a| = |a|,
3 |a + b| ≤ |a|+ |b| (trojúhelnı́kovou nerovnost),
4 |a − b| ≥ |a| − |b|,
5 |ab| = |a| · |b|,

6 pro b 6= 0 je
∣

∣

∣

a
b

∣

∣

∣
=
|a|
|b|

.
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Zobecněná trojúhelnı́ková nerovnost pro absolutnı́
hodnotu

Vlastnost 3 můžeme zobecnit (důkaz matematickou indukcı́):
(3’) ∀n ∈ N ∀ai ∈ R : |a1 + a2 + · · ·+ an| ≤ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|,
nebo zkráceně

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

ai

∣

∣

∣

∣

∣

≤
n
∑

i=1

|ai |.
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Absolutnı́ hodnota

Geometrický význam absolutnı́ hodnoty
|a| značı́ vzdálenost obrazu čı́sla a od počátku čı́selné osy,
|a − b| (= |b − a|) vzdálenost obrazů čı́sel a,b na čı́selné ose.

Úloha
Řešte nerovnice a rovnici:

a) |x − 3| < 2,
b) 2|x + 2| − 3|x| − 2x ≥ 4,

c) −3−
5
4

x +
3
2
|x + 1| −

3
4
|x − 2| = 0.
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Supremum a infimum

Definice
Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅. Čı́slo β ∈ R nazýváme supremum množiny M a
pı́šeme β = sup M, právě když má tyto dvě vlastnosti:
(1) ∀x ∈ M : x ≤ β,
(2) ∀β′ < β ∃x ′ ∈ M : x ′ > β′.

Definice
Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅. Čı́slo α ∈ R nazýváme infimum množiny M a
pı́šeme α = inf M, právě když má tyto dvě vlastnosti:
(1) ∀x ∈ M : x ≥ α,
(2) ∀α′ > α ∃x ′ ∈ M : x ′ < α′.
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Supremum a infimum

Úloha

Určete sup M a inf M pro množinu M =
{

1
2
,
2
3
,
3
4
, . . .

}

.

Řešenı́
Platı́ sup M = 1, nebot’ všechny prvky množiny M jsou pravé zlomky a
jsou tedy menšı́ než 1; jestliže však vezmeme libovolné čı́slo r < 1,
existuje vždy v M prvek n

n+1 , který je většı́ než r .
Dále inf M = 1

2 , nebot’ žádný prvek M nenı́ menšı́ než 1
2 , a když

zvolı́me libovolné čı́slo s > 1
2 , pak vždy právě pro prvek 1

2 platı́ 1
2 < s.

Přitom sup M nenı́ a inf M je prvkem zadané množiny M.

Jiřı́ Fišer (KMA, PřF UP Olomouc) KMA–MMAN1 16. řı́jna 2007 20 / 21



Supremum a infimum

Věta (o existenci suprema a infima)
1) Každá neprázdná shora omezená množina reálných čı́sel má

supremum.
2) Každá neprázdná zdola omezená množina reálných čı́sel má

infimum.

Tuto větu bereme za axiom vyjadřujı́cı́ základnı́ vlastnost čı́selné
osy. Tedy: existuje bijekce množiny R na čı́selnou osu.
Řı́káme též: čı́selná osa je spojitá.
Pojmy „čı́slo“ a „bod čı́selné osy“ považujeme za synonyma.
Pojmy supremum a infimum a věta o existenci suprema a infima
jsou pro matematickou analýzu velmi důležité.
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