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Jiřı́ Fišer

16. řı́jna 2007
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Několik vět o reálných čı́slech a čı́selných množinách

Věta (o aritmetickém a geometrickém průměru)
Jsou-li a,b libovolná reálná nezáporná čı́sla, pak jejich aritmetický
průměr (a+b

2 ) je většı́ nebo roven jejich průměru geometrickému (
√

ab),
přičemž rovnost průměrů nastává právě při rovnosti obou čı́sel a, b.

Věta (o aritmetickém a geometrickém průměru)

∀a,b ∈ R, a,b ≥ 0 :
a + b

2
≥
√

ab,
(

a+ b
2
=
√

ab ⇔ a = b
)

.

Princip důkazu přı́mého (syntetického).
necht’ a ≥ b,
vyjde se z platné nerovnosti

√
a−

√
b ≥ 0,

jejı́ úpravou dostaneme tvrzenı́.
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Věta (Bernoulliova nerovnost)
∀h ∈ R , h > −1, h 6= 0, ∀n ∈ N, n ≥ 2 platı́

V (n) : (1+ h)n > 1+ nh.

Princip důkazu.
Matematickou indukcı́:

1) V (2) : (1+ h)2 = 1+ 2h + h2 > 1+ 2h,
2) V (n)⇒ V (n + 1),

I obě strany V (n) násobı́me výrazem (1+ h),
I na pravé straně vynecháme člen nh2.

Bernoulliova nerovnost se použı́vá např. při některých důkazech
vlastnostı́ posloupnostı́.
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Věta (o rovnosti reálných čı́sel)
Necht’ p, q ∈ R. Jestliže ∀ε > 0 platı́ |p − q| < ε, pak p = q.

Důkaz (sporem).
Kdyby p 6= q, bylo by |p − q| > 0.
Zvolı́me-li ε = |p − q|, dostáváme, že

|p − q| < ε a současně |p − q| = ε,

což dává spor. Proto p = q.

Tato jednoduchá věta usnadňuje některé důkazy, např. důkaz
následujı́cı́ věty o vložených intervalech.
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Věta o vložených intervalech

Věta
Necht’ {Jn} je posloupnost omezených uzavřených intervalů

Jn = 〈an,bn〉 takových, že J1 ⊃ J2 ⊃ J3 ⊃ · · · .

Pak existuje bod x0, který ležı́ ve všech intervalech Jn, n ∈ N.

Jestliže navı́c

∀ε > 0 ∃n ∈ N tak, že |Jn| < ε,

je takový bod x0 jediný.
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Věta o vložených intervalech

Princip důkazu.
A — množina všech levých krajnı́ch bodů an intervalů Jn,
B — množina jejich pravých krajnı́ch bodů bm;
pro všechna m,n ∈ N platı́ an < bm.
Podle věty o existenci suprema tedy existuje α = sup A, pro něž
α ≤ bm;
podobně existuje β = inf B a pro všechna n ∈ N platı́

an ≤ α ≤ β ≤ bn,

tedy
∀n ∈ N : 〈α, β〉 ⊂ 〈an,bn〉.

Stačı́ volit x0 ∈ 〈α, β〉.
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Stačı́ volit x0 ∈ 〈α, β〉.
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Stačı́ volit x0 ∈ 〈α, β〉.
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Věta o vložených intervalech

Pokračovánı́ důkazu.
Je-li interval 〈α, β〉 degenerovaný, dostáváme x0 jednoznačně. To
nastává právě tehdy, když je splněna druhá podmı́nka věty, tedy
když

∀ε > 0 ∃n ∈ N tak, že bn − an < ε.

Jelikož je β − α ≤ bn − an < ε, je podle věty o rovnosti reálných
čı́sel α = β.

Podmı́nka věty, zajišt’ujı́cı́ jednoznačnost společného bodu x0
může být formulována i takto: „Jestliže posloupnost {|Jn|} délek
intervalů Jn je nulová . . . “
Větu o vložených intervalech použı́váme při důkazech některých
důležitých vlastnostı́ posloupnostı́ a funkcı́.
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Topologická definice okolı́ bodu

Definice
Okolı́m bodu a nazveme každý otevřený interval (c,d) konečné délky,
který obsahuje bod a (tj. kde a ∈ (c,d)); označenı́ okolı́ bodu a: U(a).

Věta (vlastnosti okolı́)
Okolı́ bodu a má tyto vlastnosti:
(1) Pro každé U(a) je a ∈ U(a).
(2) Ke každým dvěma okolı́m U1(a), U2(a) existuje okolı́ U(a) tak, že

U(a) ⊂ U1(a) ∩ U2(a).
(3) Je-li b ∈ U(a), pak existuje U1(b) tak, že U1(b) ⊂ U(a).
(4) Pro libovolná a 6= b existujı́ U1(a), U2(b) tak, že U1(a)∩U2(b) = ∅.
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Metrická definice okolı́ bodu

Definice
ε-okolı́m bodu a, kde ε ∈ R, ε > 0, nazýváme interval (a − ε,a+ ε);
označenı́: U(a, ε) nebo též U(a).

Lehce ověřı́me, že ε-okolı́ má všechny uvedené vlastnosti okolı́. Mı́sto
x ∈ U(a, ε) lze rovněž psát |x − a| < ε.
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označenı́: U(a, ε) nebo též U(a).
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Dalšı́ typy okolı́ bodu

Definice
Prstencovým (redukovaným) okolı́m bodu a nazýváme množinu
P(a) = U(a) \ {a}.

Podobně P(a, ε) = U(a, ε) \ {a}.
Dále se definuje levé resp. pravé okolı́ bodu a jako interval (c,a〉
nebo (a − ε,a〉 resp. 〈a,d) nebo 〈a,a + ε); jsou to tzv.
jednostranná okolı́.
Ještě uvažujeme jednostranná prstencová (redukovaná) okolı́ —
to když z jednostranného okolı́ vypustı́me bod a.
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P(a) = U(a) \ {a}.
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to když z jednostranného okolı́ vypustı́me bod a.
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Dalšı́ typy okolı́ bodu
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Definice důležitých pojmů

Užitı́m pojmu okolı́ bodu lze klasifikovat body z R vzhledem k dané
čı́selné množině M.

Vnitřnı́ bod množiny M: Bod množiny M, který do M patřı́ i s
některým svým okolı́m.
Vnitřek množiny M: Množina všech vnitřnı́ch bodů množiny M.
Hraničnı́ bod množiny M: V každém jeho okolı́ existuje bod
množiny M a též bod, který do M nepatřı́. (Hraničnı́ bod může, ale
nemusı́ patřit do M.)
Hranice množiny M: Množina všech hraničnı́ch bodů množiny M.
Vnějšı́ bod množiny (vzhledem k množině) M: Bod čı́selné osy,
který nenı́ vnitřnı́m ani hraničnı́m bodem množiny M.
Vnějšek množiny M: Množina všech vnějšı́ch bodů množiny M.
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Definice důležitých pojmů

Množina M je otevřená: Každý jejı́ bod je jejı́m vnitřnı́m bodem.
Množina M je uzavřená: Obsahuje svou hranici.
Uzávěr M množiny M: Sjednocenı́ množiny M a jejı́ hranice.
Hromadný bod a množiny M: V každém jeho prstencovém okolı́
ležı́ alespoň jeden bod množiny M.
Izolovaný bod množiny M: Bod množiny M, který nenı́ jejı́m
hromadným bodem.
Diskrétnı́ množina: Všechny jejı́ body jsou izolované.
Derivace M ′ množiny M: Množina všech hromadných bodů
množiny M.
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Definice důležitých pojmů
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Definice důležitých pojmů

Jelikož všechny tyto pojmy jsou založeny vlastně jen na pojmu
okolı́, setkáváme se s nimi ve všech prostorech, kde se pracuje s
okolı́m.
Na čı́selné ose (na rozdı́l např. od roviny) však pracujeme i s
pojmy „levé okolı́“ a „pravé okolı́“ a můžeme tedy např. definovat i
levý hromadný bod a pravý hromadný bod a těchto pojmů
skutečně využı́váme při definovánı́ jednostranných limit funkce.

Úloha
Všechny uvedené pojmy použijte pro množinu
M = 〈−1,0) ∪

{1
2 ,

2
3 ,

3
4 , . . .

}

.
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Úloha
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Rozšı́řená reálná osa

Čı́selnou osu rozšı́řı́me o dvě nevlastnı́ čı́sla: +∞ a −∞.

Označenı́ rozšı́řené reálné osy: R
∗ = R ∪ {−∞,+∞}.

Zavedenı́ nevlastnı́ch čı́sel nám umožňuje hlouběji, lépe a
jednodušeji formulovat mnohé poznatky matematické analýzy.
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Rozšı́řená reálná osa
Vlastnosti nevlastnı́ch čı́sel

Na rozšı́řené reálné ose definujeme přirozené uspořádánı́ a početnı́
operace tak, že rozšı́řı́me přı́slušná pravidla platná na R.

Uspořádánı́ :
∀x ∈ R : −∞ < x < +∞,

zvláště

−∞ < +∞, −(−∞) = +∞, −(+∞) = −∞,

|+∞| = | −∞| = +∞.

Okolı́ : U(+∞) toto označenı́ budeme použı́vat pro každý interval
〈c,+∞〉 ⊂ R

∗, ale pokud budeme pracovat na R, použijeme toto
označenı́ (pro zjednodušenı́ vyjadřovánı́) též pro intervaly
(c,+∞) ⊂ R, což jsou vlastně prstencová okolı́ P(+∞) na R

∗.
Podobně pro U(−∞) a P(−∞).
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Rozšı́řená reálná osa
Vlastnosti nevlastnı́ch čı́sel

Supremum a infimum: Pro množinu M, která nenı́ shora omezená,
je sup M = +∞, pro množinu M, která nenı́ zdola omezená, je
inf M = −∞.

Hromadné body : Definice je formálně stejná, tedy +∞ nazveme
hromadným bodem množiny M ⊂ R

∗ ⇔ v každém jeho okolı́
P(+∞) ležı́ alespoň jeden bod množiny M. Podobně pro −∞.

Např. množina Z všech celých čı́sel má hromadné body +∞ a
−∞, sup Z = +∞, inf Z = −∞, ale samozřejmě +∞ /∈ Z,
−∞ /∈ Z.
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Rozšı́řená reálná osa
Početnı́ operace s nevlastnı́mi čı́sly

Sčı́tánı́ a odčı́tánı́ : ∀x ∈ R definujeme

±x + (+∞) = (+∞)± x = ±x − (−∞) = (+∞) + (+∞) =

= (+∞)− (−∞) = +∞,

±x + (−∞) = (−∞)± x = ±x − (+∞) = (−∞) + (−∞) =

= (−∞)− (+∞) = −∞.

Nedefinujeme

(+∞)− (+∞), (+∞)+(−∞), (−∞)+(+∞), (−∞)− (−∞).
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Rozšı́řená reálná osa
Početnı́ operace s nevlastnı́mi čı́sly

Násobenı́ : ∀x ∈ R, x > 0 definujeme

x · (+∞) = (+∞) · x = (+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞,

x · (−∞) = (−∞) · x = (+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞) = −∞.

Podobně pro x < 0.

Nedefinujeme

0 · (+∞), (+∞) · 0, 0 · (−∞), (−∞) · 0.
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Rozšı́řená reálná osa
Početnı́ operace s nevlastnı́mi čı́sly

Dělenı́ : ∀x ∈ R definujeme

x
(+∞) =

x
(−∞) = 0.

Pro x > 0 je
+∞

x
= +∞,

−∞
x
= −∞,

pro x < 0 je
+∞

x
= −∞,

−∞
x
= +∞.

Nedefinujeme

+∞
+∞ ,

+∞
−∞ , atd.,

x
0

pro žádné x ∈ R, tj. ani
0
0

nebo
±∞

0
.
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Rozšı́řená reálná osa
Početnı́ operace s nevlastnı́mi čı́sly

Mocniny : ∀n ∈ N definujeme

(+∞)n = +∞, (+∞)−n = 0, (−∞)n = (−1)n · (+∞).

Nedefinujeme

(+∞)0, (−∞)0, 00, 1+∞, 1−∞.
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Rozšı́řená reálná osa

Poznámka
Z praktických důvodů se někdy pı́še mı́sto +∞ jen ∞, takže např.
mı́sto výrazu (+∞) + (+∞) lze napsat jen ∞+∞. Jestliže však
pracujeme v komplexnı́m oboru, kde se zavádı́ jediné komplexnı́
nekonečno označované ∞, musı́me dát pozor na jeho odlišenı́ od +∞
z rozšı́řené reálné osy R

∗.

Úloha
Vypočtěte

a = +∞ · 5− (−∞)
3
+ (−∞)3 · (100−∞)− 1200!

+∞ .
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Poznámka
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mı́sto výrazu (+∞) + (+∞) lze napsat jen ∞+∞. Jestliže však
pracujeme v komplexnı́m oboru, kde se zavádı́ jediné komplexnı́
nekonečno označované ∞, musı́me dát pozor na jeho odlišenı́ od +∞
z rozšı́řené reálné osy R

∗.

Úloha
Vypočtěte

a = +∞ · 5− (−∞)
3
+ (−∞)3 · (100−∞)− 1200!

+∞ .
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