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Neékolik vét o realnych Cislech a Ciselnych mnozinach

Véta (o aritmetickém a geometrickém primeéru)

Jsou-li a, b libovolna realna nezaporna cisla, pak jejich aritmeticky
prameér (%’ ) je vétsi nebo roven jejich priméru geometrickému (v ab),
pficemz rovnost pruméru nastava pravé pri rovnosti obou cisel a, b.
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Neékolik vét o realnych Cislech a Ciselnych mnozinach

Véta (o aritmetickém a geometrickém primeéru)

Jsou-li a, b libovolna realna nezaporna cisla, pak jejich aritmeticky
prameér (%’ ) je vétsi nebo roven jejich priméru geometrickému (v ab),
pficemz rovnost pruméru nastava pravé pri rovnosti obou cisel a, b.

v

Véta (o aritmetickém a geometrickém priimeéru)

2

Va,beR, a,b>0: anrbz\/ab, <a+b=\/ab®a=b>.
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Neékolik vét o realnych Cislech a Ciselnych mnozinach

Véta (o aritmetickém a geometrickém priimeéru)

Va,beR, a,b>0: azbzx/ab, (a;b=\/ab¢>a=b).

v

Princip dukazu pfimého (syntetického).
@ nechta> b,
@ vyjde se z platné nerovnosti v/a— vb > 0,
@ jeji upravou dostaneme tvrzeni.

O]

4
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Véta (Bernoulliova nerovnost)
YVheR, h>-1, h#0, YneN, n>2 plati

Vin): (1+h)">1+nh.

Bernoulliova nerovnost se pouziva napf. pfi nékterych diukazech
vlastnosti posloupnosti.
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Véta (Bernoulliova nerovnost)
YVheR, h>-1, h#0, YneN, n>2 plati

V(in): (1+h)">1+nh.

Princip dukazu.

Matematickou indukci:
1) V@):(14+h2=1+2h+H >1+2h,
2) V(n)= V(n+1),

obé strany V(n) nasobime vyrazem (1 + h),
na pravé strané vynechame ¢len nh?.

Bernoulliova nerovnost se pouziva napf. pfi nékterych diukazech
vlastnosti posloupnosti.
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Véta (o rovnosti realnych Cisel)
Necht'p, g € R. Jestlize Ve > 0 plati |p — q| < ¢, pak p = q. J
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Véta (o rovnosti realnych Cisel)
Necht'p, g € R. Jestlize Ve > 0 plati |p — q| < ¢, pak p = q.

Didkaz (sporem).

@ Kdyby p # g, bylo by [p — g| > 0.
@ Zvolime-li e = |p — g|, dostavame, ze

Ip—q| <e asouCasné |p—q|=c¢,

coz dava spor. Proto p = q.
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Véta (o rovnosti realnych Cisel)
Necht'p, g € R. Jestlize Ve > 0 plati |p — q| < ¢, pak p = q. J

Tato jednoducha véta usnadnuje nékteré dikazy, napf. dukaz
nasledujici véty o vlozenych intervalech. J
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Véta o vloZzenych intervalech

Véta
Necht' {J,} je posloupnost omezenych uzavienych intervalu

Jn = (an,bn) takovych,Ze J1DdoDJ3D---.
Pak existuje bod Xy, ktery leZi ve vsech intervalech J,, n € N.
Jestlize navic
Ve>0 3neN tak Ze |Jn| <e,

Je takovy bod xq jediny.
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Véta o vloZzenych intervalech

Princip dikazu.
® A— mnozina vSech levych krajnich bodu a, intervall J,,
@ B — mnozina jejich pravych krajnich bodd by;

O]

v

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednaska ¢. 2 16. fijna 2007 6/21



Véta o vloZzenych intervalech

Princip dikazu.
® A— mnozina vSech levych krajnich bodu a, intervall J,,
@ B — mnozina jejich pravych krajnich bodd by;
@ pro v8echna m, n € N plati a, < bp.

O]

v
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Véta o vloZzenych intervalech

Princip dikazu.
® A— mnozina vSech levych krajnich bodu a, intervall J,,
@ B — mnozina jejich pravych krajnich bodd by;
@ pro v8echna m, n € N plati a, < bp.

@ Podle véty o existenci suprema tedy existuje o = sup A, pro néz
a < bp;

O]

v
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Véta o vloZzenych intervalech

Princip dikazu.
® A— mnozina vSech levych krajnich bodu a, intervall J,,
@ B — mnozina jejich pravych krajnich bodd by;
@ pro v8echna m, n € N plati a, < bp.

@ Podle véty o existenci suprema tedy existuje « = sup A, pro néz
a < bp;

@ podobné existuje # = inf B a pro vSechna n € N plati
an < a< ﬁ < bn,

tedy
VneN: (a,5) C (an, bn).

O]

v

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MMANT1 Prednaska ¢. 2 16. fijna 2007 6/21




Véta o vloZzenych intervalech

Princip dikazu.
® A— mnozina vSech levych krajnich bodu a, intervall J,,
@ B — mnozina jejich pravych krajnich bodd by;
@ pro v8echna m, n € N plati a, < bp.

@ Podle véty o existenci suprema tedy existuje « = sup A, pro néz
a < bp;

@ podobné existuje g = inf B a pro v8echna n € N plati
an < a< ﬁ < bn,

tedy
VneN: (a,5) C (an, bn).

@ Staci volit xp € («, 5).

O]

v
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Véta o vloZzenych intervalech

Pokragovani dukazu.

@ Je-liinterval («, ) degenerovany, dostadvame X jednoznacné. To
nastava pravé tehdy, kdyz je splnéna druha podminka véty, tedy
kdyz

Ve>0 dneN tak,Zze b,—ap<e.

Jelikoz je 6 — a < b, — an < &, je podle véty o rovnosti realnych
Gisel a = .
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Véta o vloZzenych intervalech

@ Podminka véty, zajistujici jednoznacnost spole¢ného bodu xq
muUze byt formulovana i takto: ,Jestlize posloupnost {|J,|} délek
intervall J, je nulova ...~

@ Veétu o vlozenych intervalech pouzivame pfi dikazech nékterych
dulezitych vlastnosti posloupnosti a funkci.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné
Topologicka definice okoli bodu

Definice
Okolim bodu a nazveme kaZdy otevieny interval (c,d) konecné délky,
ktery obsahuje bod a (1j. kde a € (c, d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Véta (vlastnosti okoli)
Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:
(1) Pro kazde U(a) je a € U(a).
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné
Topologicka definice okoli bodu

Definice
Okolim bodu a nazveme kaZdy otevieny interval (c,d) konecné délky,
ktery obsahuje bod a (tj. kde a € (c, d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Véta (vlastnosti okoli)
Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:

(2) Ke kazdym dvema okolim Uy (a), Us(a) existuje okoli U(a) tak, Ze
U(a) c Ui(a)n Us(a).
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné
Topologicka definice okoli bodu

Definice
Okolim bodu a nazveme kaZdy otevieny interval (c,d) konecné délky,
ktery obsahuje bod a (1j. kde a € (c, d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Véta (vlastnosti okoli)
Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:

(3) Je-lib € U(a), pak existuje Uy (b) tak, Ze U;(b) C U(a).
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné
Topologicka definice okoli bodu

Definice
Okolim bodu a nazveme kaZdy otevieny interval (c,d) konecné délky,
ktery obsahuje bod a (1j. kde a € (c, d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Véta (vlastnosti okoli)
Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:

(4) Pro libovolna a # b existuji Uy (a), U(b) tak, Ze Uy (a) N Uax(b) = 0.

v
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Topologicka definice okoli bodu

Definice
Okolim bodu a nazveme kaZdy otevieny interval (c,d) konecné délky,
ktery obsahuje bod a (tj. kde a € (c, d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Véta (vlastnosti okoli)

Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:

(1) Pro kazde U(a) je a € U(a).

(2) Ke kazdym dvema okolim Uy (a), Us(a) existuje okoli U(a) tak, Ze
U(a) c Ui(a)n Us(a).

(3) Je-lib € U(a), pak existuje Uy (b) tak, Ze U;(b) C U(a).

(4) Pro libovolna a # b existuji U (a), Us(b) tak, Ze Uy(a) N Ua(b) = (Z).)
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Metricka definice okoli bodu

Definice

e-okolim bodu a, kde ¢ € R, ¢ > 0, nazyvame interval (a —¢,a+ ¢);
oznaceni: U(a, <) nebo téZ U(a).
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Metricka definice okoli bodu

Definice
e-okolim bodu a, kde ¢ € R, ¢ > 0, nazyvame interval (a —¢,a+ ¢);
oznaceni: U(a, <) nebo téZ U(a).

Lehce ovéfime, Ze e-okoli ma v§echny uvedené vlastnosti okoli. Misto
x € U(a,e) Ize rovnéz psét |x — a| < e.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné
Dalsi typy okoli bodu

Definice
Prstencovym (redukovanym) okolim bodu a nazyvame mnoZinu

P(a) = U(a) \ {a}.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné
Dalsi typy okoli bodu

Definice
Prstencovym (redukovanym) okolim bodu a nazyvame mnoZinu

P(a) = U(a) \ {a}.

@ Podobné P(a,c) = U(a,¢) \ {a}.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné
Dalsi typy okoli bodu

Definice
Prstencovym (redukovanym) okolim bodu a nazyvame mnoZinu

P(a) = U(a) \ {a}.

@ Podobné P(a,c) = U(a,¢) \ {a}.

@ Dale se definuje levé resp. pravé okoli bodu a jako interval (c, a)
nebo (a— ¢, a) resp. (a, d) nebo (a,a+ ¢); jsou to tzv.
jednostranna okoli.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné
Dalsi typy okoli bodu

Definice
Prstencovym (redukovanym) okolim bodu a nazyvame mnoZinu

P(a) = U(a) \ {a}. )

@ Podobné P(a,c) = U(a,¢) \ {a}.

@ Dale se definuje levé resp. pravé okoli bodu a jako interval (c, a)
nebo (a— ¢, a) resp. (a, d) nebo (a,a+ ¢); jsou to tzv.
jednostranna okoli.

@ Jesté uvazujeme jednostranna prstencova (redukovana) okoli —
to kdyz z jednostranného okoli vypustime bod a.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dllezitych pojm0

UzZitim pojmu okoli bodu Ize klasifikovat body z R vzhledem k dané
Ciselné mnoziné M.

v
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dalezitych pojmu

@ Vnitini bod mnoziny M: Bod mnoziny M, ktery do M patfiis
neékterym svym okolim.
@ Vnitfek mnoziny M: Mnozina vSech vnitfnich bodd mnoziny M.

v
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dalezitych pojmu

@ Hrani¢éni bod mnoziny M:V kazdém jeho okoli existuje bod
mnoziny M a téz bod, ktery do M nepatfi. (Hrani¢ni bod maze, ale
nemusi patfit do M.)

@ Hranice mnozZiny M: Mnozina vSech hrani¢nich bodi mnoziny M.

v
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dalezitych pojmu

@ Vnéjsi bod mnoziny (vzhledem k mnozing) M: Bod Ciselné osy,
ktery neni vnitfnim ani hrani¢nim bodem mnoziny M.

@ Vnéjsek mnoziny M: Mnozina vSech vnéjSich bodi mnoziny M.

v
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dllezitych pojm0

@ Mnozina M je otevFena: Kazdy jeji bod je jejim vnitinim bodem.
@ Mnozina M je uzavrena: Obsahuje svou hranici.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dllezitych pojm0

@ Uzavér M mnoziny M: Sjednoceni mnoziny M a jeji hranice.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dllezitych pojm0

@ Hromadny bod a mnoziny M: \V kazdém jeho prstencovém okoli
lezi alespon jeden bod mnoziny M.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dllezitych pojm0

@ [zolovany bod mnoziny M: Bod mnoziny M, ktery neni jejim
hromadnym bodem.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dllezitych pojm0

@ Diskrétni mnozina: VSechny jeji body jsou izolované.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dllezitych pojm0

@ Derivace M’ mnoziny M: Mnozina vSech hromadnych bodu
mnoziny M.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné
Definice dalezitych pojmu

@ Jelikoz vSechny tyto pojmy jsou zaloZeny vlastné jen na pojmu
okoli, setkavame se s nimi ve v§ech prostorech, kde se pracuje s
okolim.

@ Na cCiselné ose (na rozdil napf. od roviny) vSak pracujeme i s
pojmy ,levé okoli* a ,pravé okoli“ a mizeme tedy napf. definovat /
levy hromadny bod a pravy hromadny bod a téchto pojm
skute¢né vyuzivame pfi definovani jednostrannych limit funkce.
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Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné

Definice dllezitych pojm0

Uloha
VSechny uvedené pojmy pouZijte pro mnozZinu
M=(-1,00U{3},53,. ..}
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RozSitena realna osa

@ Ciselnou osu rozéifime o dvé nevlastni ¢isla: +o0o a —oo.
@ Oznaceni roz8ifené realné osy: R* = R U {—o0, +-00}.

@ Zavedeni nevlastnich Cisel nam umoznuje hloubéji, Iépe a

jednoduseji formulovat mnohé poznatky matematické analyzy.
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Rozsitena realna osa
Vlastnosti nevlastnich &isel

Na rozSifené realné ose definujeme pfirozené usporadani a pocetni

v rvs

operace tak, Ze rozsifime pfisludna pravidla platnd na R.
@ Usporadani:
VX eR: —oo < X < 400,
zvlasté
—00 < 409, _(_OO) = +00, _(+OO) = =00,

| + 00| = | — 00| = +00.
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RozSifena realna osa
Vlastnosti nevlastnich &isel

Na rozSifené realné ose definujeme pfirozené usporadani a pocetni

v rvs

operace tak, ze rozSifime pfisludna pravidla platna na R.

@ Okoli: U(+o0) toto oznaceni budeme pouzivat pro kazdy interval
(c,+00) C R*, ale pokud budeme pracovat na R, pouzijeme toto
oznaceni (pro zjednodus$eni vyjadfovani) téz pro intervaly
(c,+00) C R, coz jsou vlastné prstencové okoli P(+occ0) na R*.
Podobné pro U(—x) a P(—0).
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RozSitena realna osa

Vlastnosti nevlastnich &isel

@ Supremum a infimum: Pro mnozinu M, kterd neni shora omezena,
je sup M = +o0, pro mnozinu M, ktera neni zdola omezena, je
infM = —oc.
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RozSifena realna osa
Vlastnosti nevlastnich &isel

@ Hromadné body: Definice je formalné stejna, tedy +ooc nazveme
hromadnym bodem mnoziny M C R* < v kazdém jeho okoli
P(+c0) lezi alespon jeden bod mnoziny M. Podobné pro —oc.

Napf. mnoZina Z v8ech celych €isel ma hromadné body +oco a
—00, SUPZ = 40, INfZ = —c0, ale samoziejmé +oo ¢ Z,
—o0 ¢ 7.
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RozSitena realna osa

Pocetni operace s nevlastnimi Cisly
@ Scitani a odcitani: Vx € R definujeme
X+ (+00) = (+00) £ X = X — (—00) = (+00) + (+00) =

= (+00) — (~00) = +o0,

EX+ (—00) = (—00) £ X =X — (+00) = (—0) + (—o0) =

= (~00) — (+00) = —c0.

@ Nedefinujeme

(+00) = (+00),  (+00) +(=00), (=00)+(+00), (—00)—(=00).
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RozSitena realna osa

Pocetni operace s nevlastnimi Cisly

@ Nasobeni:Vx € R, x > 0 definujeme
X (+00) = (+00) - X = (+00) - (+00) = (=00) - (—00) = 400,
X+ (—00) = (=00) - X = (+00) - (~00) = (o0) - (+0) = —ox.
Podobné pro x < 0.
@ Nedefinujeme

0-(4+00), (+00)-0, 0:-(—0), (—o00)-0.
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RozSitena realna osa

Pocetni operace s nevlastnimi Cisly

@ Déleni: Vx € R definujeme

X X

= =0.
(t00) (o)
Prox >0je
+00 —
= 400, = —00,
X X
pro x <0 je
+00 —00
= —OO’ - = _I_oo
X X
@ Nedefinujeme
E, ﬁ, atd., X pro zadné x € R, tj. ani
400 —00 0
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RozSitena realna osa

Pocetni operace s nevlastnimi Cisly

@ Mocniny:Vn € N definujeme

(+00)" = +00, (+00)"=0, (—0)"=(-1)":(+00).

@ Nedefinujeme

(+OO)O, (_OO)O’ 007 1+oo, 17,

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednaska ¢. 2 16. fijna 2007

20/21



RozSitena realna osa

Poznamka

Z praktickych duvodu se neékdy pise misto +oo jen oo, takZe napr.
misto vyrazu (+o00) + (+00) Ize napsat jen oo + oo. Jestlize vsak
pracujeme v komplexnim oboru, kde se zavadi jediné komplexni
nekonecno oznacované oo, musime dat pozor na jeho odliseni od +oo
Z rozsifené realné osy R*.
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RozSitena realna osa

Uloha
Viypoctéte
(—o0)

— B 4 (—o0)d. —00) — — =
a=+o00-5 3 + (—00)° - (100 — c0) e
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