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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
Topologicka definice okoli bodu

Definice
Okolim bodu a nazveme kazdy otevieny interval (c,d) kone€né délky,
ktery obsahuje bod a (tj. kde a € (c,d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Véta (vlastnosti okoli)
Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:
(1) Prokazdé U(a) jea € U(a).
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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
Topologicka definice okoli bodu

Definice
Okolim bodu a nazveme kazdy otevieny interval (c,d) kone€né délky,
ktery obsahuje bod a (tj. kde a € (c,d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Véta (vlastnosti okoli)
Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:

(2) Ke kazdym dveéma okolim U;(a), U,(a) existuje okoli U(a) tak, ze
U(a) C Ui(a) NUz(a).
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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
Topologicka definice okoli bodu

Definice
Okolim bodu a nazveme kazdy otevieny interval (c,d) kone€né délky,
ktery obsahuje bod a (tj. kde a € (c,d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Véta (vlastnosti okoli)
Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:

(3) Je-lib € U(a), pak existuje Uy (b) tak, Ze Uy (b) C U(a).
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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
Topologicka definice okoli bodu

Definice
Okolim bodu a nazveme kazdy otevieny interval (c,d) kone€né délky,
ktery obsahuje bod a (tj. kde a € (c,d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Véta (vlastnosti okoli)
Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:

(4) Pro libovolna a # b existuji Ui (a), U, (b) tak, Ze Uy (a) NU;,(b) = 0.

v
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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
Topologicka definice okoli bodu

Definice

Okolim bodu a nazveme kazdy otevieny interval (c,d) kone€né délky,
ktery obsahuje bod a (tj. kde a € (c,d)); oznaceni okoli bodu a: U(a).

Véta (vlastnosti okoli)

Okoli bodu a ma tyto vlastnosti:

(1) Prokazdé U(a) jea € U(a).

(2) Ke kazdym dveéma okolim U;(a), U,(a) existuje okoli U(a) tak, ze
U(a) C Ui(a) NUz(a).

(3) Je-lib € U(a), pak existuje Uy (b) tak, Ze Uy (b) C U(a).

(4) Pro libovolna a # b existuji Ui (a), Uz (b) tak, Zze U;(a) NUz(b) = (Z).)
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
Metricka definice okoli bodu

Definice

e-okolim bodu a, kde € € R, ¢ > 0, nazyvame interval (a — ¢,a + ¢);
oznaceni: U(a,¢) nebo téz U(a).
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
Metricka definice okoli bodu

Definice
e-okolim bodu a, kde € € R, ¢ > 0, nazyvame interval (a — ¢,a + ¢);
oznaceni: U(a,¢) nebo téz U(a).

Lehce ovéfime, Ze e-okoli méa v8echny uvedené vlastnosti okoli. Misto
x € U(a,¢) Ize rovnéz psét |x — a| < e.
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
DalSi typy okoli bodu

Definice
Prstencovym (redukovanym) okolim bodu a nazyvame mnozinu

P(a)=U(a)\ {a}.
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
DalSi typy okoli bodu

Definice
Prstencovym (redukovanym) okolim bodu a nazyvame mnozinu

P(a)=U(a)\ {a}.

@ Podobné P(a,s) = U(a,¢) \ {a}.
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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
DalSi typy okoli bodu

Definice
Prstencovym (redukovanym) okolim bodu a nazyvame mnozinu

P(a)=U(a)\ {a}.

@ Podobné P(a,c) = U(a,¢) \ {a}.

@ Déle se definuje levé resp. pravé okoli bodu a jako interval (c, a)
nebo (a — ¢,a) resp. (a,d) nebo (a,a + ¢); jsou to tzv.
jednostranna okoli.
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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
DalSi typy okoli bodu

Definice
Prstencovym (redukovanym) okolim bodu a nazyvame mnozinu

P(a)=U(a)\ {a}.

@ Podobné P(a,s) = U(a,¢) \ {a}.

@ Déle se definuje levé resp. pravé okoli bodu a jako interval (c, a)
nebo (a — ¢,a) resp. (a,d) nebo (a,a + ¢); jsou to tzv.
jednostranna okoli.

@ Jesté uvaZzujeme jednostranna prstencova (redukovana) okoli —
to kdyz z jednostranného okoli vypustime bod a.
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojmd

UZitim pojmu okoli bodu Ize klasifikovat body z R vzhledem k dané
Ciselné mnoziné M.

v
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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojmd

@ Vnitfni bod mnoZiny M: Bod mnoziny M, ktery do M patfiis
nékterym svym okolim.
@ Vnitfek mnoziny M: Mnozina v3ech vnitfnich bodd mnoziny M.

v
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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojmd

@ Hrani¢ni bod mnoziny M: V kazdém jeho okoli existuje bod
mnoziny M a téZ bod, ktery do M nepatfi. (Hrani¢ni bod mdze, ale
nemusi patfit do M.)

@ Hranice mnoziny M: Mnozina vSech hrani¢nich bodd mnoZiny M.

v
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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojmd

@ VngjsSi bod mnoziny (vzhledem k mnoziné) M: Bod ciselné osy,
ktery neni vnitfnim ani hrani¢nim bodem mnoziny M.

@ VnéjSek mnoziny M: Mnozina v3ech vné&jsich bodd mnoziny M.

v
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojmd

@ MnoZina M je oteviena: Kazdy jeji bod je jejim vnitfnim bodem.
@ MnoZina M je uzaviena: Obsahuje svou hranici.
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojm&

@ Uzavér M mnoZiny M: Sjednoceni mnoZiny M a jeji hranice.
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojmd

® Hromadny bod a mnoziny M: V kazdém jeho prstencovém okoli
lezi alespon jeden bod mnozZiny M.
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojmd

@ Izolovany bod mnoziny M: Bod mnoziny M, ktery neni jejim
hromadnym bodem.
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojm&

@ Diskrétni mnozina: VSechny jeji body jsou izolované.
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Klasifikace bodl vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojm&

@ Derivace M’ mnoZiny M: Mnozina vSech hromadnych bodu
mnoziny M.
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Klasifikace bodt vzhledem k mnoziné
Definice dllezitych pojmd

@ JelikoZ vSechny tyto pojmy jsou zaloZeny vlastné jen na pojmu
okoli, setkavame se s nimi ve vSech prostorech, kde se pracuje s
okolim.

@ Na Ciselné ose (na rozdil napf. od roviny) vSak pracujeme i s
pojmy ,levé okoli“ a ,pravé okoli“ a miZeme tedy napf. definovat i
levy hromadny bod a pravy hromadny bod a téchto pojmd
skutecné vyuzivame pfi definovani jednostrannych limit funkce.
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Klasifikace bod( vzhledem k mnoziné

Definice dllezitych pojm&

Uloha
VSechny uvedené pojmy pouZijte pro mnozinu
M=(-1,00u{} %3, ...}
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7

RozSifena realna osa

@ Ciselnou osu rozsifime o dvé nevlastni &isla: +o0c a —oo.
@ Oznaceni roz8ifené realné osy: R* = R U {—o0, +-00}.

@ Zavedeni nevlastnich ¢isel nam umoznuje hloubé&ji, Iépe a
jednoduseji formulovat mnohé poznatky matematické analyzy.

KMA-MMAN1 Pfednéska €. 2 2. fijna 2009

Jifi Fier (KMA, PFF UP Olomouc)

8/38



RozSifena realna osa
Vlastnosti nevlastnich ¢isel

Na rozS8ifené realné ose definujeme pfirozené uspofadani a pocetni

~ s

operace tak, Ze rozSifime pfislusna pravidla platna na R.
@ Usporadani:
VX ER: —0c0 < X < 400,
zvlasté
00 < 400, —(=0) = 40, —(+00) = —o0,

| + 00| = | — oo| = +00.
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RozSifena realna osa
Vlastnosti nevlastnich ¢isel

Na rozsifené realné ose definujeme pfirozené usporadani a pocetni

operace tak, Ze rozSifime pfislusna pravidla platna na R.

@ Okoli: U(+o0) toto oznaceni budeme pouZivat pro kazdy interval
(c,+o0) C R*, ale pokud budeme pracovat na R, pouZijeme toto
oznaceni (pro zjednodu$eni vyjadfovani) téZ pro intervaly
(c,400) C R, coz jsou viastné prstencova okoli P(+o0) na R*.
Podobné pro U(—o0) a P(—o0).
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RozSifena realna osa
Vlastnosti nevlastnich ¢isel

@ Supremum a infimum: Pro mnoZzinu M, ktera neni shora omezena,
je supM = 400, pro mnozZinu M, ktera neni zdola omezen4, je
infM = —oo0.
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RozSifena realna osa
Vlastnosti nevlastnich ¢isel

@ Hromadné body: Definice je formalné stejnéa, tedy +oco hazveme
hromadnym bodem mnoziny M C R* < v kazdém jeho okoli
P(+o0) leZi alespoii jeden bod mnoZiny M. Podobné pro —oc.

Napf. mnozina Z vSech celych ¢isel ma hromadné body +oo a
—00, SUPZ = +o0, INfZ = —o0, ale samoziejmé +oo ¢ Z,
—oo ¢ Z.
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RozSifena realna osa

Pocetni operace s nevlastnimi isly
@ Scitani a odcitani: vx € R definujeme
X + (+00) = (+00) £X = £X — (—0) = (+00) + (+00) =

= (+00) — (~00) = +o0,

X + (—00) = (—00) £ X = £X — (+00) = (~00) + (~00) =

= (~00) — (+00) = —cx.

@ Nedefinujeme

(+00) = (+00),  (+00) +(=00), (=00)+(+00), (—00)—(=00).
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RozSifena realna osa

Pocetni operace s nevlastnimi isly

@ Nasobeni: Vx € R, x > 0 definujeme
X - (400) = (+00) - X = (+00) - (+00) = (=00) - (=00) = +00,
X (=00) = (—0) - X = (400) - (~00) = (=00) - (+00) = —o.
Podobné pro x < 0.
@ Nedefinujeme

0-(+), (+):-0, 0:-(—-c0), (—o0)-0.
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RozSifena realna osa

Pocetni operace s nevlastnimi isly

@ Déleni: Vx € R definujeme

X X

pr— pr— 0.
(+00)  (=00)
Prox > 0je
+00 —00
—— = t0oo, —— = -0,
X X
prox <0 je
+00 —00
= —OO7 _— —I—OO
X X

@ Nedefinujeme

+0o0 +o00

X s s A
, , atd., —= pro zadné x € R, tj. ani
+o00 —0 0
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RozSifena realna osa

Pocetni operace s nevlastnimi isly

@ Mocniny: Vn € N definujeme

(+00)" = +o0, (+00) " =0, (—o0)"=(-1)": (+00).

@ Nedefinujeme

(+00)%  (—o0)?, 00, 1t 17
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7

RozSifena realna osa

Poznamka

Z praktickych divodd se nékdy piSe misto +oo jen oo, takZze napft.
misto vyrazu (+o0) 4+ (+00) Ize napsat jen co + co. Jestlize vSak
pracujeme v komplexnim oboru, kde se zavadi jediné komplexni
nekonecno oznaCované oo, musime dat pozor na jeho odlieni od +oco
z rozSifené realné osy R*.
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RozSifena realna osa

Uloha
Vypoctéte

a:+oo-5—(_—3?0)+(—oo)3-(100—oo)—r.o'.
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Ciselné posloupnosti
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Pojem posloupnosti

@ Kazdé zobrazeni N do R nazyvame Ciselna posloupnost.

1'_)3-17 2'_)a27 3'_)3-3)
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Pojem posloupnosti

@ Kazdé zobrazeni N do R nazyvame Ciselna posloupnost.

1'_)a17 2'_)a25 3'_>a3a
+00

@ Zapis: {an},°; nebojen {an};

@ a, se nazyva n-ty ¢len posloupnosti.
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ZpUsoby zadani posloupnosti

@ nékolika prvnimi Cleny,
@ n-tym Clenem,
@ rekurentné.
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Zadani posloupnosti nékolika prvnimi cleny

Uloha

4 1
Je dana posloupnost 17 ,

3  _5 7
470 710>

10-13

-+ UrCete jeji n-ty Clen. J

Jifi Fier (KMA, PFF UP Olomouc)
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Zadani posloupnosti nékolika prvnimi cleny

Uloha
Je dana posloupnost i, %, 735, 543, - Urcete jeji n-ty ¢len.
Regeni.
_ 2n—1
an = @n—2)@nD) 0
W
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Zadani posloupnosti n-tym clenem

@ {a . qn—l}l
e {a+(n—1)d}.

Vypoctéte Cleny ap, a,, az, as.
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Zadani posloupnosti rekurentné

Rekurentni definice

obsahuje zpravidla 1. ¢len (nebo nékolik prvnich ¢lend) a pravidlo, jak
vytvorit dal$i ¢len ze ¢lenti predchazejicich.
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Zadani posloupnosti rekurentné

Rekurentni definice

obsahuje zpravidla 1. ¢len (nebo nékolik prvnich ¢lend) a pravidlo, jak
vytvorit dal$i ¢len ze ¢lenti predchazejicich.

Rekurentni definice aritmetické posloupnosti:
a; =a, aps1 =an+d.

Rekurentni definice geometrické posloupnosti:
a=4a, apy1=an-q (q ¢ {07 i _1}) J
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Zadani posloupnosti rekurentné

Uloha

Posloupnost {a, } je zadana rekurentné takto: a; = 1,

Ani1 =3 (an + g)  je to posloupnost aproximaci ¢isla v/10.
Vypoctéte prvni Ctyfi aproximace.
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Zadani posloupnosti rekurentné

Uloha
Posloupnost {a, } je zadana rekurentné takto: a; = 1,

ani1 = % (an + %) ; je to posloupnost aproximaci Cisla v/10.
Vypoctéte prvni Ctyfi aproximace.

Uloha

Fibonacciova posloupnost {b, } je definovana takto: b; = 1, b, = 1,
bni2 = bp1 + bn. Vypoctéte prvnich 10 ¢lent této posloupnosti.
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Mnozina (vSech) ¢lentl posloupnosti

{an} x mnoZzina (vSech) jejich ¢lenl
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Vybrana posloupnost

Definice

Posloupnost {b, } se nazyva vybrana z posloupnosti {a,} (nebo téz
podposloupnost) <« 3 posloupnost pfirozenych Cisel

ki <k <ksz<---tak, Ze Vn € N je by = ay,.

Napf. posloupnost vsech prvocisel
je vybrané z posloupnosti {n} vSech Cisel pfirozenych,
ale neni vybrana z posloupnosti {2n-1} vSech Cisel lichych.
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Zakladni vlastnosti Ciselnych posloupnosti

Definice

Posloupnost se nazyvéa (shora, zdola) omezené < tuto vlastnost ma
mnoZzina v8ech jejich ¢lend.
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Zakladni vlastnosti Ciselnych posloupnosti

Definice
Posloupnost se nazyvéa (shora, zdola) omezené < tuto vlastnost ma
mnoZzina v8ech jejich ¢lend.

@ Napf. posloupnost {2n — 1} je zdola omezené, neni omezena
shora, neni omezena.

@ Posloupnost {(—1)"} je omezené shora i zdola, je omezena.
@ Stacionarni posloupnost {c} je omezena.
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Definice
Posloupnost a se nazyva
— rostouci < Vn € N plati a, < ap1,
— klesajici < Vn € N plati an > an1,
— nerostouci < Vn € N plati a, > ap1,
— neklesajici < Vn € N plati an > ap;1.

Spolecny nazev pro vSechny tyto druhy posloupnosti: posloupnosti
monotonni a pro prvni dva druhy: posloupnosti ryze monotonni.
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Limita posloupnosti

Definice

Rikame, Ze posloupnost {a,} ma limitu a <

YU(a) dngeN tak,Ze VneN: n>ny = ap€U(a).

@ Je-lia € R, nazyva se a vlastni limita
@ a posloupnost {a,} se nazyva konvergentni,

@ pokud a = +o00 , nazyva se a nevlastni limita.

@ Neexistuje-li vlastni limita, nazyva se posloupnost {a,}
divergentni.

Zapisy: limp_a, = a;lima, = a; a, — apron — +oo.

Jifi FiSer (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednéska €. 2 2. fijna 2009 27138



Limita posloupnosti

Posloupnost tedy bud konverguje nebo

diverguje (400, —oo nebo osciluje).

n . U
{ } je konvergentni, ma limitu 1,
n+1

stacionarni posloupnost {c} je konvergentni a ma& limitu c,

posloupnost { } je divergentni, ma nevlastni limitu +oo,

100
posloupnost {q"} je pro q < —1 divergentni, nema limitu (osciluje).
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Limita posloupnosti

Definice
Je-li V (n) néjaka vyrokova forma a plati-li, Ze vyrok

(Inp e N tak,Zze VneN:n>ng=V(n))

je pravdivy, pak fikame, Ze V (n) plati pro skoro vSechna n.
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Limita posloupnosti

Definice
Je-li V (n) néjaka vyrokova forma a plati-li, Ze vyrok

(Inp e N tak,Zze VneN:n>ng=V(n))

je pravdivy, pak fikame, Ze V (n) plati pro skoro vSechna n.

Definice

Rikame, Ze posloupnost {a,} ma limitu a < v kazdém okoli U (a) leZi
skoro vSechny €leny této posloupnosti.
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Posloupnost aritmeticka

Aritmeticka posloupnost

@ je dana svym prvnim ¢lenem a,, konstantni diferenci d a
rekurentnim pravidlem

@ Posloupnost, u niz rozdil libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lend
je konstantni.
@ n-ty Clen:
an =a; +(n—1)d.
@ Vidime, Ze aritmeticka posloupnost ma pro d > 0 limitu +oo, pro
d < 0 limitu —o0.
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Posloupnost aritmeticka

Uloha

V poslednich tfech mésicich Cinil celkovy objem zakazek pfiblizné
a, = 325 tisic K&, a, = 354 tisic K¢ a az = 383 tisic K&. Jaky objem Ize
oCekéavat ve 4. mésici?
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Posloupnost aritmeticka

Uloha

V poslednich tfech mésicich Cinil celkovy objem zakazek pfiblizné
a, = 325 tisic K&, a, = 354 tisic K¢ a az = 383 tisic K&. Jaky objem Ize
oCekéavat ve 4. mésici?

Reseni.

Lze vyslovit hypotézu, Ze objem zakéazek tvofi aritmetickou
posloupnost, kde a; = 325, d = 29 (tisic K¢). Pak ag = az +d = 412
(tisic KC&). Lze oCekavat objem zakazek za 412 tisic K&. (Samoziejmé
korektnost vysloveni takové hypotézy zavisi na praktickych
okolnostech.) Ol
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Posloupnost aritmeticka

Soucet s, prvnich n ¢lend
Vyjadrime s, dvéma zpUsoby:

sh = aa+(ar+d)+(ag+2d)+---+(a; + (n—1)d),
sSh = ant(@n—d)+(an—2d)+---+(an— (n—1)d).

Po secteni mame

. n
2s, =n-(a; +an), takZe sp= E(al +an).
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Posloupnost aritmeticka

Uloha

Na skladce jsou uloZeny roury tak, Ze v dolni vrstvé jich je 26 a kazda
roura v kazdé vyssi vrstvé vzdy zapada mezi dvé roury ve vrstvé nizsi;
vrstev je celkem 12. Kolik je na skladce rour?
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Posloupnost aritmeticka

Uloha

Na skladce jsou uloZeny roury tak, Ze v dolni vrstvé jich je 26 a kazda
roura v kazdé vyssi vrstvé vzdy zapada mezi dvé roury ve vrstvé nizsi;
vrstev je celkem 12. Kolik je na skladce rour?

Regeni.

PoloZzime a; = 26; pak d = —1. V horni vrstvé je

ajp =26+ 11-(—1) = 15 rour a celkem s = 6 - (26 + 15) = 246
rour. Ol

o
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Posloupnost geometricka

Geometricka posloupnost

je dana svym 1. ¢lenem a,, konstantnim kvocientem q = 0 a
rekurentnim pravidlem

Geometrickou posloupnost Ize tedy rovnéz definovat jako posloupnost,
u niz podil libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lent je konstantni. Z

rekurentniho pravidla dostaneme vzorec pro n-ty ¢len:

ap=a;-q""L

(Dokazuje se jednoduse napfiklad matematickou indukci).
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Posloupnost geometricka

Uloha

V prvnim mésici roku ¢inil obrat 300 000 K¢ a v kazdém dalSim mésici
byl 0 5% vétSi nez v mésici pfedchozim. UrCete pfedpokladany
listopadovy obrat.

Regeni.
Jde o geometrickou posloupnost, kde a; = 300000, g = 1,05, n = 11.
Pak

a;; = 300000 - 1,05 ~ 300000 - 1,629 = 489 000 K&.
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Posloupnost geometricka

Limity GP
Je-lia; > 0, pak geometricka posloupnost {al . q”—l} ma limitu:
@ 0 (pro |g| < 1) nebo
@ a; (proq = 1) nebo
@ +oo (proq > 1) a nebo
@ nema limitu (pro g < —1).
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Posloupnost geometricka

Soucet prvnich n ¢lentl GP
@ Vyjadfime s, aq - sp:
Sy = aj+a;-q+a;-q’+---+a;-q"1
9-Sn = a-q+a;-q°+---+a-q"+a-q".
@ Poodectenijes,-(1—q)=a;-(1—q"), takze

1-q" g" -1

S":all—q tj. téz s”:alq—l'
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Posloupnost geometricka

Uloha

Vynalezce Sachové hry poZzadoval podle povésti odménu za kazdé ze
64 poli Sachovnice takto: za 1. pole jedno obilni zrno, za 2. pole 2 zrna,
za 3. pole 4 zrna, atd., za kazdé dalSi vzdy dvojnasobek. Kolik zrnek
obili mél dostat?

Regeni.
Jde o geometrickou posloupnost, kde a; = 1, g = 2, n = 64. Proto

264 1
Sea = 1 =2%_1~1,845 10%°
2-1
a to je vice obili, nez se kdy na Zemi urodilo. Ol
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