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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Topologická definice okolı́ bodu

Definice
Okolı́m bodu a nazveme každý otevřený interval (c, d) konečné délky,
který obsahuje bod a (tj. kde a ∈ (c, d)); označenı́ okolı́ bodu a: U(a).

Věta (vlastnosti okolı́)
Okolı́ bodu a má tyto vlastnosti:

(1) Pro každé U(a) je a ∈ U(a).

(2) Ke každým dvěma okolı́m U1(a), U2(a) existuje okolı́ U(a) tak, že
U(a) ⊂ U1(a) ∩ U2(a).

(3) Je-li b ∈ U(a), pak existuje U1(b) tak, že U1(b) ⊂ U(a).

(4) Pro libovolná a 6= b existujı́ U1(a), U2(b) tak, že U1(a)∩U2(b) = ∅.
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Topologická definice okolı́ bodu

Definice
Okolı́m bodu a nazveme každý otevřený interval (c, d) konečné délky,
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Metrická definice okolı́ bodu

Definice
ε-okolı́m bodu a, kde ε ∈ R, ε > 0, nazýváme interval (a − ε, a+ ε);
označenı́: U(a, ε) nebo též U(a).

Lehce ověřı́me, že ε-okolı́ má všechny uvedené vlastnosti okolı́. Mı́sto
x ∈ U(a, ε) lze rovněž psát |x − a| < ε.
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Metrická definice okolı́ bodu

Definice
ε-okolı́m bodu a, kde ε ∈ R, ε > 0, nazýváme interval (a − ε, a+ ε);
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Dalšı́ typy okolı́ bodu

Definice
Prstencovým (redukovaným) okolı́m bodu a nazýváme množinu
P(a) = U(a) \ {a}.

Podobně P(a, ε) = U(a, ε) \ {a}.

Dále se definuje levé resp. pravé okolı́ bodu a jako interval (c, a〉
nebo (a − ε, a〉 resp. 〈a, d) nebo 〈a, a + ε); jsou to tzv.
jednostranná okolı́.

Ještě uvažujeme jednostranná prstencová (redukovaná) okolı́ —
to když z jednostranného okolı́ vypustı́me bod a.
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Podobně P(a, ε) = U(a, ε) \ {a}.
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Definice důležitých pojmů

Užitı́m pojmu okolı́ bodu lze klasifikovat body z R vzhledem k dané
čı́selné množině M.

Vnitřnı́ bod množiny M: Bod množiny M, který do M patřı́ i s
některým svým okolı́m.

Vnitřek množiny M: Množina všech vnitřnı́ch bodů množiny M.

Hraničnı́ bod množiny M: V každém jeho okolı́ existuje bod
množiny M a též bod, který do M nepatřı́. (Hraničnı́ bod může, ale
nemusı́ patřit do M.)

Hranice množiny M: Množina všech hraničnı́ch bodů množiny M.

Vnějšı́ bod množiny (vzhledem k množině) M: Bod čı́selné osy,
který nenı́ vnitřnı́m ani hraničnı́m bodem množiny M.

Vnějšek množiny M: Množina všech vnějšı́ch bodů množiny M.
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Definice důležitých pojmů

Množina M je otevřená: Každý jejı́ bod je jejı́m vnitřnı́m bodem.

Množina M je uzavřená: Obsahuje svou hranici.

Uzávěr M množiny M: Sjednocenı́ množiny M a jejı́ hranice.

Hromadný bod a množiny M: V každém jeho prstencovém okolı́
ležı́ alespoň jeden bod množiny M.

Izolovaný bod množiny M: Bod množiny M, který nenı́ jejı́m
hromadným bodem.

Diskrétnı́ množina: Všechny jejı́ body jsou izolované.

Derivace M ′ množiny M: Množina všech hromadných bodů
množiny M.
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Klasifikace bodů vzhledem k množině
Definice důležitých pojmů

Jelikož všechny tyto pojmy jsou založeny vlastně jen na pojmu
okolı́, setkáváme se s nimi ve všech prostorech, kde se pracuje s
okolı́m.

Na čı́selné ose (na rozdı́l např. od roviny) však pracujeme i s
pojmy „levé okolı́“ a „pravé okolı́“ a můžeme tedy např. definovat i
levý hromadný bod a pravý hromadný bod a těchto pojmů
skutečně využı́váme při definovánı́ jednostranných limit funkce.

Úloha
Všechny uvedené pojmy použijte pro množinu
M = 〈−1, 0) ∪

{1
2 , 2

3 , 3
4 , . . .

}

.
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skutečně využı́váme při definovánı́ jednostranných limit funkce.

Úloha
Všechny uvedené pojmy použijte pro množinu
M = 〈−1, 0) ∪

{1
2 , 2

3 , 3
4 , . . .

}

.
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Rozšı́řená reálná osa

Čı́selnou osu rozšı́řı́me o dvě nevlastnı́ čı́sla: +∞ a −∞.

Označenı́ rozšı́řené reálné osy: R
∗ = R ∪ {−∞,+∞}.

Zavedenı́ nevlastnı́ch čı́sel nám umožňuje hlouběji, lépe a
jednodušeji formulovat mnohé poznatky matematické analýzy.
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Rozšı́řená reálná osa
Vlastnosti nevlastnı́ch čı́sel

Na rozšı́řené reálné ose definujeme přirozené uspořádánı́ a početnı́
operace tak, že rozšı́řı́me přı́slušná pravidla platná na R.

Uspořádánı́ :
∀x ∈ R : −∞ < x < +∞,

zvláště

−∞ < +∞, −(−∞) = +∞, −(+∞) = −∞,

|+∞| = | −∞| = +∞.

Okolı́ : U(+∞) toto označenı́ budeme použı́vat pro každý interval
〈c,+∞〉 ⊂ R

∗, ale pokud budeme pracovat na R, použijeme toto
označenı́ (pro zjednodušenı́ vyjadřovánı́) též pro intervaly
(c,+∞) ⊂ R, což jsou vlastně prstencová okolı́ P(+∞) na R

∗.
Podobně pro U(−∞) a P(−∞).
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Rozšı́řená reálná osa
Vlastnosti nevlastnı́ch čı́sel

Supremum a infimum: Pro množinu M, která nenı́ shora omezená,
je sup M = +∞, pro množinu M, která nenı́ zdola omezená, je
inf M = −∞.

Hromadné body : Definice je formálně stejná, tedy +∞ nazveme
hromadným bodem množiny M ⊂ R

∗ ⇔ v každém jeho okolı́
P(+∞) ležı́ alespoň jeden bod množiny M. Podobně pro −∞.

Např. množina Z všech celých čı́sel má hromadné body +∞ a
−∞, sup Z = +∞, inf Z = −∞, ale samozřejmě +∞ /∈ Z,
−∞ /∈ Z.
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Rozšı́řená reálná osa
Početnı́ operace s nevlastnı́mi čı́sly

Sčı́tánı́ a odčı́tánı́ : ∀x ∈ R definujeme

±x + (+∞) = (+∞)± x = ±x − (−∞) = (+∞) + (+∞) =

= (+∞)− (−∞) = +∞,

±x + (−∞) = (−∞)± x = ±x − (+∞) = (−∞) + (−∞) =

= (−∞)− (+∞) = −∞.

Nedefinujeme

(+∞)− (+∞), (+∞)+(−∞), (−∞)+(+∞), (−∞)− (−∞).
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Rozšı́řená reálná osa
Početnı́ operace s nevlastnı́mi čı́sly

Násobenı́ : ∀x ∈ R, x > 0 definujeme

x · (+∞) = (+∞) · x = (+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞,

x · (−∞) = (−∞) · x = (+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞) = −∞.

Podobně pro x < 0.

Nedefinujeme

0 · (+∞), (+∞) · 0, 0 · (−∞), (−∞) · 0.
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Rozšı́řená reálná osa
Početnı́ operace s nevlastnı́mi čı́sly

Dělenı́ : ∀x ∈ R definujeme

x
(+∞) =

x
(−∞) = 0.

Pro x > 0 je
+∞

x
= +∞,

−∞
x
= −∞,

pro x < 0 je
+∞

x
= −∞,

−∞
x
= +∞.

Nedefinujeme

+∞
+∞ ,

+∞
−∞ , atd.,

x
0

pro žádné x ∈ R, tj. ani
0
0

nebo
±∞

0
.
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Rozšı́řená reálná osa
Početnı́ operace s nevlastnı́mi čı́sly

Mocniny : ∀n ∈ N definujeme

(+∞)n = +∞, (+∞)−n = 0, (−∞)n = (−1)n · (+∞).

Nedefinujeme

(+∞)0, (−∞)0, 00, 1+∞, 1−∞.
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Rozšı́řená reálná osa

Poznámka
Z praktických důvodů se někdy pı́še mı́sto +∞ jen ∞, takže např.
mı́sto výrazu (+∞) + (+∞) lze napsat jen ∞+∞. Jestliže však
pracujeme v komplexnı́m oboru, kde se zavádı́ jediné komplexnı́
nekonečno označované ∞, musı́me dát pozor na jeho odlišenı́ od +∞
z rozšı́řené reálné osy R

∗.

Úloha
Vypočtěte

a = +∞ · 5 − (−∞)
3
+ (−∞)3 · (100 −∞)− 1200!

+∞ .
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Čı́selné posloupnosti
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Pojem posloupnosti

Každé zobrazenı́ N do R nazýváme čı́selná posloupnost.

1 7→ a1, 2 7→ a2, 3 7→ a3, . . .

Zápis: {an}+∞n=1 nebo jen {an};

an se nazývá n-tý člen posloupnosti.
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Způsoby zadánı́ posloupnosti

několika prvnı́mi členy,

n-tým členem,

rekurentně.
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Zadánı́ posloupnosti několika prvnı́mi členy

Úloha

Je dána posloupnost 1
1·4 , 3

4·7 , 5
7·10 , 7

10·13 , · · · Určete jejı́ n-tý člen.

Řešenı́.

an =
2n−1

(3n−2)·(3n+1)
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Zadánı́ posloupnosti n-tým členem

{

n
n+1

}

,

{(−1)n · n},
{

(

1+ 1
n

)n
}

,
{

a · qn−1
}

,

{a + (n − 1)d}.

Vypočtěte členy a1, a2, a3, a4.
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Zadánı́ posloupnosti rekurentně

Rekurentnı́ definice
obsahuje zpravidla 1. člen (nebo několik prvnı́ch členů) a pravidlo, jak
vytvořit dalšı́ člen ze členů předcházejı́cı́ch.

Rekurentnı́ definice aritmetické posloupnosti:
a1 = a, an+1 = an + d .

Rekurentnı́ definice geometrické posloupnosti:

a1 = a, an+1 = an · q (q /∈ {0, 1,−1}).
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Zadánı́ posloupnosti rekurentně

Úloha
Posloupnost {an} je zadána rekurentně takto: a1 = 1,

an+1 =
1
2

(

an +
10
an

)

; je to posloupnost aproximacı́ čı́sla
√

10.

Vypočtěte prvnı́ čtyři aproximace.

Úloha
Fibonacciova posloupnost {bn} je definována takto: b1 = 1, b2 = 1,
bn+2 = bn+1 + bn. Vypočtěte prvnı́ch 10 členů této posloupnosti.
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Množina (všech) členů posloupnosti

{an} × množina (všech) jejı́ch členů

{

1
n

}

×
{

1,
1
2
,
1
3
, . . . ,

1
n

, . . .

}

,

{(−1)n} × {−1, 1} .
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Vybraná posloupnost

Definice
Posloupnost {bn} se nazývá vybraná z posloupnosti {an} (nebo též
podposloupnost) ⇔ ∃ posloupnost přirozených čı́sel
k1 < k2 < k3 < · · · tak, že ∀n ∈ N je bn = akn .

Např. posloupnost všech prvočı́sel
je vybraná z posloupnosti {n} všech čı́sel přirozených,
ale nenı́ vybraná z posloupnosti {2n-1} všech čı́sel lichých.
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Základnı́ vlastnosti čı́selných posloupnostı́

Definice
Posloupnost se nazývá (shora, zdola) omezená ⇔ tuto vlastnost má
množina všech jejı́ch členů.

Např. posloupnost {2n − 1} je zdola omezená, nenı́ omezená
shora, nenı́ omezená.

Posloupnost {(−1)n} je omezená shora i zdola, je omezená.

Stacionárnı́ posloupnost {c} je omezená.
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Definice
Posloupnost a se nazývá

– rostoucı́ ⇔ ∀n ∈ N platı́ an < an+1,

– klesajı́cı́ ⇔ ∀n ∈ N platı́ an > an+1,

– nerostoucı́ ⇔ ∀n ∈ N platı́ an ≥ an+1,

– neklesajı́cı́ ⇔ ∀n ∈ N platı́ an ≥ an+1.

Společný název pro všechny tyto druhy posloupnostı́: posloupnosti
monotonnı́ a pro prvnı́ dva druhy: posloupnosti ryze monotonnı́.
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Limita posloupnosti

Definice

Řı́káme, že posloupnost {an} má limitu a ⇔

∀U(a) ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(a).

Je-li a ∈ R, nazývá se a vlastnı́ limita

a posloupnost {an} se nazývá konvergentnı́,

pokud a = ±∞ , nazývá se a nevlastnı́ limita.

Neexistuje-li vlastnı́ limita, nazývá se posloupnost {an}
divergentnı́.

Zápisy: limn→+∞ an = a; lim an = a; an → a pro n → +∞.
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Limita posloupnosti

Posloupnost tedy bud’ konverguje nebo

diverguje (+∞, −∞ nebo osciluje).

{

n
n + 1

}

je konvergentnı́, má limitu 1,

stacionárnı́ posloupnost {c} je konvergentnı́ a má limitu c,

posloupnost
{ n

100

}

je divergentnı́, má nevlastnı́ limitu +∞,

posloupnost {qn} je pro q ≤ −1 divergentnı́, nemá limitu (osciluje).
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Limita posloupnosti

Definice
Je-li V (n) nějaká výroková forma a platı́-li, že výrok

(∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒ V (n))

je pravdivý, pak řı́káme, že V (n) platı́ pro skoro všechna n.

Definice

Řı́káme, že posloupnost {an} má limitu a ⇔ v každém okolı́ U(a) ležı́
skoro všechny členy této posloupnosti.
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Posloupnost aritmetická

Aritmetická posloupnost
je dána svým prvnı́m členem a1, konstantnı́ diferencı́ d a
rekurentnı́m pravidlem

∀n ∈ N : an+1 = an + d .

Posloupnost, u nı́ž rozdı́l libovolných dvou po sobě jdoucı́ch členů
je konstantnı́.

n-tý člen:
an = a1 + (n − 1)d .

Vidı́me, že aritmetická posloupnost má pro d > 0 limitu +∞, pro
d < 0 limitu −∞.
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Posloupnost aritmetická

Úloha

V poslednı́ch třech měsı́cı́ch činil celkový objem zakázek přibližně
a1 = 325 tisı́c Kč, a2 = 354 tisı́c Kč a a3 = 383 tisı́c Kč. Jaký objem lze
očekávat ve 4. měsı́ci?

Řešenı́.
Lze vyslovit hypotézu, že objem zakázek tvořı́ aritmetickou
posloupnost, kde a1 = 325, d = 29 (tisı́c Kč). Pak a4 = a3 + d = 412
(tisı́c Kč). Lze očekávat objem zakázek za 412 tisı́c Kč. (Samozřejmě
korektnost vyslovenı́ takové hypotézy závisı́ na praktických
okolnostech.)
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Posloupnost aritmetická

Úloha
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Posloupnost aritmetická

Součet sn prvnı́ch n členů
Vyjádřı́me sn dvěma způsoby:

sn = a1 + (a1 + d) + (a1 + 2d) + · · ·+ (a1 + (n − 1)d),

sn = an + (an − d) + (an − 2d) + · · ·+ (an − (n − 1)d).

Po sečtenı́ máme

2sn = n · (a1 + an), takže sn =
n
2
(a1 + an).
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Posloupnost aritmetická

Úloha
Na skládce jsou uloženy roury tak, že v dolnı́ vrstvě jich je 26 a každá
roura v každé vyššı́ vrstvě vždy zapadá mezi dvě roury ve vrstvě nižšı́;
vrstev je celkem 12. Kolik je na skládce rour?

Řešenı́.
Položı́me a1 = 26; pak d = −1. V hornı́ vrstvě je
a12 = 26+ 11 · (−1) = 15 rour a celkem s12 = 6 · (26+ 15) = 246
rour.
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Posloupnost geometrická

Geometrická posloupnost
je dána svým 1. členem a1, konstantnı́m kvocientem q 6= 0 a
rekurentnı́m pravidlem

∀n ∈ N : an+1 = an · q.

Geometrickou posloupnost lze tedy rovněž definovat jako posloupnost,
u nı́ž podı́l libovolných dvou po sobě jdoucı́ch členů je konstantnı́. Z
rekurentnı́ho pravidla dostaneme vzorec pro n-tý člen:

an = a1 · qn−1.

(Dokazuje se jednoduše napřı́klad matematickou indukcı́).
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Posloupnost geometrická

Úloha
V prvnı́m měsı́ci roku činil obrat 300 000 Kč a v každém dalšı́m měsı́ci
byl o 5% většı́ než v měsı́ci předchozı́m. Určete předpokládaný
listopadový obrat.

Řešenı́.
Jde o geometrickou posloupnost, kde a1 = 300 000, q = 1, 05, n = 11.
Pak

a11 = 300 000 · 1, 0510 ≈ 300 000 · 1, 629 = 489 000 Kč.
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Posloupnost geometrická

Limity GP

Je-li a1 > 0, pak geometrická posloupnost
{

a1 · qn−1
}

má limitu:

0 (pro |q| < 1) nebo

a1 (pro q = 1) nebo

+∞ (pro q > 1) a nebo

nemá limitu (pro q < −1).
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Posloupnost geometrická

Součet prvnı́ch n členů GP
Vyjádřı́me sn a q · sn:

sn = a1 + a1 · q + a1 · q2 + · · ·+ a1 · qn−1,

q · sn = a1 · q + a1 · q2 + · · ·+ a1 · qn−1 + a1 · qn.

Po odečtenı́ je sn · (1 − q) = a1 · (1 − qn), takže

sn = a1
1 − qn

1 − q
tj. též sn = a1

qn − 1
q − 1

.
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Posloupnost geometrická

Úloha
Vynálezce šachové hry požadoval podle pověsti odměnu za každé ze
64 polı́ šachovnice takto: za 1. pole jedno obilnı́ zrno, za 2. pole 2 zrna,
za 3. pole 4 zrna, atd., za každé dalšı́ vždy dvojnásobek. Kolik zrnek
obilı́ měl dostat?

Řešenı́.
Jde o geometrickou posloupnost, kde a1 = 1, q = 2, n = 64. Proto

s64 = 1
264 − 1
2 − 1

= 264 − 1 ≈ 1, 845 · 1019

a to je vı́ce obilı́, než se kdy na Zemi urodilo.
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