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Pojem posloupnosti

Každé zobrazenı́ N do R nazýváme čı́selná posloupnost.

1 7→ a1, 2 7→ a2, 3 7→ a3, . . .

Zápis: {an}+∞n=1 nebo jen {an};

an se nazývá n-tý člen posloupnosti.
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1 7→ a1, 2 7→ a2, 3 7→ a3, . . .
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Způsoby zadánı́ posloupnosti

několika prvnı́mi členy,
n-tým členem,
rekurentně.
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Zadánı́ posloupnosti několika prvnı́mi členy

Úloha
Je dána posloupnost 1

1·4 , 3
4·7 , 5

7·10 , 7
10·13 , · · · Určete jejı́ n-tý člen.

Řešenı́.
an =

2n−1
(3n−2)·(3n+1)
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Zadánı́ posloupnosti n-tým členem

{

n
n+1

}

,

{(−1)n · n},
{

(

1+ 1
n

)n
}

,
{

a · qn−1},
{a + (n − 1)d}.

Vypočtěte členy a1, a2, a3, a4.
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Zadánı́ posloupnosti rekurentně

Rekurentnı́ definice
obsahuje zpravidla 1. člen (nebo několik prvnı́ch členů) a pravidlo, jak
vytvořit dalšı́ člen ze členů předcházejı́cı́ch.

Rekurentnı́ definice aritmetické posloupnosti:
a1 = a, an+1 = an + d .

Rekurentnı́ definice geometrické posloupnosti:
a1 = a, an+1 = an · q (q /∈ {0, 1,−1}).
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Zadánı́ posloupnosti rekurentně

Úloha
Posloupnost {an} je zadána rekurentně takto: a1 = 1,
an+1 =

1
2

(

an +
10
an

)

; je to posloupnost aproximacı́ čı́sla
√

10.
Vypočtěte prvnı́ čtyři aproximace.

Úloha
Fibonacciova posloupnost {bn} je definována takto: b1 = 1, b2 = 1,
bn+2 = bn+1 + bn. Vypočtěte prvnı́ch 10 členů této posloupnosti.
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Množina (všech) členů posloupnosti

{an} × množina (všech) jejı́ch členů

{

1
n

}

×
{

1,
1
2
,
1
3
, . . . ,

1
n

, . . .

}

,

{(−1)n} × {−1, 1} .
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Vybraná posloupnost

Definice
Posloupnost {bn} se nazývá vybraná z posloupnosti {an} (nebo též
podposloupnost) ⇔ ∃ posloupnost přirozených čı́sel
k1 < k2 < k3 < · · · tak, že ∀n ∈ N je bn = akn .

Např. posloupnost všech prvočı́sel
je vybraná z posloupnosti {n} všech čı́sel přirozených,
ale nenı́ vybraná z posloupnosti {2n-1} všech čı́sel lichých.
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Základnı́ vlastnosti čı́selných posloupnostı́

Definice
Posloupnost se nazývá (shora, zdola) omezená ⇔ tuto vlastnost má
množina všech jejı́ch členů.

Např. posloupnost {2n − 1} je zdola omezená, nenı́ omezená
shora, nenı́ omezená.
Posloupnost {(−1)n} je omezená shora i zdola, je omezená.
Stacionárnı́ posloupnost {c} je omezená.
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Základnı́ vlastnosti čı́selných posloupnostı́

Definice
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Např. posloupnost {2n − 1} je zdola omezená, nenı́ omezená
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Definice
Posloupnost a se nazývá

– rostoucı́ ⇔ ∀n ∈ N platı́ an < an+1,
– klesajı́cı́ ⇔ ∀n ∈ N platı́ an > an+1,
– nerostoucı́ ⇔ ∀n ∈ N platı́ an ≥ an+1,
– neklesajı́cı́ ⇔ ∀n ∈ N platı́ an ≥ an+1.

Společný název pro všechny tyto druhy posloupnostı́: posloupnosti
monotonnı́ a pro prvnı́ dva druhy: posloupnosti ryze monotonnı́.
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Definice
Operace s posloupnostmi jsou definovány takto:

– násobenı́ reálným čı́slem c: c · {an} = {c · an};
– aritmetické operace (součet, rozdı́l, součin, podı́l):
{an}+ {bn} = {an + bn}, {an} − {bn} = {an − bn},
{an} · {bn} = {an · bn}, {an} / {bn} = {an/bn}, (pro bn 6= 0);

– opačná posloupnost k {an} je {−an};
– reciproká posloupnost k {an} je {1/an} (pro an 6= 0).
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Limita posloupnosti

Definice
Řı́káme, že posloupnost {an} má limitu a ⇔

∀U(a) ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(a).

Je-li a ∈ R, nazývá se a vlastnı́ limita
a posloupnost {an} se nazývá konvergentnı́,

pokud a = ±∞ , nazývá se a nevlastnı́ limita.
Neexistuje-li vlastnı́ limita, nazývá se posloupnost {an}
divergentnı́.

Zápisy: limn→+∞ an = a; lim an = a; an → a pro n → +∞.
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Limita posloupnosti

Posloupnost tedy bud’ konverguje nebo
diverguje (+∞, −∞ nebo osciluje).

{

n
n + 1

}

je konvergentnı́, má limitu 1,

stacionárnı́ posloupnost {c} je konvergentnı́ a má limitu c,

posloupnost
{ n

100

}

je divergentnı́, má nevlastnı́ limitu +∞,

posloupnost {qn} je pro q ≤ −1 divergentnı́, nemá limitu (osciluje).
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Limita posloupnosti

Definice
Je-li V (n) nějaká výroková forma a platı́-li, že výrok

(∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒ V (n))

je pravdivý, pak řı́káme, že V (n) platı́ pro skoro všechna n.

Definice
Řı́káme, že posloupnost {an} má limitu a ⇔ v každém okolı́ U(a) ležı́
skoro všechny členy této posloupnosti.
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Věty o limitách

Věta
Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

Důkaz (sporem).
Kdyby existovaly dvě limity a, b, pak by existovala disjunktnı́ okolı́
U(a), U(b) tak, že pro skoro všechna n by mělo platit současně
an ∈ U(a), an ∈ U(b), což je spor.
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Věty o limitách

Věta
Má-li posloupnost {an} limitu, pak každá posloupnost {bn} vybraná z
posloupnosti {an} má tutéž limitu.

Důkaz.
Označme tuto limitu a; pak ∀U(a)∃n0 ∈ N tak, že
∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(a); pro kn > n0 je ovšem též
bm = akn ∈ U(a), takže bm ∈ U(a) pro skoro všechna m.

Limita posloupnosti se tedy nezměnı́, vynecháme-li nebo
pozměnı́me-li libovolný konečný počet členů posloupnosti.
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Věty o limitách

Při výpočtu limit využı́váme také tohoto postupu:
1) zjistı́me, že daná posloupnost je konvergentnı́ a

2) najdeme limitu a nějaké vhodné vybrané posloupnosti. Pak toto a
je i limitou dané posloupnosti.

– Když naopak zjistı́me, že nějaká vybraná posloupnost je
divergentnı́, znamená to podle předchozı́ věty, že je divergentnı́ i
daná posloupnost.

– Podobně zjistı́me-li, že dvě vybrané posloupnosti majı́ různou
limitu, je daná posloupnost divergentnı́.
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je i limitou dané posloupnosti.
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Věty o limitách

Věta
Každá konvergentnı́ posloupnost je omezená.

Důkaz.
Označme limitu a; zvolme ε = 1.
Pak množina M těch členů posloupnosti, které neležı́ v okolı́
U(a, 1), je konečná.
∀n ∈ N pak platı́ a ≥ min {min M, a − 1}, a ≤ max {max M, a+ 1}.

Tato věta ovšem neplatı́ obráceně, nebot’ např. posloupnost {(−1)n} je
omezená, ale je divergentnı́.
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Důkaz.
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Věty o limitách

Většı́ hloubku pohledu do vztahu mezi omezenostı́ a konvergencı́ dává
následujı́cı́ věta.

Věta (Bolzano–Weierstrassova)
Z každé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentnı́
podposloupnost.
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Princip důkazu B–W věty

Bolzanova metoda půlenı́ intervalů:
Je dána posloupnost {an};
ježto je omezená, ∃〈K1, L1〉 tak, že ∀n ∈ N je an ∈ 〈K1, L1〉.
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Princip důkazu B–W věty

Konstrukce vybrané posloupnosti:
Za b1 zvolı́me libovolný člen dané posloupnosti {an}, necht’ v nı́
má index k1.
Interval 〈K1, L1〉 rozpůlı́me a označı́me 〈K2, L2〉 tu část, do nı́ž je
zobrazeno nekonečně mnoho členů posloupnosti {an}.
V 〈K2, L2〉 vybereme za b2 libovolný takový člen posloupnosti
{an}, který má index k2 > k1 .
Interval 〈K2, L2〉 rozpůlı́me, atd.

Označı́me a (jediný) společný bod všech intervalů 〈Kn, Ln〉 (podle
věty o vložených intervalech).
Pak ∀U(a) pro skoro všechna n platı́ 〈Kn, Ln〉 ⊂ U(a), takže též
bn ∈ U(a), tedy bn → a.
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Konstrukce vybrané posloupnosti:
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Za b1 zvolı́me libovolný člen dané posloupnosti {an}, necht’ v nı́
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V 〈K2, L2〉 vybereme za b2 libovolný takový člen posloupnosti
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Konstrukce vybrané posloupnosti:
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{an}, který má index k2 > k1 .
Interval 〈K2, L2〉 rozpůlı́me, atd.
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Věty o limitách

Věta
Každá neklesajı́cı́ shora omezená posloupnost je konvergentnı́.

Princip důkazu.
Mějme dánu posloupnost {an};
z omezenosti množiny M = {a1, a2, . . . } plyne existence vlastnı́ho
suprema a = sup M.
Ze druhé vlastnosti suprema plyne, že v libovolném levém okolı́
U(a−) ležı́ alespoň jedno an,
takže vzhledem k monotónnosti {an} ležı́ v U(a−) skoro všechny
členy posloupnosti {an}.
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Věty o limitách

Věta (o limitách součtu, rozdı́lu, součinu a podı́lu)
Necht’ lim an = a, lim bn = b. Pak platı́, pokud výrazy na pravých
stranách majı́ v R

∗ smysl:
1) lim(an + bn) = a+ b, lim(an − bn) = a− b,
2) lim(an · bn) = a · b,
3) pro bn 6= 0, b 6= 0 je lim(an/bn) = a/b,
4) lim |an| = |a|.

Důkaz.
Ukázka pro součet, kde a, b jsou vlastnı́ limity:

∀ε > 0 ∃n1, n2 ∈ N tak, že
: n ≥ n1 ⇒ an ∈ U(a, ε/2),
: n ≥ n2 ⇒ bn ∈ U(b, ε/2).

Necht’ n0 = max {n1, n2} a n ≥ n0. Pak
a − ε/2 < an < a+ ε/2,
b − ε/2 < bn < b + ε/2.

Po sečtenı́ obou nerovnostı́ máme (an + bn) ∈ U(a+ b, ε).
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Věty o limitách

Úloha
Dokažte větu pro součet, kde a je vlastnı́ limita a b = +∞.

Věta (limita nerovnosti)
Necht’ lim an = a, lim bn = b a pro nekonečně mnoho n platı́ an ≤ bn.
Pak a ≤ b.

Důkaz sporem.
Kdyby bylo a > b, existovala by disjunktnı́ okolı́ U(a), U(b) tak, že
∀x ∈ U(a)∀y ∈ U(b) by platilo x > y . Pro skoro všechna n je však
an ∈ U(a), bn ∈ U(b), tedy by platilo an > bn, což dává spor s
předpokladem věty.
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Věta o třech limitách

Pro konvergentnı́ posloupnosti {an}, {bn} zřejmě platı́, že když pro
nekonečně mnoho členů je an ≤ bn a pro nekonečně mnoho členů je
an > bn, pak a = b.

Věta (věta o třech limitách)
Necht’ lim an = a, lim bn = a a necht’ pro skoro všechna n je
an ≤ cn ≤ bn. Pak lim cn = a.

Princip důkazu.
Podle definice limity patřı́ do libovolného okolı́ U(a) skoro všechny
členy posloupnosti {an} a také skoro všechny členy posloupnosti {bn}.
Proto do U(a) patřı́ také skoro všechny členy posloupnosti {cn}.
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Věta o třech limitách

Pro nevlastnı́ limity má věta o třech limitách (zvaná též věta o třech
posloupnostech) speciálnı́ tvar. Je-li totiž lim an = +∞, lze brát za bn
posloupnost {+∞}, proto z nerovnosti an ≤ cn plyne lim cn = +∞.
Podobně lze větu o třech limitách upravit pro nevlastnı́ limitu −∞.
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Nulové posloupnosti

Jsou to posloupnosti, kde lim an = 0.
Nulové posloupnosti fakticky nejsou jen zvláštnı́m přı́padem
konvergentnı́ch posloupnostı́, ale i naopak,
konvergenci bychom mohli definovat užitı́m nulových posloupnostı́
podle věty:

Věta

an → a ⇔ (an − a)→ 0.
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Věty o limitách nulových posloupnostı́

Věta
Jestliže an → a, pak |an| → |a|.

Tato věta neplatı́ pro a 6= 0 naopak, ale pro a = 0 ano.
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Věty o limitách nulových posloupnostı́

Věta

Jestliže |an| → +∞, je
1
an

posloupnost nulová.

Jestliže jmenovatel zlomku konverguje k nule, je situace složitějšı́:

Věta
Je-li ∀n ∈ N an > 0, an → 0, pak 1/an → +∞,

an < 0, an → 0, pak 1/an → −∞,
an 6= 0, an → 0, pak 1/|an| → ∞.
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Věty o limitách nulových posloupnostı́

Nulových posloupnostı́ se s výhodou využı́vá při výpočtech limit.

Vypočtěte lim
n→+∞

6n2 + n
4n2 + 5

.

Vypočtěte lim
n→+∞

6 · 22n + 5 · 2n − 4
22n+1 − 2n + 15

.

Vypočtěte lim
n→+∞

7n + 150
n2 − 0, 25

.

Vypočtěte lim
n→+∞

n3 − 8n
9n2 + 10

.
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Posloupnosti v praxi

Uspořádané n-tice použı́vá název konečné posloupnosti, který
zčásti navozuje použitı́ posloupnostı́ v praxi.
Známe několik prvnı́ch členů a1, a2 , a3, . . . , an nějaké
posloupnosti.
Pomocı́ této znalosti chceme zjistit, zkonstruovat nebo
předpovědět jejı́ dalšı́ člen an+1.
Může jı́t o posloupnost peněžnı́ch částek, (časovou) posloupnost
údajů o objemu výroby, posloupnost časových termı́nů nebo
intervalů ad.
Problémem je, jak určit dalšı́ člen (nebo alespoň jeho přibližnou
hodnotu) ze znalosti předchozı́ch.
Může jı́t o nalezenı́ vzorce pro n-tý člen, rekurentnı́ho pravidla
nebo i o jiný postup.
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Posloupnost aritmetická

Aritmetická posloupnost
je dána svým prvnı́m členem a1, konstantnı́ diferencı́ d a
rekurentnı́m pravidlem

∀n ∈ N : an+1 = an + d .

Posloupnost, u nı́ž rozdı́l libovolných dvou po sobě jdoucı́ch členů
je konstantnı́.
n-tý člen:

an = a1 + (n − 1)d .

Vidı́me, že aritmetická posloupnost má pro d > 0 limitu +∞, pro
d < 0 limitu −∞.
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Posloupnost aritmetická

Úloha

V poslednı́ch třech měsı́cı́ch činil celkový objem zakázek přibližně
a1 = 325 tisı́c Kč, a2 = 354 tisı́c Kč a a3 = 383 tisı́c Kč. Jaký objem lze
očekávat ve 4. měsı́ci?

Řešenı́.
Lze vyslovit hypotézu, že objem zakázek tvořı́ aritmetickou
posloupnost, kde a1 = 325, d = 29 (tisı́c Kč). Pak a4 = a3 + d = 412
(tisı́c Kč). Lze očekávat objem zakázek za 412 tisı́c Kč. (Samozřejmě
korektnost vyslovenı́ takové hypotézy závisı́ na praktických
okolnostech.)
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posloupnost, kde a1 = 325, d = 29 (tisı́c Kč). Pak a4 = a3 + d = 412
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Posloupnost aritmetická

Součet sn prvnı́ch n členů
Vyjádřı́me sn dvěma způsoby:

sn = a1 + (a1 + d) + (a1 + 2d) + · · ·+ (a1 + (n − 1)d),
sn = an + (an − d) + (an − 2d) + · · ·+ (an − (n − 1)d).

Po sečtenı́ máme

2sn = n · (a1 + an), takže sn =
n
2
(a1 + an).
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Posloupnost aritmetická

Úloha
Na skládce jsou uloženy roury tak, že v dolnı́ vrstvě jich je 26 a každá
roura v každé vyššı́ vrstvě vždy zapadá mezi dvě roury ve vrstvě nižšı́;
vrstev je celkem 12. Kolik je na skládce rour?

Řešenı́.
Položı́me a1 = 26; pak d = −1. V hornı́ vrstvě je
a12 = 26+ 11 · (−1) = 15 rour a celkem s12 = 6 · (26+ 15) = 246
rour.
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Řešenı́.
Položı́me a1 = 26; pak d = −1. V hornı́ vrstvě je
a12 = 26+ 11 · (−1) = 15 rour a celkem s12 = 6 · (26+ 15) = 246
rour.
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Posloupnost geometrická

Geometrická posloupnost
je dána svým 1. členem a1, konstantnı́m kvocientem q 6= 0 a
rekurentnı́m pravidlem

∀n ∈ N : an+1 = an · q.

Geometrickou posloupnost lze tedy rovněž definovat jako posloupnost,
u nı́ž podı́l libovolných dvou po sobě jdoucı́ch členů je konstantnı́. Z
rekurentnı́ho pravidla dostaneme vzorec pro n-tý člen:

an = a1 · qn−1.

(Dokazuje se jednoduše napřı́klad matematickou indukcı́).
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Posloupnost geometrická

Úloha
V prvnı́m měsı́ci roku činil obrat 300 000 Kč a v každém dalšı́m měsı́ci
byl o 5% většı́ než v měsı́ci předchozı́m. Určete předpokládaný
listopadový obrat.

Řešenı́.
Jde o geometrickou posloupnost, kde a1 = 300 000, q = 1, 05, n = 11.
Pak

a11 = 300 000 · 1, 0510 ≈ 300 000 · 1, 629 = 489 000 Kč.
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Posloupnost geometrická

Limity GP

Je-li a1 > 0, pak geometrická posloupnost
{

a1 · qn−1} má limitu:
0 (pro |q| < 1) nebo
a1 (pro q = 1) nebo
+∞ (pro q > 1) a nebo
nemá limitu (pro q < −1).
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Posloupnost geometrická

Součet prvnı́ch n členů GP
Vyjádřı́me sn a q · sn:

sn = a1 + a1 · q + a1 · q2 + · · ·+ a1 · qn−1,

q · sn = a1 · q + a1 · q2 + · · ·+ a1 · qn−1 + a1 · qn.

Po odečtenı́ je sn · (1− q) = a1 · (1− qn), takže

sn = a1
1− qn

1− q
tj. též sn = a1

qn − 1
q − 1

.
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Posloupnost geometrická

Úloha
Vynálezce šachové hry požadoval podle pověsti odměnu za každé ze
64 polı́ šachovnice takto: za 1. pole jedno obilnı́ zrno, za 2. pole 2 zrna,
za 3. pole 4 zrna, atd., za každé dalšı́ vždy dvojnásobek. Kolik zrnek
obilı́ měl dostat?

Řešenı́.
Jde o geometrickou posloupnost, kde a1 = 1, q = 2, n = 64. Proto

s64 = 1
264 − 1
2− 1

= 264 − 1 ≈ 1, 845 · 1019

a to je vı́ce obilı́, než se kdy na Zemi urodilo.
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