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Nékteré vyznamné limity

Véta
Ya>0: lim Va=1. }
nN—-+o00
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Nékteré vyznamné limity
Véta
va>0: lim Va=1.

nN—-+o00

Princip dukazu.

Véta (Bernoulliova nerovnost)
VheR,h>-1,h#0,YneN,n>2platiV(n): (1+ h)" > 1+ nh.

v

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc)

KMA-MMAN1 Pfednaska ¢. 4 16. fijna 2007 2/33



Nékteré vyznamné limity
Véta
va>0: lim Va=1.

nN—-+o00

Princip dukazu.

@ Pro a > 1 polozime Va=1+up, zfejmé u, > 0.
Podle Bernoulliovy nerovnostije a = (1 + u,)” > 1 + n- u,, odkud

0<up< ?, podle V3L je u, — 0.

Véta (Bernoulliova nerovnost)
VheR,h>-1,h#0,YneN,n>2platiV(n): (1+ h)" > 1+ nh.

v
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Nékteré vyznamné limity
Véta
va>0: lim Va=1.

n—-o00

Princip dukazu.

@ Pro a > 1 polozime Va=1+up, zfejmé u, > 0.
Podle Bernoulliovy nerovnostije a = (1 + u,)” > 1 + n- u,, odkud

0<up< ?, podle V3L je u, — 0.

1
@ Pro a < 1 pouzijeme pfedchozi pro 7
pro a = 1 je vysledek zfejmy.
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Nékteré vyznamné limity

Podobné Ize uzitim vhodnych odhadu odvodit nasledujici dvé limity:

Véta
lim ¥/n=1.

n—-+o0o

Véta
n

Va>1,Yk>0: I|im a—k=+oo.
n—-+oo N

(Rikame, e exponencidla a” roste k +oo rychleji nez mocnina n.)
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Uloha

, | n
Dokazte, ZeVa > 1: lim 0921 _ 0.
n——+oo n

Resen.
@ ProvVe > 0je a > 1, takze
@ pro skoro v8echna nplati 1 < V/n< a°.
@ zlogaritmovanim nerovnosti pfi zékladu a dostaneme:

;
log,1 < log, v/n < log, &, log,1 < log, nm < log, &,
1 log, n
0<,—7|ogan<alogaa, O<T<€’
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Uloha

n

‘o x . q
Vypoctéte nﬂrpoo e kde q > 0.

Rikéme, Ze faktorial roste k +oc rychleji neZ exponencidla q".

Resent.
@ Pro g < 1 je tato limita rovna 0.
@ Prog>1jdeotyp [*"0] (nelze pouzit vétu o limité podilu).

v n
@ Oznaéme a,=1; %an

@ pro skoro vSechna n je posloupnost {a,} klesajici a zdola
omezena (nulou), takze ma limitu; oznaéme ji a.
@ Prejdeme-li v rovnosti k limité, mame a=0.

pak ap.1 =
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Uloha
Ukazte, Ze kazdé iracionalni ¢islo je limitou neklesajici posloupnosti
racionalnich Gisel; najdéte tyto posloupnosti pror =, s = \/2.

Resen.
Lze uvazovat naptiklad posloupnost dolnich desetinnych
aproximaci. O
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Dalsi typy posloupnosti v MA

@ Posloupnosti mnozin (napf. intervall),
@ posloupnosti funkci, ad.
@ Definice téchto posloupnosti vytvofime podle stejného schématu.

@ Napfiklad posloupnost funkci definujeme jako zobrazeni mnoziny
N do mnoziny vSech funkci.

@ Pracujeme-li s jinymi posloupnostmi nez s posloupnostmi
Ciselnymi, je tfeba dbat na korektnost definice posloupnosti,
pFipadné jeji limity.
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Eulerovo Cislo e

Funkce y = e* a funkce y = Inx (= log, x) patfi k

vvvvvv

pfipadech je zakladem Eulerovo ¢islo e.

1 n
e:= lim (1 + >
n—-+oo n

Abychom tuto definici mohli povazovat za korektni, je tfreba dokazat,
Ze uvedend posloupnost {a,} je konvergentni:

@ dokazeme, ze tato posloupnost je rostouci,
@ dokazeme, Ze je shora omezena.

Existence konec¢né limity pak plyne z véty o limité monoténni
posloupnosti.
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{(1 + )—7)"} je rostouci

Podle binomické véty je

_11”_1n1n1 n\ 1
=\"*tp) = ) nt )t n)m

Prvni dva ¢leny soudtu na pravé strané jsou rovny 1, pro kazdy dalsi
¢len provedeme Upravu

(n) 1 n! 1 nn—=1)---(n—k+1) 1

k)nk — K(n—k)! nk nk Kl

[ R ok

Pro posloupnost {a,} tak plati, ze kazdy jeji ¢len a, je sou¢tem n + 1

kladnych vyraz(, v nichz jsou Cinitelé tvaru ( — % .
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n -+ 1 vyrazu s Ciniteli tvaru (1 — L)

B 1 n\ 1 n\ 1
an = + 1 B‘i‘"'"ﬁ‘ n)

_ n+1 1 n+1 1
ant1 = 1+( 1 )n—}—1++<n+1>(n—|—1)”"‘1

2 vyr nitel r e
n+ 2 vyrazu s Ci |te|tvau( n+1)

Jelikoz ( - rer1> > (1 - {7) a navic v an1 je o jeden kladny

sCitanec vic, je
any1 > an

a posloupnost {a,} je rostouci.
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{(1 + 2—7)"} je shora omezena

Ve vyrazu pro a, nahradime v§echny ,zavorky“ (1 — anH) Cislem 1

()= (-2 (-5 (%)=

takze plati

11 1 11 1
an<bn=1+1+5 45+ -+ <1145+ 5+ + 55 <3

Zaver: Podle véty o limité monoténni posloupnosti existuje limita
posloupnosti {a,}; nazyvame ji Eulerovo Cislo a oznacujeme ji e;
z pfedchoziho plyne, Zze 2 < e < 3.
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Vypocet Cisla e

Hodnotu Cisla e Ize vcelku snadno urcit jako soucet Ciselné fady.
Vidime, Ze pro konstantni k < n plati

1\ 1 1 2 kK—1\ 1
oz (1 1) s (1) (1-2) (-5

Odsud pro n — +o0o mame e > by, takze plati a, < b, < e; podle véty
o tfech limitach pak je lim,_, ;- b, = e. Pfitom b, je podle své definice
tzv. n-tym ¢aste€nym souctem fady, takze

1\" 1 1
e= Ilm (1+—-) =14+ -+ +---=2,7182818284590...
n—-+o0 n 11 2!
Tato fada ,dosti rychle” konverguje a ma jednoduchy algoritmus
vypoctu €lenu, takze vypocet hodnoty Cisla e na zadany pocet
desetinnych mist Ize provést vcelku rychle.
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Pojem funkce
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Definice funkce

Definice

Kazdé zobrazeni f zR do R (1j. zobrazeni v R) nazyvame realna
funkce jedné realné promenné. Je-li (x,y) € f, piSeme y = f(x),; x se
nazyva nezavisle proménna, y zavisle proménna; iikame téz, Ze y
je funkci x.

@ Chceme-li vyjadfit, Ze y je (zatim nepojmenovanou) funkci x,
zapiSeme y = y(x).

@ Vedle vyjadfeni funkce f“ se toleruji téz zapisy
sfunkce f(x)“ (chceme-li zdiraznit oznaCeni nezavisle proménné)

nebo
Jfunkce y = f(x)"“ (chceme-li zdlraznit oznaceni obou
proménnych).
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Dulezité obory funkce

defini¢ni obor funkce:
D(f) = {x e R;3(x,y) € f},
funkcni obor (obor hodnot):

H(f) ={y e R;3(x,y) € f}.
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Hodnoty funkce

@ Hodnotu proménné vyjadfujeme Cislem nebo symbolem
promeénné s indexem.
Napfiklad v bodé x; = 2 ma funkce y = 3x hodnotu y, = 6.

@ Je-li M c D(f), je f(M) oznaceni pro {f(x); x € M}.
Je tedy H(f) = f(D(f)).

@ Naopak, je-li B ¢ H(f), pak definujeme f~'(B) jako mnozinu
{x € D(f); f(x) € B}.
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Graf funkce

@ Grafem funkce f v kartézskych soufadnicich rozumime mnozinu
vSech bodl euklidovské roviny, pro jejichz soufadnice x, y plati
(x,y) ef.

@ Grafické znazornéni funkce ¢asto svou nazornosti pomaha k
pochopeni vlastnosti a pribéhu funkce;

@ pro nekteré funkce vSak graf nedovedeme sestrojit, napfiklad pro
Dirichletovu funkci, ktera ma hodnotu 1 pro racionalni a 0 pro

e

iracionalni ¢isla;

@ Grafy funkci Ize uvazovat také v polarni soufadnicové soustave,
kdy ovSem dostavame jiné kFivky.

@ Nefekneme-li jinak, uvazujeme vzdy graf v kartézskych
soufadnicich.
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Zpusoby definice funkce:

Funkci f Ize vyjadfrit takto:
f={(x,y) € D(f) xR; V(x,y)}.

Zadat (definovat) funkci f tedy znamena udat jeji definiéni obor D(f) a
jisté pravidlo V(x, y), jehoz oborem pravdivosti je f a které stanovuje,
jak k zadanému x € D(f) najit (vypocitat) hodnotu f(x). Podle toho, jak
je toto pravidlo formulovano, rozliSujeme tato zadani funkce:
(explicitni) rovnici, tabulkou, grafem, po ¢astech, implicitni rovnici,
parametricky nebo i jinak.
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Definice funkce (explicitni) rovnici:

f:{(x,y)eRxR;y=x2—1},

nebo jednodusde f: y = x? — 1.
rovnice smysl.
@ Je-li pfedepsan jiny defini¢ni obor, musime jej uvést, napfiklad

f:y=x—1,xeN.
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Definice funkce tabulkou:

x|2[1]0]1]2][3
yl 301038

Také zadani funkce vyctem prvkd Ize povazovat za zadani tabulkou,
jde jen o jinou formu zapisu; naptiklad

f={(-2;3),(-1;0),(0; -1),(1;0),(2;3),(3;8)} .
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Definice funkce grafem:

@ Zpravidla kartézskym.

@ DalSi druhy grafi — Sachovnicovy, uzlovy nebo graf v polarni
soustavé soufadnic — byvaji méné Casté.

@ Grafem byvaji ¢asto vyjadfovany ty funkce, jejichz prabéh je
zapisovan v pristrojich graficky na papirova média nebo na
displeji.
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Definice funkce po ¢astech:

Tak je definovana naptiklad Dirichletova funkce x(x):

1
w={g red

nebo
-1 pro x <0,
sgnx = 0 pro x=0, .
1 pro x>0.

Rovnice y = x(x) a y = sgn x v8ak jiz povazujeme za rovnice funkci.
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Definice funkce Implicitni rovnici:

X2 + y? = 25;

@ Takto se definuji implicitni funkce y = y(x), s nimiz je technika
prace nékdy ponékud odlisna.

@ Zejména byva vymezena mnozina M C R x R,
pro niz ma platit (x, y) € M.

@ Naptiklad u vySe uvedené rovnice muze byt zadano, ze M je
polorovina y > 0.
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Definice funkce parametricky:

@ Parametrické vyjadreni je tvaru

X = So(t)’y = ¢(t)’ ted,

kde ¢, 9 jsou funkce definované na mnoziné (intervalu) J, pficemz
funkce y = f(x) je definovana vztahem

f={(x,y) eRxR;3ted tak,ze x=p(t)Ay=1(l)}.

@ Napiiklad x =4cost, y =4sint, t € (0, 7).
@ Parametrického vyjadreni pouzivdme ponejvice pfi vySetfovani
riznych (napfiklad technickych) kfivek.
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Definice funkce jinak:

@ Neékdy je pro vyrokovou formu V(x, y) dana jen slovni formulace.

o V(x,y) =,y je nejvétsi celé Cislo, které neni vetsi nez x*
definuje funkci [ .] ,cela ¢ast*

@ Napriklad [3,8] = 3, [-1] = —1,[-6,7] = 7.
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Definice funkce — zavér:

@ Vyrokova forma V(x, y) je tedy jisté ,pravidlo® (,pfedpis®), které
ke kazdému Cislu x z jisté mnoziny D C R
prifazuje prave jedno Cislo y € R.

@ Pojem funkce se nékdy (z divodu didaktickych) ztotoziuje pfimo
s timto pravidlem, podle néjz rozhodujeme, zda (x, y) € f, nebo s
jehoz pomoci k danému x pocitdme pfislusnou funkéni hodnotu
f(x).

@ | pfi naSem pojeti funkce v8ak toto pravidlo chapeme jako atribut a
druhou stranku pojmu funkce.

@ Pro toto pravidlo V(x, y) tak proto |ze pouZzivat stejné oznaceni f
jako pro funkci a zkracené fikat a psat napfiklad
Jfunkce f: y = x2 — 1“ nebo
prosté ,funkce y = x% — 1*.
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Redeni rovnic a nerovnic

P¥i vySetfovani viastnosti (pribéhu) funkci se setkdvame s nékolika
typickymi Ulohami, jez vedou na feSeni rovnic a nerovnic resp. jejich
soustav. Nékteré dale uvadime.
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Stanoveni definicniho oboru

@ Je-li funkce f ur€ena rovnici a jeji defini¢ni obor neni zadan, je
tfeba zjistit D(f) jako mnoZinu vSech x € R, pro néz je dana
rovnice definovana.

@ Ulohy na definiéni obor zpravidla vedou na fe$eni nerovnic nebo
soustav nerovnic.

Uloha

Urcete definiéni obor funkce y =

Resen.

Citatel je definovan pro 4 — x2 > 0, tj. na mnozing M; = (-2,2),
jmenovatel je definovan pro 1 — x # 0, tj. na mnoziné M, = R\ {1}.
Pravé strana rovnice funkce je tedy definovana na mnoziné
D(fy=MnM=(-2,1)U(1,2). O
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Zjisténi nulovych bodu funkce

@ Tyto ulohy jsou soucasti vySetfovani pribéhu funkce:
@ pii hledani prasecikl grafu funkce s osou x zjistujeme nulové
body funkce f,

@ dale téz pfi vypocltu extréma funkci zjiStujeme nulové body
1. derivace, tj. stacionarni body,

@ pfi zkoumani inflexe zjiStujeme zpravidla nulové body 2. derivace
funkce.
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Zjisténi nulovych bodu funkce

Uloha
Urcete nulové body funkce y = — e *sin x + e~ *cos Xx.

Reseni.
Mame y = e *(cos x — sin x). Hleddme body, v nichz y = 0, j. feSime
goniometrickou rovnici cos x — sin x = 0, jeZ je ekvivalentni s rovnici

sin 7 cos x — cos 7 sin x = 0 (nebot sin 7 = \/lé = @ =cos ) atedyi
s rovnici sin(3 — x) = 0. Nulové body dané funkce jsou tedy

Xk:%—l-kﬂ'. ]

v
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Zjisténi intervall, kde je funkce kladna (zaporna)

@ Také tyto ulohy jsou soucasti vySetfovani pribéhu funkce

@ (pfi zjistovani intervalll monoténnosti feSime nerovnice typu
y' >0,

@ pfi zjiStovani intervaltl konvexnosti a konkavnosti feSime
nerovnice typu y” > 0).

Uloha

Urcete intervaly, kde je funkce y = (6x — x?) e kladna a kde je
zaporna.

Reseni.

Rovnici upravime natvar y = (6 — x)xe *.Prox >0A6 — x > 0, 1.
na intervalu (0, 6) je dana funkce kladna, pro x > 0A6 — x < 0, tj. na
intervalu (6, +o0) je funkce zaporna, pro x < 0 A6 — x > 0, tj. téz na
intervalu (—oo, 0) je funkce zaporna. O

o
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Zjisténi prasecCiku grafa dvou funkci

Uloha

Jsou dany funkce y = x*> — 1, y = x + 1. Stanovte priise&iky graft
techto funkci.

Bl

esSeni.
Reéime rovnici
X—1=x+1 = x3=-1,%=2,

takze priseciky jsou body A[—1;0] a B[2; 3].
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Porovnani hodnot dvou funkci

Uloha

Jsou dany funkce fy : y = x?, b : y = 4 — 2x — x2. Porovnejte hodnoty
téchto funkci.

v

Resen.
F(x)<h(Xx) & xX2<4-2x—x> & x24+x-2<0,

tedy na intervalu (-2, 1); podobné f;(x) > fo(x) na mnoziné
(—o0,—2) U (1,+00) a obé funkce maji stejné funkéni hodnoty
v bodech —2 a 1. O
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