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Pojem funkce
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Definice funkce

KaZdé zobrazeni fzRdoR (f : R — R) nazyvame
@ realna funkce jedné realné proménné.
Je-li (x,y) € f, piSeme y = f(x);

@ X se nazyva nezavisle promeénna,

@ y zavisle proménna;
@ fikame téz, ze y je funkci x.
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Definice funkce

@ Chceme-li vyjadrit, Ze y je (zatim nepojmenovanou) funkci x,
zapiSeme

>y =y(Xx).

@ Vedle vyjadreni
» funkce f“
se toleruji téZ zapisy
» funkce f(x)"
(chceme-li zdGraznit oznaceni nezavisle promé&nné) nebo
» funkcey = f(x)"
(chceme-li zdlraznit ozna¢eni obou proménnych).
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DulezZité obory funkce

@ Defini¢ni obor funkce:
D(f) = {x € R;3(x,y) € f},
@ Funkc¢niobor (obor hodnot):

H(f) ={y e R;3(x,y) e f}.
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Hodnoty funkce

@ Hodnotu proménné vyjadfujeme Cislem nebo symbolem
promeénné s indexem, napfiklad:

v bodé xg =2 ma funkce y = 3x hodnotu yg = 6.
@ Pro M C D(f) definujeme

f(M) oznaCenipro {f(x);x e M} (Jetedy H(f)=1f(D(f))).

@ Pro B C H(f) definujeme

f~1(B) := {x € D(f);f(x) € B}.
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Graf funkce (v kartézskych souradnicich)

@ Grafem funkce f rozumime mnozinu vSech bod? euklidovské
roviny, pro jejichZ soufadnice x, y plati
(x,y)ef — y=FfXx).

@ Grafické znazornéni pomaha k pochopeni vlastnosti a prlibéhu
funkce.

@ Pro nékteré funkce v3ak graf nedovedeme sestrojit
(Di richl etova)

@ Grafy funkci Ize uvazovat i v jinych soufadnicovych
soustavach (pol ar ni).
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ZpUsoby definice funkce:

@ Funkci f Ize vyjadrit takto: f = {(x,y) € D(f) x R;V(X,y)}.
@ Zadavame tedy

> jeji definiCni obor D(f) a
> jisté pravidlo V (x,Y),

jehoz oborem pravdivosti je f a které stanovuije, jak k zadanému
x € D(f) najit (vypocitat) hodnotu f(x).

Napf i kl ad

f={(x,y) e (-1;1) x Ry =2x + 1}.
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ZpUsoby definice funkce:

Podle pravidla V (x,y) rozliSujeme tato zadani funkce:
@ (explicitni) rovnici,
@ tabulkou,
@ grafem,
@ po Castech,
@ implicitni rovnici,
@ parametricky,

nebo i jinak.
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Definice funkce (explicitni) rovnici:

@ Precizné napfriklad takto:

f:{(x,y)eRxR;y:xz—l},
@ nebo jen zjednoduSené
f:y=x%-1.
@ Neni-li fe€eno jinak,
D(f) := nejSirsi mnozina, pro niz ma rovnice smysl.

@ Jiny defini¢ni obor je tfeba uvést, napfi kl ad

f:ry=x-1, xeN.
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Definice funkce tabulkou:

@ Tabulkou:

@ Rovnocenné vyétem prvkd:

f ={(-2;3),(-1;0),(0;-1),(1;0),(2;3),(3;8)} .
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Definice funkce grafem:

@ Zpravidla kartézskym.
@ Dalsi (méné Casté) druhy grafl:

» Sachovnicovy,
» uzlovy nebo
» graf v polarni soustavé soufadnic.

@ Grafem byvaji Casto vyjadfovany ty funkce, jejichz prlibéh je
zapisovan v pfistrojich graficky na papirova média nebo na
displeji.
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Definice funkce po Castech:

@ Tak je definovana napfiklad Dirichletova funkce x(x):

1 xeqQ,
X(X) - { 0 X € QI )
nebo
-1 pro x <0,
sgnx = 0O pro x=0, .
1 pro x>0.
@ Rovnice

y=x(x) a y=sgnx
vSak jiz povaZzujeme za rovnice funkci.
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Definice funkce Implicitni rovnici:

@ Implicitni rovnici
x?4+y? =25

definujeme implicitni funkci y =y (x).

@ Prace s nimi je nékdy ponékud odliSna.
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Definice funkce parametricky:

@ Parametrické vyjadreni je tvaru

» funkce ¢, ¢ jsou definované na J,

» funkce y = f(x) je definovana vztahem

f:{(x,y)eRxR; Jded tak,ZzZe x=p(t) A y:¢(t)}.

X = 4cost,
@ Napfikl ad ) te (0,m)|
y = 4sint,

@ Parametrického vyjadfieni pouzivame ponejvice pfi vySetfovani
rznych (napfiklad technickych) kFivek.
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Definice funkce jinak:

@ Neékdy je pro vyrokovou formu V(x,y) dana

» jen slovni formulace.
» Napf ikl ad:

V(x,y) =,y je nejvétsi celé Cislo, které neni vétsi nez x“

definuje funkci [.] ,cel& cast": 3,8 = 3,
[_1] = -1,
[-6,7] = -T7.
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Definice funkce — zaveér:

@ Pojem funkce se nékdy ztotoZriuje pfimo s pravidlem V (x,y),

» podle ngj rozhodujeme, zda (x,y) € f,
» nebo k danému x pocitame f(x).

@ | pfi naSem pojeti funkce vSak toto pravidlo chapeme jako atribut a
druhou stranku pojmu funkce.

@ Pro V(x,y) tak Ize pouZivat stejné oznacCeni f jako pro funkci,
napf i kl ad:

» funkce f:y=x%2-1"

» nebo prost¢ funkce y =x?-—1“
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Redeni rovnic a nerovnic

PFi vySetfovani viastnosti (pribéhu) funkci se setkavame s nékolika
typickymi Glohami, jeZ vedou na feSeni rovnic a nerovnic resp. jejich
soustav. Nékteré dale uvadime.
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Stanoveni definicniho oboru

@ Je-li funkce f urCena rovnici a jeji definini obor neni zadan, je
tfeba zjistit D(f) jako mnoZinu vSech x € R, pro néz je dana
rovnice definovana.

@ Ulohy na definiéni obor zpravidla vedou na fe$eni nerovnic nebo
soustav nerovnic.

Uloha
In (4 —x?)

UrCete definiCni obor funkce y = 1

Reseni.

Citatel je definovan pro 4 — x2 > 0, tj. na mnoziné M; = (-2,2),
jmenovatel je definovan pro 1 — x # 0, t. na mnoziné M, = R\ {1}.
Prava strana rovnice funkce je tedy definovana na mnoziné

D(f) =M1NM; =(-2,1)U(1,2). O

v
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Zjisténi nulovych bodl funkce

@ Tyto Ulohy jsou soucasti vysetfovani pribéhu funkce:

@ pii hledani prisecikl grafu funkce s osou x zjiStujeme nulové
body funkce f,

@ dale téz pfi vypoctu extrému funkci zjistujeme nulové body
1. derivace, tj. stacionarni body,

@ pfi zkoumani inflexe zjiStujeme zpravidla nulové body 2. derivace
funkce.
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Zjisténi nulovych bodl funkce

Uloha
UrCete nulové body funkce y = —e *sinx + e * cosx.

Regeni.
Mame y = e *(cosx — sinx). Hledame body, v nichZz y = 0, tj. feSime
goniometrickou rovnici cosx — sinx = 0, jeZ je ekvivalentni s rovnici

sin 7 cosx — cos 7 sinx = 0 (nebot sin 7 = \/% = @ =cos7)atedyi
s rovnici sin(% — x) = 0. Nulové body dané funkce jsou tedy
Xk = ZTT + k. ]

v
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Zjisténi interval(, kde je funkce kladna (zaporna)

@ Také tyto Ulohy jsou soucasti vySetfovani priibéhu funkce

@ (pfi zjistovani intervalli monotonnosti feSime nerovnice typu
y' >0,

@ pri zjiStovani intervalll konvexnosti a konkavnosti feSime
nerovnice typu y” > 0).

Uloha

Ur&ete intervaly, kde je funkce y = (6x — x?) e~ kladna a kde je
zaporna.

Reseni.

Rovnici upravime natvary = (6 —x)xe . Prox >0A6 —x > 0, tj.
na intervalu (0O, 6) je dan& funkce kladn&, prox > 0A6 —x <0, tj. na
intervalu (6, +o0) je funkce zaporna, prox < 0 A6 —Xx > 0, tj. téZ na
intervalu (—oo, 0) je funkce zaporna. O

v
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Zjisténi prlsecikd grafl dvou funkci

Uloha

Jsou dany funkce y = x? — 1,y = x + 1. Stanovte prlise¢iky grafi
téchto funkci.

ResSeni.
Resdime rovnici

X°—1l=x+1 = x3=-1,% =2,

takZe prlseciky jsou body A[—1;0] a B[2; 3]. O
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Porovnani hodnot dvou funkci

Uloha

Jsou dany funkce f; : y = x2, f, : y = 4 — 2x — x2. Porovnejte hodnoty
téchto funkci.

Reseni.
f(x) <fo(x) & x2<4-2x-x*> & x>4+x-2<0,

tedy na intervalu (-2, 1); podobné f;(x) > f(x) na mnoZiné
(—00,—2) U (1, +00) a obé funkce maji stejné funkéni hodnoty
v bodech —2 a 1. O
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Omezenost funkce

Definice
Funkce f se nazyva:

@ shora omezena na mnoziné M C D(f)
omezena;

@ zdola omezena na mnoziné M C D(f)
omezena;

@ omezenanamnoziné M C D(f)
@ (shora, zdola) omezend <«

=
tuto vlastnost ma mnoZzina H(f).

< f(M) je shora

<~ f(M) je zdola

f(M) je omezenj;

KMA-MMAN1 Pfednéska ¢. 4
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Omezenost funkce

PFiklady

Funkce y = x? je omezena zdola, neni omezena shora a neni
omezena, ale na mnoziné (—10, 10) je omezena.

@ fomezenanaM <= IK,LeR:f(M)cC (K,L).

o f omezend <= omezendnaD(f) (omezena nakazdé
mnoziné M C D(f)).
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Omezenost funkce

@ Supremum mnoziny f(M) nazyvame supremum funkce na
mnoZziné M a oznaCujeme sup f(x);
XxeM

@ podobné inf f(x).
XxeM

@ Ma-li mnoZina f (M) nejvétsi prvek, pak toto Cislo nazyvame
nejvétsi hodnota funkce f na mnoziné M nebo téz globalni

(absolutni) maximum funkce f na mnoziné M; znaci se maxf(x),
XxeM

@ podobné min f(x).
xeM

@ Pokud M = D(f), pak oznaCeni x € M vynechavame.
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Monotonnost

Definice

Funkce f se nazyva rostouci (klesajici, neklesajici, nerostouci) na
mnoziné M Cc D(f) <  Vxg,Xp € M plati:

X1 <Xz = f(x1) <f(xz2) (rostouci) M+RM
= f(x1) >f(x2) (klesajici) M+RM
= f(x3) <f(x2) (neklesajici) M
= f(x1) >f(x2) (nerostouci) M

@ Funkci f rostouci na D(f) nazyvame rostouci (tj. neuvadime, kde
je rostouci), podobné funkce klesajici, neklesajici, nerostouci.

@ Pro funkce rostouci a funkce klesajici pouzivAme souhrnny nazev

funkce ryze monotdnni; souhrnny nazev pro vsechny Ctyfi
uvedené druhy funkci je funkce monoténni.
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Monotonnost
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@ klesajici na intervalu (—oc0,0) a je

Funkce vy = je

@ klesajici i na intervalu (0, +00), ale
@ neni klesajici (tj. neni klesajici na D(f) ).

v
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Monotoénnost v bodé

@ Monotbnnost na mnoziné — globalni vlastnost funkce,
@ monotonnost v bodé — vlastnost lokalni.

Definice

Funkce f se nazyva rostouciv bodé xp € D(f) <
@ JU(xg) C D(f) tak, Ze
@ Vx € P(xp—) plati f(x) < f(xp) a
@ Vx € P(xp+) plati f(xp) < f(x).

Podobné definujeme funkci

@ klesajici (nerostouci, neklesajici) v bodé xq a dale funkci

@ rostouci, klesajici, nerostouci a neklesajici v bodé xq zleva resp.
zprava.
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Vztah monotonnosti v bodé a na intervalu

Véta

Funkce f definovana na intervalu (a, b) je na tomto intervalu rostouci

(klesajici, nerostouci, neklesajici) <= ma takovou vlastnost v
kazdém bodé tohoto intervalu.

Princip dlikazu pro f rostouci.
1) f rostouci na (a,b) = rostouci v kazdém bodé x, € (a,b)
2) f rostouci v kazdém bodé x, € (a,b) = rostouci na (a,b)

O
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Vztah monotonnosti v bodé a na intervalu

f rostouci na (a,b) = rostouci v kazdém bodé x, € (a,b)

@ Necht'je f rostouci na (a, b).

@ Zvolime libovolny bod x, € (a,b) a jeho okoli P(xo) C (a,b).

@ Je-li
X1 € P(Xo—), X2 € P(Xo+),
je
X1 < Xp < X2

a monoténnost v bodé xo plyne z monotoénnosti na (a, b).
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Vztah monotonnosti v bodé a na intervalu

f rostouci v kazdém bodé x, € (a,b) = rostouci na (a,b)
Zvolime dva body x; < x, a dok&dZeme, Ze f(x1) < f(x2).
@ Pro kazdé x’ z jistého P (x1+) je f(x1) < f(x’); definujeme

M = {x" € (a;b) : f(x1) <f(x’)}, m=sup(M)

@ Kdyby m < b, bylo by m € M, nebot'i v m je f rostouci a podle 2.
vlastnosti suprema VP (m—) obsahuje bod x’ € M, tedy
f(x1) < f(x’) < f(m).

@ Soucasné by existovalo pravé okoli P(m+) C (a,b) tak, Ze by pro
vSechny jeho body x” platilo f(x”) > f(m) > f(x1), §j. X" € M,
x” > m ato je spor s 1. vlastnosti suprema.

@ Proto m = b, takZe x, € M af(xy) < f(Xz).

Napfiklad funkce y = sgnx je rostouci v bodé 0.
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Parita

Definice
Funkce f se nazyva suda (lichd) <= Vx € R plati

xeD(f) = —xeD(f) A f(—x)=Ff(x) (f(—x)=—f(x)).

@ Priklad sudé funkce: y = cosx,
@ priklad liché funkce: y = sinx.

Uloha

Dokazte, Ze funkce y = 3x2 — 5,y = |x| a Dirichletova funkce y jsou
sudé azey = 2x3 +x,y = x|x| ay = sgnx jsou funkce liché.
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Parita

Pro polynomické funkce plati:

@ jsou-li v polynomu jen ¢leny se sudymi exponenty, je dana funkce
sud4,

@ jsou-li zde jen Cleny s lichymi exponenty, je funkce licha.

@ Kartézsky graf sudé funkce je soumérny podle osy vy,
@ graf liché funkce je soumérny podle pocatku.
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Periodi¢nost

Definice

Funkce f se nazyva periodickd <= dp € R, p # 0 tak,
ze Vx € R plati

1) x e D(f) = (x £ p) € D(f),
2) ¥x € D(f) : f(x £ p) = F(x).
Cislo p se nazyva perioda funkce f.

@ Je-li p perioda funkce f, je Yk € Z také Cislo kp periodou funkce f.

@ Nejmensi kladnéa perioda pg, pokud existuje, se nazyva primitivni
(téz zakladni) perioda funkce f.

@ Konstantni funkci zpravidla mezi periodické funkce nepocitame.
Priklady periodickych funkci:

@ y=sinx (po=2n),

@ y=tgx (po=m)
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