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Omezenost funkce

Definice
Funkce f se nazyva

(shora, zdola) omezena na mnoziné M C D(f) <«  tuto vlastnost

ma mnoZina f(M);

nazyva se (shora, zdola) omezena <« tuto viastnost ma mnoZina

H(f).

Priklady
Funkce y = x? je omezené zdola, neni omezena shora a neni

omezena,
ale na mnoziné (—10, 10) je omezena.
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Omezenost funkce

® fomezenanaM <= 3K, LeR:f(M)cC (K,L).

® fomezena <= omezena nakazdé mnoziné M C D(f).
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Omezenost funkce

@ Supremum mnoziny f(M) nazyvame supremum funkce na

mnoziné M a oznaCujeme sup f(x);
xeM

@ podobné inf f(x).
xeM

@ Ma-li mnozina f(M) nejvétsi prvek, pak toto Cislo nazyvame
nejvétsi hodnota funkce f na mnoziné M nebo téz globaini

(absolutni) maximum funkce f na mnoziné M; znaci se maA>/<, f(x),
X e
@ podobné min f(x).
xXeM

@ Pokud M = D(f), pak oznaceni x € M vynechavame.
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Monotdénnost

Definice

Funkce f se nazyva rostouci (klesajici, neklesajici, nerostouci) na
mnoziné M c D(f) < Vxq1,Xe € M plati:

X1 <Xe = f(x1) <f(xe) (rostouci) M+RM
= f(x1) > f(x2) (klesajici) M+RM
= f(xq) <f(x2) (neklesajiciy M
= f(x1) > f(x2) (nerostouci) M

@ Funkci f rostouci na D(f) nazyvame rostouci (tj. neuvadime, kde
je rostouci), podobné funkce klesajici, neklesajici, nerostouci.

@ Pro funkce rostouci a funkce klesajici pouZivame souhrnny nazev
funkce ryze monotonni; souhrnny nazev pro vSechny Ctyri
uvedené druhy funkci je funkce monotonni.
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Monotdnnost

Priklad
1
Funkce y= X je
@ klesajici na intervalu (—o0,0) a je
@ klesajici i na intervalu (0, +00), ale
@ neni klesajici (tj. neni klesajici na D(f) ).

v
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Monoténnost v bodé

@ Monotdnnost na mnoziné — globalni vlastnost funkce,
@ monotdnnost v bodé — vlastnost lokalni.

Definice

Funkce f se nazyva rostouci v bodé x, € D(f) <
@ JU(xg) C D(f) tak, Ze
@ Vx € P(xp—) plati f(x) < f(xp) a
@ Vx € P(xp+) plati f(xo) < f(x).

Podobné definujeme funkci

@ Klesajici (nerostouci, neklesajici) v bodé xy a dale funkci

@ rostouci, klesajici, nerostouci a neklesajici v bodé xg zleva resp.
zprava.
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Vztah monoténnosti v bodé a na intervalu

Véta

Funkce f definovana na intervalu (a, b) je na tomto intervalu rostouci
(klesajici, nerostouci, neklesajici) <  ma takovou vilastnost v
kazdém bodé tohoto intervalu.

Princip dikazu pro f rostouci.
1) frostoucina (a,b) = rostouci v kazdém bodé xj € (a, b)
2) frostouci v kazdém bodé xg € (a,b) = rostouci na (a, b)

O
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Vztah monoténnosti v bodé a na intervalu

frostouci na (a,b) = rostouci v kazdém bodé x, € (a, b)
@ Necht je f rostouci na (a, b).
@ Zvolime libovolny bod X € (a, b) a jeho okoli P(xg) C (a, b).
@ Je-li
X1 € P(XO_)7 X2 € P(X0+)a
je
X1 < Xp < Xo

a monoténnost v bodé xy plyne z monoténnosti na (a, b).
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Vztah monoténnosti v bodé a na intervalu

f rostouci v kazdem bodé xo € (a,b) — rostouci na (a, b)
Zvolime dva body x; < x» a dokdzeme, ze f(xq1) < f(x2).
@ Pro kazdé x’ z jistého P(xq1+) je f(x1) < f(X');

m=sup(M), M= {xe (ab):f(x)<f(x)}

@ Kdyby m < b, bylo by m € M, nebot' i v m je f rostouci a podle 2.
vlastnosti suprema VP(m—) obsahuje bod x’ € M, tedy
f(xq) < f(x) < f(m).

@ Soucasné by existovalo pravé okoli P(m+) C (a, b) tak, ze by pro
v8echny jeho body x” platilo f(x”) > f(m) > f(x1), tj. X" € M,
x"” > mato je spor s 1. vlastnosti suprema.

@ Proto m= b, takze xo € M a f(xq) < f(x2).

Napfiklad funkce y = sgn x je rostouci v bodé 0.
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Parita

Definice
Funkce f se nazyva suda (licha) <= Vx € R plati

xeD(f) = —xeD(f) A f(—x)="Ff(x) (f(—x)=—Ff(x)).

@ Priklad sudé funkce: y = cos x,
@ priklad liché funkce: y =sinx.

Uloha

DokaZte, Ze funkce y = 3x? — 5, y = |x| a Dirichletova funkce x jsou
sudé azey =2x%+ x, y = x|x| ay = sgn x jsou funkce liché.
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Parita

Pro polynomické funkce plati:

@ jsou-li v polynomu jen €leny se sudymi exponenty, je dana funkce
suda,

@ jsou-li zde jen Cleny s lichymi exponenty, je funkce licha.

@ Kartézsky graf sudé funkce je soumérny podle osy v,
@ graf liché funkce je soumeérny podle pocatku.
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Periodi¢nost

Definice

Funkce f se nazyva periodicka <= 3dp e R, p # 0 tak,
Ze Vx € R plati

1) x € D(f) = (x £ p) € D(f),
2) Vx € D(f) : f(x + p) = f(x).
Cislo p se nazyvé perioda funkce f.

@ Je-li p perioda funkce f, je Vk € Z také Cislo kp periodou funkce f.

@ Nejmensi kladnéa perioda pg, pokud existuje, se nazyva primitivni
(téz zakladni) perioda funkce f.

@ Konstantni funkci zpravidla mezi periodické funkce nepocitame.
Ptiklady periodickych funkci:

@ y=sinx (pg=2n),

@ y=t9x (po=m).
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Periodi¢nost

Uloha
Dokazte, Ze
@ funkce y = x — [x] je periodicka s periodou py = 1 a Ze

@ Dirichletova funkce x je periodicka a periodou je kaZzdé racionalni
Cislo rizné od nuly; zde py neexistuje.

Nékdy je uziteCné chapat periodic¢nost jen ,jednostranné®, napfiklad
Jperiodic¢nost vpravo,* tj. tak, ze v definici misto (x + p) uvazujeme jen
(x + p), kde p > 0.
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Operace s funkcemi

@ Rovnost funkci

o Castedné usporadani
@ Zuzeni (restrikce)

@ Algebraické operace
@ Skladani funkci
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Rovnost funkci:

f=g <= WxyeR: (xy)ef < (x,y)€q).

Obréacené, je-li f # g, znamena to, Ze bud D(f) # D(g) nebo
Ix’ € D(f) N D(g) tak, ze f(x’) # g(x').
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Caste¢né usporadani:
Je-li F mnoZzina funkci a jsou-li vSechny funkce definovany na M,

definuje se na F ¢aste¢né uspofadani nerovnosti f < g.

Uloha

Definujte nerovnost f < g na M a objasnéte jeji geometricky vyznam. J

Napfiklad funkce y = |x| a funkce y = x + 1 nejsou srovnatelné na R,
ale na (0, +oc0) ano.
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Zuzeni (restrikce) funkce:

Mé&jme funkci f; jeji restrikci nazveme funkci g takovou, ze D(g) C D(f)
ana D(g) je g(x) = f(x).
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Algebraické operace:
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Skladani funkci:
@ Méjme funkce f, o anecht H(yp) C D(f).

@ Pak sloZzenou funkci F = f o ¢ definujeme takto:

> (fop)(x) = flp(x)), plidemz
» funkci f nazyvame vnejsi funkce a

» funkci ¢ funkce vnitni.
- Napfriklad ve slozené funkci
y =sin2x
je vnéjsi funkce y = sin u, vnitfni funkce u = 2x.

- Funkce muze byt slozena i vicekrat, napfiklad

y = esin(3x-1—1) )
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Skladani funkci:

@ Slozenou funkci muzeme vytvofit substituci proménné.

@ Mame-li napfiklad funkci y =1 —x adosadime x =sint,
dostavame slozenou funkci y =1 —sint.

@ Zvlastnim pfipadem slozené funkce je  |f|. Vné&jSi funkce je
y =1z|, vnitfnifunkce Zz = f(x).

Uloha

Zobrazte funkci
y =|x% —2x]|.
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Funkce prosta

Definice
Funkce f se nazyva prosta na M C D(f) <= Vxq,Xx2 € M plati:

X1 # X = f(x1) # f(x2)

a nazyva se prosta < je prosta na D(f).

MnoZina M, na niZ je funkce prosta, se nazyva jejim oborem prostoty.

Napftiklad funkce

y=x

neni prosta, ale je prosta tfeba na intervalu
(0, +00),

ktery je jejim oborem prostoty.
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Funkce prosta

Véta (vztah prostoty a ryzi monotonnosti)
Je-li funkce ryze monoténni na M, je prosta na M.

Dlkaz.
plyne z toho, Ze x; < xo = X1 # X2 a stejné i pro funkéni hodnoty plyne
z nerovnosti ,<“, ,>" nerovnost ,#". O

o

@ Obraceny vztah neplati, existuji prosté funkce, které nejsou
monoténni, napfiklad funkce y = }

@ Prostota funkce f je zdkladnim pfedpokladem pro to, aby inverzni
relace f~' byla zobrazenim a tedy funkci.
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Funkce inverzni

Definice

Inverzni zobrazeni !

k prosté funkci (na M) f
inverzni funkce.

nazyvame

@ Je-li tedy funkce f prosta, pak k ni existuje funkce inverzni f~' a
plati

xyef & (yx)efl
pritom

@ Je-li f prosta na M, pak inverzni funkce ma
D(f~")y = f(M), H(f ') =M.

Na M plati =1 (f(x)) = x a na f(M) plati f(f~1(x)) = x.
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Funkce inverzni

Geometricky vyznam:

Grafy funkci f a f~' jsou soumérné sdruzené podle pfimky y = x (osy
[. a lll. kvadrantu).

@ Naptiklad funkce f: y = x> — 1 je prosta na M = (0, +-c0),
F(M) = (1, +00).

@ Inverzni funkce ' je definovana na (—1, +o0) a plati x = y? — 1
tl.y=vx+1.

@ Prox e (0,400)je fFlof(x)=+1/(x>—1)+1=Vx2=x,

@ prox e (—1,400) je fof(x) = (\/x+1)‘2 —1=x.

Funkce a funkce k nim inverzni tvofi dvojice funkci navzajem
inverznich, nebot (f~")~" = 1.

@ Existuji i funkce inverzni samy k sobég; graf takové funkce je
soumeérny podle pfimky y = x (napfiklad funkce y = 1/x,
y=a—x,y=Xx).



Funkce inverzni
Nékteré vlastnosti funkci se prenaseji na funkce inverzni.

Véta (o monotdnnosti inverzni funkce)

Je-li funkce f rostouci (klesajici), je funkce ' také rostouci (k/esajl’ci).J

Princip dikazu pro f rostouci:
@ Necht funkce y = f(x) je rostouci:

(X1 < Xx2) = (}’1 =f(x1) <y2= f(Xz))-

@ Je-li y; < y», pak nemuze platit x; > x», protoze z toho by plynulo
y1> Y.

O

v
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RozSifeni pojmu funkce

Pojem funkce se v matematice pouziva i v SirSim pojeti, zejména jako
zobrazeni z néjaké mnoziny M do mnoziny R, C, pfipadné i do jiné
mnoziny.

a) Je-li M mnozina uspofadanych n-tic P = (xq, ..., xp) realnych
Cisel, je funkce y = f(P) realnou funkci n proménnych.
b) Je-li M mnozina (systém) mnozin X, pak Ize definovat riizné
mnoZinové funkce; napriklad:
* Jsou-li mnoziny X € M konecné, definuje se mnozinova funkce n,
kde n(X) je pocet prvki mnoziny X.
* Jsou-li X kfivky resp. rovinné obrazce resp. télesa, definuji se
mnozinové funkce s(X) (délka kfivky) resp. P(X) (obsah — mira
rovinného obrazce) resp. V(X) (objem — mira télesa).
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RozSifeni pojmu funkce

c) Prace s texty.
V souvislosti s poc€itaci vznikla vétsi potfeba prace s texty;
mnozinu vSech textl ozna¢ime T. Pfiklady textovych konstant:
'Praha’, 'JAN HUS’, ”. Apostrofy zde uvedené maji tlohu
omezovacuy, tj, nezapoditavaji se do textu. Prvni z uvedenych
konstant ma tedy 5 znaku, druha konstanta ma 7 znaku (také
mezera mezi slovy je znak) a tfeti konstanta je tzv. prazdny text.
Mezera je jednim ze znaku, takze naptiklad 'Praha’ je jiny text nez
'PrahaV’ (tento text ma 6 znaku; zde 'V’ je znacka mezery), tedy
'Praha’ # 'PrahaV’.
Jsou-li x, y textové proménné na mnoziné T, Ize polozit (dosadit)
napfiklad x :=’Praha’, y :="Zlin’; pak x < y (ij. 'Praha’ < 'Zlin’),
nebot jde o abecedni usporadani. NejoéznéjSi operaci s texty je
spojovani textd. Ma-li napfiklad textova proménna x hodnotu
'PrahaV’ a proménna z hodnotu '4’, pak x + z ="Prahav4’.
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