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Periodi¢nost

Definice

Funkce f se nazyva periodickd <= dp € R, p # 0 tak,
ze Vx € R plati

1) x e D(f) = (x £ p) € D(f),
2) ¥x € D(f) : f(x £ p) = F(x).
Cislo p se nazyva perioda funkce f.

@ Je-li p perioda funkce f, je Yk € Z také Cislo kp periodou funkce f.

@ Nejmensi kladnéa perioda pg, pokud existuje, se nazyva primitivni
(téz zakladni) perioda funkce f.

@ Konstantni funkci zpravidla mezi periodické funkce nepocitame.
Priklady periodickych funkci:

@ y=sinx (po=2n),

@ y=tgx (po=m)
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Periodi¢nost

Uloha
Dokazte, ze
@ funkce y = x — [x] je periodicka s periodou pg = 1 a Ze

@ Dirichletova funkce Y je periodicka a periodou je kazdé racionalni
Cislo rlizné od nuly; zde po neexistuije.

Nékdy je uzite€né chapat periodi¢nost jen ,jednostranné“, napriklad
~periodi¢nost vpravo,” tj. tak, Ze v definici misto (X + p) uvazujeme jen
(X 4+ p), kde p > 0.
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Operace s funkcemi

@ Rovnost funkci

o Caste¢né usporadani
@ Zuzeni (restrikce)

@ Algebraické operace
@ Skladéani funkci
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Rovnost funkci:

f=9g <= WyeR: (xy)ef < (x,y)<cg).

Obréaceng, je-li f #g, znamenato, Ze
@ bud D(f) # D(g),
@ nebo 3x’ € D(f) N D(g) tak, ze f(x’) #g(x’).
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Caste&né usporadant:
Je-li F mnozina funkci a jsou-li vSechny funkce definovany na M,

definuje se na F Castecné uspofadani nerovnosti f < g.

Uloha

Definujte nerovnost f < g na M a objasnéte jeji geometricky vyznam.J

Napfiklad funkce y = [x| afunkce y = x + 1 nejsou srovnatelné na
R, alena (0,+oc0) ano.

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednéaska €. 5 23. fijna 2009 6/28



Zuzeni (restrikce) funkce:

@ Méjme funkci f;

@ jejirestrikci nazveme funkci g takovou, Ze:
» D(g) € D(f)
» ana D(g) je g(x) = f(x).
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Algebraické operace:

Pro kazdé x € D(f)nD(g) se definuje

o (f+g)(x)=f(x)+g(x)
o (f—g)(x) =f(x) —g(x),
o (f-g)(x)=f(x)-g(x),
@ (f/g)(x) =f(x)/g(x) (pokud g(x) # 0).
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Skladani funkci:

@ Mé&me funkce f,» anecht H(y) C D(f).

@ Pak slozenou funkci F =f o ¢ definujeme takto:

> | (fop)(x) =flp(x)] | pritemz

» funkci f nazyvame vnéj si funkce a

» funkci ¢ funkce vnitini.
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Skladani funkci:

- Napfiklad ve sloZené funkci
y = sin2x

je vngjsi funkce y = sinu, vnitfni funkce u = 2x.

- Funkce mize byt sloZena i vicekrat, napfiklad

y = esin(3x+l) )
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Skladani funkci:

@ SloZenou funkci miiZzeme vytvorit substituci proménné.

® Mame-li napfiklad funkci y =1 —x adosadime x = sint,
dostavame slozenou funkci  y =1 — sint.

@ Zvlastnim pfipadem slozené funkce je  |f|.

» Vngjsi funkce je vy = |z|,
» vnitfni funkce z = f(x).

Uloha

Zobrazte funkci
y = [x2 —2x|.
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Funkce prosta

Definice
Funkce f se nazyva prosta naM C D(f) <= Vxp,x2 € M plati:

X1 # Xg = f(X1) # f(X2)
anazyvaseprosta <= jeprostanaD(f).

MnoZina M, na niZ je funkce prosta, se nazyva jejim obor em
prostoty.

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednéaska €. 5 23. fijna 2009 12/28



Funkce prosta

—t
1 2
Napfiklad funkce y = x?

@ neni prosta (na svém defini¢nim oboru),
@ ale je prosta tfeba na intervalu (0, +00),

» ktery je jejim oborem prostoty.
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Funkce prosta

Véta (vztah prostoty a ryzi monotdnnosti)
Je-li funkce ryze monotonni na M, je prosta na M.

Dikaz.

Plyne z toho, Ze v definicich rostouci a klesajici funkce mame x; < xo,
z €ehoZ plyne x; # X,, coZ se nachazi v definici prosté funkce.
Stejné i pro funk&ni hodnoty plyne z nerovnosti f(x;) < f(x»), resp.
f(x1) > f(x2) nerovnost f(x;) # f(X2). O

v
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@ Obraceny vztah neplati,
» existuji prosté funkce, které nejsou monoténni,

» napf ikl ad funkce y = 1.

@ Prostota funkce f je zakladnim pfedpokladem pro to, aby
inverzni relace f~! byla zobrazenim a tedy funkci.
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Funkce inverzni

Definice

Inverzni zobrazeni f~' k prosté funkci (naM) f

nazyvame i nverzni funkce.
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Funkce inverzni

@ Je-litedy funkce f prosta, pak k ni existuje funkce inverzni =1 a

plati
xy)ef & (y,x)ef™

pfitom
D(f™') =H(f), H(E)=D()
@ Je-li f prostana M, pak inverzni funkce ma
DEH=tM), H(EH =M.

Na M plati f~1(f(x)) =x ana f(M) plati f(f~1(x)) = x.
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Funkce inverzni

1 2 /1 2
Geometricky vyznam:
Grafy funkci f a f 1

@ jsou soumeérné sdruzené podle pfimky vy = x

(osy 1. a lll. kvadrantu).

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednéaska €. 5 23. fijna 2009 18/28



Funkce inverzni

@ Napfiklad funkce
f:y=x>-1

je prostana M = (0, +00), f(M) = (-1, 400).
@ Inverzni funkce f~1 je definovana na (-1, +oc) a plati
X=y2—1 t. y=+vx+1.
@ Prox € (0,4+00) je

flof(x)=1/(xX2—1)+1=Vx2 =x,

@ prox € (—1,+0) je

fofl(x) = (m)z _1=x.
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Funkce inverzni

@ Funkce a funkce k nim inverzni tvofi dvojice funkci navzajem
inverznich, nebot (f 1)~ =f.

@ Existuji i funkce inverzni samy k sobé; graf takové funkce je
soumérny podle pfimky y = x (napfiklad funkce y = 1/x,
y=a—X,Yy =X).
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Funkce inverzni

Nékteré vlastnosti funkci se prenaseji na funkce inverzni.
Véta (o monotonnosti inverzni funkce)

Je-li funkce f rostouci (klesajici), je funkce f 1 také rostouci (klesaj'lci).J

Princip dlikazu pro f rostouct:
@ Necht funkce y = f(x) je rostouci:

(X1 < X2) = (Y1 =f(x1) >y2= f(Xz))-

@ Je-liy; <y,, pak nemiZe platit x; > x,, protoZe z toho by plynulo
Y1 > Y.

O

v
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Elementarni

funkce
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Prehled elementarnich funkci

@ Jde o pojem spiSe historicky nez matematicky.
@ VVymezuje se nékolik (zakladnich) elementarnich funkci a

@ z nich se pomoci kone¢ného poctu algebraickych operaci a
operaci skladani vytvareji dalsi funkce,

@ jeZz byvaji v matematické literatufe nékdy také nazyvany
elementarni funkce.
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Zakladni elementarni funkce:

@ funkce konstantni (y = c);
@ funkce mocninné (y = x" pro libovolnér € R),
(tedy i odmocniny a také nepfiméa amérnost);
@ funkce goniometrické (y = sinXx, cosx, tgXx, cotg x)
a cyklometrické (y = arcsinx, arccos x, arctg x, arccotgx);
@ funkce exponencialni (y =a*,a>0,a#1)
a logaritmické  (y = log, x);
@ funkce hyperbolické (y = shx, chx, thx, cothx)

a hyperbolometrické  (y = argshx, argchx, argth x, argcoth x).
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Algebraické funkce

@ je nazev pro elementarni funkce, které vzniknou

» z funkci konstantnich a
» z funkce f(x) = x

@ uZitim operaci s€itani, odcitani, nasobeni, déleni a odmocrovani.

@ Pokud nepouZijeme operaci odmociovani, dostaneme
algebraické funkce racionalni.

@ Algebraické funkce, které nejsou racionalni, nazyvame
iracionalni.
Zvl&stni pfipady algebraickych funkci:
@ celaracionalni funkce neboli funkce polynomicka (algebraicky
polynom) a
@ lomenaracionalni funkce, patfi mezi nejvyznamnéjsi funkce
studované v matematice.
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Transcendentni funkce

@ Elementarni funkce, které nejsou algebraické, se obvykle nazyvaji
transcendentnf;

@ ze zakladnich elementarnich funkci mezi né patfi funkce
exponencialni,

logaritmické,

goniometrické,

cyklometrické,

hyperbolické a

hyperbolometrické, ale téz

mocninn& funkce s iracionalnim exponentem.

vV VY VY VY VY VvYY
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Vlastnosti elementarnich funkci

@ Elementarni funkce maji velmi rozmanité vlastnosti (napfiklad
pokud jde o omezenost, monotbnnost, paritu, periodi¢nost aj.)

@ a proto spolecné vlastnosti Ize formulovat jen na velmi obecné
arovni.
@ Uvidime zejména, ze

» elementéarni funkce jsou spoijité ve vSech bodech svého defini¢niho
oboru a

» maji derivaci ve vSech vnitfnich bodech svého defini¢niho oboru.

» Derivaci elementarni funkce je opét elementarni funkce.

» Naopak ovSem primitivni funkci k funkci elementarni nemusi byt
funkce elementéarni.
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Priklady funkci, které nejsou elementarni:

@ Dirichletova funkce x(x),

@ funkce sgnx,

@ funkce |[.] ,cela Cast",

@ funkce { .} ,lomena Cast" definovana vztahem {x} = x — [x].
@ Absolutni hodnota.

@ Funkce definované ,po Castech”, jako napfiklad funkce

| —x prox <0,
Y=1 x2 prox > 0.

(Tuto funkci bychom ovSem mohli nazvat ,po ¢astech
elementarni®).
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