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Opakovánı́ z přednášky č. 5

Přehled elementárnı́ch funkcı́
Jde o pojem spı́še historický než matematický.

Vymezuje se několik (základnı́ch) elementárnı́ch funkcı́ a

z nich se pomocı́ konečného počtu algebraických operacı́ a
operacı́ skládánı́ vytvářejı́ dalšı́ funkce,

jež bývajı́ v matematické literatuře někdy také nazývány
elementárnı́ funkce.
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Opakovánı́ z přednášky č. 5

Základnı́ elementárnı́ funkce:
funkce konstantnı́ (y = c);

funkce mocninné (y = x r pro libovolné r ∈ R),

(tedy i odmocniny a také nepřı́má úměrnost);

funkce goniometrické (y = sin x, cos x, tg x, cotg x)

a cyklometrické (y = arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg x);

funkce exponenciálnı́ (y = ax , a > 0, a 6= 1)

a logaritmické (y = loga x);

funkce hyperbolické (y = sh x, ch x, th x, coth x)

a hyperbolometrické (y = argsh x, argch x, argth x, argcoth x).
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Opakovánı́ z přednášky č. 5

Algebraické funkce
je název pro elementárnı́ funkce, které vzniknou

◮ z funkcı́ konstantnı́ch a
◮ z funkce f (x) = x

užitı́m operacı́ sčı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́, dělenı́ a odmocňovánı́.

Pokud nepoužijeme operaci odmocňovánı́, dostaneme
algebraické funkce racionálnı́ .

Algebraické funkce, které nejsou racionálnı́, nazýváme
iracionálnı́ .

Zvláštnı́ přı́pady algebraických funkcı́:

celá racionálnı́ funkce neboli funkce polynomická (algebraický
polynom) a

lomená racionálnı́ funkce, patřı́ mezi nejvýznamnějšı́ funkce
studované v matematice.
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Opakovánı́ z přednášky č. 5

Transcendentnı́ funkce
Elementárnı́ funkce, které nejsou algebraické, se obvykle nazývajı́
transcendentnı́;

ze základnı́ch elementárnı́ch funkcı́ mezi ně patřı́ funkce
◮ exponenciálnı́,
◮ logaritmické,
◮ goniometrické,
◮ cyklometrické,
◮ hyperbolické a
◮ hyperbolometrické, ale též
◮ mocninná funkce s iracionálnı́m exponentem.
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Opakovánı́ z přednášky č. 5

Vlastnosti elementárnı́ch funkcı́
Elementárnı́ funkce majı́ velmi rozmanité vlastnosti (napřı́klad
pokud jde o omezenost, monotónnost, paritu, periodičnost aj.)

a proto společné vlastnosti lze formulovat jen na velmi obecné
úrovni.

Uvidı́me zejména, že
◮ elementárnı́ funkce jsou spojité ve všech bodech svého definičnı́ho

oboru a
◮ majı́ derivaci ve všech vnitřnı́ch bodech svého definičnı́ho oboru.
◮ Derivacı́ elementárnı́ funkce je opět elementárnı́ funkce.
◮ Naopak ovšem primitivnı́ funkcı́ k funkci elementárnı́ nemusı́ být

funkce elementárnı́.
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Opakovánı́ z přednášky č. 5

Přı́klady funkcı́, které nejsou elementárnı́:
Dirichletova funkce χ(x),

funkce sgn x,

funkce [ . ] „celá část“,

funkce { . } „lomená část“ definovaná vztahem {x} = x − [x].
Absolutnı́ hodnota.

Funkce definované „po částech“, jako napřı́klad funkce

y =
{

−x pro x < 0,

x2 pro x ≥ 0.

(Tuto funkci bychom ovšem mohli nazvat „po částech
elementárnı́“).
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a) Mocniny s přirozeným a celým exponentem

b) Odmocniny

c) Mocniny s racionálnı́m exponentem

d) Polynomické funkce

e) Racionálnı́ lomené funkce
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a) Mocniny s přirozeným a celým exponentem

an = a · a · · · · · a
︸ ︷︷ ︸

n-krát

, pro n ∈ N.

∀a, b ∈ R, ∀r , s ∈ N :

(1) ar · as = ar+s,

(2) ar : as = ar−s (pokud a 6= 0, r > s),

(3) (ar )s = ars,

(4) (ab)r = ar br ,

(5)
(a

b

)r
= ar

br (pokud b 6= 0),

(6) ar = br ⇔ a = b (pokud a, b > 0).

K tomu přidejme ještě vlastnosti vyjádřené nerovnostmi

(7) ∀a, b > 0 : ar < br ⇔ a < b,

(8) ∀a > 1, r < s ⇒ ar < as; ∀a ∈ (0, 1), r < s ⇒ ar > as.
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Rozšı́řenı́ pojmu mocnina

Nejprve exponent 0:

Majı́-li zůstat v platnosti výše uvedené vlastnosti (1)–(5), je třeba
podle

(2) ar : as = ar−s (pokud a 6= 0, r > s)

definovat
∀a 6= 0;a0 = 1.

Vlastnost (2) pak platı́ pro r ≥ s a u všech vlastnostı́ se musı́me
omezit na mocniny s nenulovým základem,
nebot’ 00 nenı́ definována.
Vlastnosti
(6) ar = br ⇔ a = b (pokud a, b > 0) a
(7) ∀a, b > 0 : ar < br ⇔ a < b

ovšem pro r = 0 neplatı́.
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Rozšı́řenı́ pojmu mocnina

Exponent — celé čı́slo.

Klı́čovou vlastnostı́ je opět
(2) ar : as = ar−s (pokud a 6= 0, r > s),

podle nı́ž se definuje (položı́me-li r = 0, s = k)

∀a 6= 0,∀k ∈ Z; a−k =
1
ak

.

Vlastnost (2) pak platı́ již bez omezenı́ pro r , s ∈ Z a vlastnost
(7) ∀a, b > 0 : ar < br ⇔ a < b

nabude tvaru

(7’) ∀r > 0,∀a, b > 0 : ar < br ⇔ a < b,
∀r < 0,∀a, b > 0 : ar > br ⇔ a < b.
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b) Odmocniny

Definice
Pro každé přirozené čı́slo n definujeme n-tou odmocninu z
nezáporného čı́sla a jako takové nezáporné čı́slo x, pro něž
platı́ xn = a.

Označenı́: x = n
√

a.

Podle definice tedy
(

n
√

a
)n
= a, napřı́klad

(√
3
)2

= 3.
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Existence n-té odmocniny

se zdá být zřejmá.

Jednoduché přı́klady: 3
√

8 = 2, nebot’ 23 = 8.

Méně zřetelné přı́pady, třeba 3
√

π, je třeba si odpovědět na
otázku,

zda n-tá odmocnina pro každé a ∈ R, a ≥ 0 skutečně existuje a
zda je to jediné čı́slo.

Věta (o existenci a jednoznačnosti n-té odmocniny)
∀n ∈ N, ∀a ∈ R, a ≥ 0 existuje právě jedno čı́slo x ∈ R, x ≥ 0, takové,
že xn = a.
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Základnı́ vlastnosti odmocnin:

Věta
∀a ∈ R, a ≥ 0, ∀m, n, r ∈ N:

1)
(

n
√

a
)m
= n

√
am,

2) nr
√

ar = n
√

a.

Důkaz.

ad 1) Pro levou a pravou stranu rovnosti platı́:
◮ L = xm, kde podle definice xn = a;
◮ po umocněnı́ na m-tou máme xmn = am.
◮ P = y , kde podle definice je yn = am.
◮ Je tedy xmn = yn a z toho xm = y ,

takže L = P.
ad 2) ◮ L = x, kde xnr = ar , což dává xn = a.

◮ P = y , kde yn = a. Tedy xn = yn a z toho x = y ,
tj. L = P.
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c) Mocniny s racionálnı́m exponentem

Vyjdeme ze základnı́ vlastnosti n-té odmocniny z čı́sla a:

xn = a.

Tedy položı́me x = at

a po umocněnı́ na n-tou je a = xn = atn,
tedy tn = 1, t = 1/n.

To vede k definici (∀n ∈ N, ∀m ∈ Z, ∀a ∈ R, a > 0):

a
1
n = n

√
a, a

m
n =

n
√

am.

Vlastnosti mocnin zůstávajı́ zachovány s tı́m, že musı́me uvážit
přı́slušné podmı́nky pro a, b, r , s.
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Mocniny s reálným exponentem

Pojem mocniny lze takto rozšı́řit, ale

mocnina s iracionálnı́m exponentem již nenı́ algebraická funkce.

Definice
Necht’ a ∈ R, a > 0, q ∈ Q′. Pak definujeme

aq = sup
r∈Q, r<q

{ar} .

Výše uvedené vlastnosti mocnin (1)–(6), (7’), (8) platı́ pro libovolné
reálné exponenty.
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1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3

Obrázek: Grafy funkcı́ y = x3, y = x2 a y = x.
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1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3

Obrázek: Grafy funkcı́ y = x, y = x1/2 a y = x1/3.
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d) Polynomické funkce

Jsou dány rovnicı́ y = P(x), kde

P(x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an−1x + an

je algebraický polynom.

Pro a0 6= 0 jde o polynom a tedy i o polynomickou funkci n-tého
stupně; D(f ) = R.

Polynomická funkce obsahujı́cı́ jen liché mocniny x je lichá,

pokud obsahuje jen sudé mocniny x, je sudá.
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Při studiu polynomických funkcı́ se využı́vá poznatků z algebry, která
se algebraickými polynomy zabývá.

Zejména se využı́vá:

- dělenı́ polynomů (se zbytkem),

- rozklad polynomu na součin kořenových činitelů a
nerozložitelných kvadratických polynomů,

- věta o rovnosti polynomů. (Jestliže dva polynomy P, Q nejvýše
n-tého stupně se rovnajı́ v n+ 1 bodech, pak P(x) = Q(x) na R, tj.
oba polynomy majı́ tentýž stupeň a tytéž koeficienty.)
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Mocninná funkce — n sudé

y = xn (s přirozeným exponentem n).

Grafem je parabola n-tého stupně.

sudá funkce, která je pro n ≥ 2

na intervalu (−∞, 0〉 klesajı́cı́ a

na intervalu 〈0,+∞) rostoucı́,

tedy v bodě 0 má minimum, H(f ) = 〈0,+∞),
funkce je konvexnı́ na R.

Při definici inverznı́ funkce se za obor prostoty bere interval
〈0,+∞).
Inverznı́ funkce y = n

√
x je tedy definována na intervalu 〈0,+∞) a

stejný je i obor hodnot.
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Mocninná funkce — n liché

y = xn (s přirozeným exponentem n).

lichá funkce,

rostoucı́ na R, H(f ) = R.

Pro n ≥ 3 je f konkávnı́ na (−∞, 0〉 a

konvexnı́ na 〈0,+∞),
v bodě 0 má inflexi.

Ježto f je bijekcı́ R na R, je inverznı́ funkce y = n
√

x definována na
R a má týž obor hodnot.

Z tohoto důvodu je možné a účelné pro lichá n definovat n-tou
odmocninu i ze záporných čı́sel;
napřı́klad 3

√
−8 = −2.
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Konstantnı́ funkce

y = k , kde k je konstanta; H(f ) = {k}

Současně neklesajı́cı́ i nerostoucı́,

sudé (y = 0 je současně i lichá).

V každém bodě majı́ neostré lokálnı́ maximum i neostré lokálnı́
minimum.

Grafem každé konstantnı́ funkce y = k v kartézské soustavě
souřadnic je přı́mka rovnoběžná s osou x, resp. osa x (y = 0).
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Lineárnı́ funkce

y = kx + q, kde k 6= 0, q jsou reálné konstanty.

D(f ) = H(f ) = R. Pro k > 0 rostoucı́, pro k < 0 klesajı́cı́, pro
q = 0 jsou liché.

Grafem přı́mka, jež nenı́ rovnoběžná s osou x ani k nı́ kolmá.

Konstanta k je směrnicı́ přı́mky, tj. k = tg ϕ, kde ϕ je velikost
orientovaného úhlu určeného osou x a touto přı́mkou; zpravidla
bereme ϕ ∈

(
−π

2 , π

2

)
.

Parametr q znamená úsek na ose y .

Pro q = 0 se lineárnı́ funkce nazývá též přı́má úměrnost, grafem
je přı́mka procházejı́cı́ počátkem.

lineárnı́ funkce jsou ryze monotonnı́, jsou i prosté.

Funkce inverznı́ jsou opět lineárnı́. Funkce y = a − x a funkce
y = x jsou samy k sobě inverznı́.
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Kvadratické funkce

Jsou dány rovnicı́
y = ax2 + bx + c,

kde a 6= 0, b, c jsou konstanty; D(f ) = R, H(f ) je pro a > 0 interval
typu 〈m,+∞), pro a < 0 je to interval typu (−∞, m〉, kde m je minimum
resp. maximum funkce f . Tohoto ostrého lokálnı́ho extrému nabývá
funkce f v bodě x0 = − b

2a . Grafem každé kvadratické funkce v
kartézské soustavě souřadnic je (kvadratická) parabola; pro funkci
y = ax2 je jejı́ vrchol v počátku soustavy souřadnic.
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e) Racionálnı́ lomené funkce

Jsou to funkce dané rovnicı́

y =
P(x)
Q(x)

,

kde P(x), Q(x) jsou polynomy. Je-li stupeň čitatele většı́ nebo roven
stupni jmenovatele, dovedeme racionálnı́ lomenou funkci vyjádřit ve
tvaru

y = S(x) +
R(x)
Q(x)

,

kde S(x) je podı́l a R(x) je zbytek při dělenı́ P(x)
Q(x) .Tato úprava (které se

řı́ká „snı́žit stupeň čitatele pod stupeň jmenovatele“) se použı́vá při
integraci racionálnı́ch funkcı́.
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Racionálnı́ lomené funkce

Úloha

Je dána funkce y =
x3 − 5x2 + 8x − 7

x2 + 3
. Proved’te snı́ženı́ stupně

čitatele pod stupeň jmenovatele.

Řešenı́.

Po provedeném dělenı́ dostaneme y = x − 2+
3x − 1
x2 + 3

.
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Racionálnı́ lomené funkce

Úloha

Je dána funkce y =
x5 − 1
x2 + 1

. Proved’te snı́ženı́ stupně čitatele pod

stupeň jmenovatele, aniž provedete klasické dělenı́.

Řešenı́.
V čitateli vhodné členy přičı́táme a odčı́táme a zlomek rozdělı́me na

vı́ce zlomků. Dostaneme y = x3 − x +
x − 1
x2 + 1

.
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Lineárnı́ lomené funkce

Jsou to funkce s rovnicı́

y =
ax + b
cx + d

,

kde a, b, c, d jsou reálné konstanty, přičemž platı́
∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
6= 0; D(f ) = R \

{

−d
c

}

.

Jsou prosté,

grafem je rovnoosá hyperbola.

Inverznı́ funkce jsou též lineárnı́ lomené.

Zvláštnı́m přı́padem je nepřı́má úměrnost y =
a
x

, která je sama

k sobě inverznı́.
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Goniometrické funkce

Funkce cyklometrické

Exponenciálnı́ funkce

Logaritmické funkce

Funkce hyperbolické a hyperbolometrické
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Goniometrické funkce

Pravoúhlé trojúhelnı́ky — definice goniometrických funkcı́ ostrého úhlu.

a

b

c

α

A

B

C

Obrázek: Pravoúhlý trojúhelnı́k

Definice

sin α =
a
c

, cos α =
b
c

, tg α =
a
b

, cotg α =
b
a

.
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Goniometrické funkce

Tato definice pracuje zpravidla s úhly v mı́ře stupňové.
Odsud

tg α =
sin α

cos α
, cotg α =

cos α

sin α
.

Z △ABC dále plyne:

sin(90◦ − α) = cos α, cos(90◦ − α) = sin α, sin2 α+ cos2 α = 1,

tg(90◦ − α) = cotg α.
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Zvláštnı́ hodnoty

Některé zvláštnı́ hodnoty goniometrických funkcı́ lze odvodit (při
použitı́ Pythagorovy věty)

- z rovnostranného trojúhelnı́ku s výškou:

sin 30◦ =
1
2
, sin 60◦ =

√
3

2
,

tg 30◦ =

√
3

3
, tg 60◦ =

√
3.

(podobně pro „kofunkce“ cos α a cotg α).

- ze čtverce s úhlopřı́čkou:

sin 45◦ = cos 45◦ =

√
2

2
, tg 45◦ = cotg 45◦ = 1.
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Zvláštnı́ hodnoty

Když α roste od 0◦ do 90◦,

tak funkce sinus roste od 0 do 1,

funkce tangens roste od 0 do +∞,

funkce kosinus klesá od 1 k 0 a

funkce kotangens klesá od +∞ k 0.

Rozšı́řenı́ funkcı́:

sin 0◦ = 0, cos 0◦ = 1, tg 0◦ = 0, cotg 0◦ nenı́ definován;

podobně

sin 90◦ = 1, cos 90◦ = 0, tg 90◦ nenı́ definován, cotg 90◦ = 0.
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Užitı́ jednotkové kružnice k definici goniometrických
funkcı́

Použı́vánı́ mı́ry obloukové,

přepočet mezi velikostı́ úhlu α v mı́ře stupňové a velikostı́ x v mı́ře
obloukové:

x =
π

180
α, α =

180
π

x.
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Užitı́ jednotkové kružnice k definici goniometrických fcı́

M[xM,yM]

J0

Definice
Je-li O počátek pravoúhlé soustavy souřadnic, J jednotkový bod na
ose x, M(xM , yM) bod na jednotkové kružnici a t velikost orientovaného
úhlu ∠JOM, pak hodnota funkce cos t je definována jako x-ová
souřadnice bodu M, cos t = xM , a hodnota funkce sin t je definována
jako y-ová souřadnice bodu M, sin t = yM .
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Vlastnosti plynoucı́ z definice

D(sin) = D(cos) = R,

H(sin) = H(cos) = 〈−1, 1〉.

∀t ∈ R,∀k ∈ Z;

◮ sin(t + 2kπ) = sin t ,

◮ cos(t + 2kπ) = cos t .
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Vlastnosti plynoucı́ z definice

— znaménka funkcı́ v jednotlivých kvadrantech I, II, III, IV;

— hodnoty funkcı́ pro úhly, pro něž je bod M na některé
souřadnicové ose, tj. pro úhly 0, π

2 , π, 3π

2 , . . . , zejména nulové
body:

sin t = 0 ⇐⇒ t = kπ (∀k ∈ Z),

cos t = 0 ⇐⇒ t = (2k + 1)π2 (∀k ∈ Z);

— paritu funkcı́, tj. ∀t ∈ R:

◮ sin(−t) = − sin t (funkce sinus je lichá),

◮ cos(−t) = cos t (funkce kosinus je sudá);
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Vlastnosti plynoucı́ z definice

– vzorce pro změnu velikosti úhlu o π, tj. ∀t ∈ R:

◮ sin(t ± π) = − sin t ,

◮ cos(t ± π) = − cos t ;

– nerovnost: ∀t ∈ (0,+∞) : sin t < t ;

– parametrické vyjádřenı́ kružnice:

x = r · cos t ,
y = r · sin t ,

t ∈ 〈0, 2π).
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Obrázek: Grafy funkcı́ y = sin x, y = sin 2x, y = 2 sin x a y = cos x.
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Funkce tangens a kotangens

Definice funkcı́ tangens a kotangens vycházı́ z funkcı́ sinus a kosinus.

Definice
∀x 6= (2k + 1)π2 (tedy pro něž cos x 6= 0) definujeme funkci tangens:

tg x =
sin x
cos x

,

∀x 6= kπ (tedy pro něž sin x 6= 0) definujeme funkci kotangens:

cotg x =
cos x
sin x

.
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Vlastnosti funkcı́ tg x a cotg x:

D(tg) = R \
{

(2k + 1)
π

2
; k ∈ Z

}

; H(tg) = R.

D(cotg) = R \ {kπ; k ∈ Z} ; H(cotg) = R.
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Vlastnosti funkcı́ tg x a cotg x:

— znaménka funkcı́ v jednotlivých kvadrantech I, II, III, IV;

— hodnoty funkcı́ pro úhly 0, π

2 , π, 3π

2 , 2π, zejména nulové
body:

tg 0 = tg π = 0, cotg
π

2
= cotg

3π

2
= 0;

— paritu funkcı́, tj. ∀x ∈ D(f ):

tg(−x) = − tg x, cotg(−x) = − cotg x (funkce liché);

— periodičnost funkcı́: ∀x ∈ D(f ):

tg(x ± π) = − tg x, cotg(x ± π) = − cotg x.
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Obrázek: Grafy funkcı́ y = tg x a y = cotg x.
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Vzorce pro goniometrické funkce:

g(α ± β):
sin(α ± β) = sin α cos β ± cos α sin β;

tg(α ± β) =
tg α ± tg β

1 ∓ tg α tg β
;

g(2α):
cos 2α = cos2 α − sin2 α,

sin 2α = 2 sin α cos α;

g
(α

2

)

:

sin
α

2
=

√

1 − cos α

2
;

sin2 α =
1 − cos 2α

2
, cos

α

2
=

√

1+ cos α

2
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Vzorce pro goniometrické funkce:

g(α)± g(β):

sin α+ sin β = 2 sin
α+ β

2
cos

α − β

2
;

g(α) · g(β):

sin mα · cos nα =
1
2
[sin(m + n)α+ sin(m − n)α] ;

velmi užitečný je vzorec:

1
cos2 α

= 1+ tg2 α.
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Funkce cyklometrické

Pro základnı́ goniometrické funkce se volı́ obory prostoty P,
přičemž obory hodnot H se neměnı́:

◮ sin x : P =
〈

−π

2
,
π

2

〉

, H = 〈−1, 1〉;

◮ cos x : P = 〈0, π〉, H = 〈−1, 1〉;

◮ tg x : P =
(

−π

2
,
π

2

)

, H = (−∞,+∞) = R;

◮ cotg x : P = (0, π), H = (−∞,+∞) = R.

Při definici cyklometrických funkcı́ se vyměnı́ úloha množin P a H.
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Funkce cyklometrické

Při definici cyklometrických funkcı́ se vyměnı́ úloha množin P a H.

Definice
Goniometrické funkce uvažujme na jejich oborech prostoty.

Inverznı́ funkcı́ (s definičnı́m oborem D) k funkci

◮ sin x je funkce arcsin x (arkussinus), D = 〈−1, 1〉;
◮ cos x je funkce arccos x (arkuskosinus), D = 〈−1, 1〉;
◮ tg x je funkce arctg x (arkustangens), D = (−∞,+∞);
◮ cotg x je funkce arccotg x (arkuskotangens), D = (−∞,+∞).

Přitom si uvědomı́me, že pro x ∈ 〈−1, 1〉, a y ∈
〈

−π

2
,
π

2

〉

,

znamenajı́ zápisy y = arcsin x, a x = sin y přesně totéž.
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Funkce cyklometrické

Funkce arcsin x se vyskytuje v úlohách na určenı́ definičnı́ho oboru
funkcı́.

Úloha

Určete definičnı́ obor funkce f : y =
arcsin x√

3x + 2
.

Řešenı́.

Čitatel je definován na intervalu 〈−1, 1〉, jmenovatel na množině
x > −2

3 , tedy na intervalu
(
−2

3 ,+∞
)
. Definičnı́ obor D(f ) je průnikem

obou intervalů, tedy D(f ) =
(
−2

3 , 1
〉
.
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Obrázek: Grafy funkcı́ y = arcsin x, y = arccos x, y = arctg x a y = arccotg x.
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Vlastnosti cyklometrických funkcı́

Jelikož inverznı́ funkce zachovává monotónnost funkce výchozı́, jsou
funkce

arcsin x, arctg x ve svých definičnı́ch oborech rostoucı́,

arccos x a arccotg x jsou klesajı́cı́.
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Vlastnosti cyklometrických funkcı́

Ze vzorců pro funkce goniometrické lze odvodit odpovı́dajı́cı́ vzorce
pro funkce cyklometrické, napřı́klad:

Ježto cos t = sin
(

π

2 − t
)
, dostaneme po dosazenı́ cos t = x, (tedy

i t = arccos x):

x = sin
(π

2
− arccos x

)

=⇒

=⇒ ∀x ∈ 〈−1, 1〉 : arcsin x + arccos x =
π

2
.

Podobně též

∀x ∈ R : arctg x + arccotg x =
π

2
.

Proto se z uvedených cyklometrických funkcı́ použı́vá obvykle vždy jen
jedna z každé dvojice, zpravidla funkce arcsin x a arctg x.
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Vlastnosti cyklometrických funkcı́

Jestliže ve vzorci pro
tg(α+ β)

položı́me
tg α = x, tg β = y ,

tj.
α = arctg x, β = arctg y ,

dostaneme vzorec

arctg x + arctg y = arctg
x + y
1 − xy

.
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Exponenciálnı́ funkce

y = ax , a > 0, a 6= 1

D(f ) = R,

H(f ) = (0,+∞).
Pro a > 1 je rostoucı́.

Pro a < 1 je klesajı́cı́.

Grafu exponenciálnı́ funkce řı́káme exponenciála.

Všechny exponenciály procházejı́ bodem [0;1].

Zvlášt’ důležitá je exponenciálnı́ funkce y = ex ,
označovaná někdy též exp x.
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Obrázek: Grafy funkcı́ y = ex , y =
(

1
e

)x
, y = 2x a y =

(
1
2

)x
.
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Logaritmické funkce

Exponenciálnı́ funkce f : y = ax je pro a > 0 prostá na R,

H(f ) = (0,+∞).
Inverznı́ funkce

f−1 : x = ay ,

— logaritmická funkce o základu a

y = loga x;

D(f−1) = (0,+∞), H(f ) = R.

Hodnotu logaritmické funkce nazýváme logaritmus;

Pro matematickou analýzu je nejdůležitějšı́ logaritmická funkce o
základu e, pro niž máme zvláštnı́ označenı́ ln x = loge x a název
přirozený logaritmus (ln = logaritmus naturalis).
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Vlastnosti logaritmu

(a) Zápis x = ay znamená přesně totéž jako y = loga x.

(b) ∀x ∈ R: loga ax = x, ∀x > 0: aloga x = x.

(c) ∀x ∈ R: ax = ex ln a (nebot’ a = eln a).

Z prostoty exponenciálnı́ch a logaritmických funkcı́ plyne:

(d) aK = aL ⇔ K = L, A = B (> 0) ⇔ loga A = loga B.

V obou přı́padech (d) zı́skáme závěr implikace logaritmovánı́m jejı́ho
předpokladu.
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Vlastnosti logaritmu

Dekadický logaritmus, tj. logaritmus o základu 10, měl dřı́ve
výsadnı́ postavenı́ při numerických výpočtech (použı́vánı́ tabulek
dekadických logaritmů), ale s rozšı́řenı́m kalkulátorů a počı́tačů
toto postavenı́ ztratil.

Všechny logaritmické funkce o základu a > 1 jsou rostoucı́ a jejich
grafy procházejı́ bodem [1;0] na ose x.
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Vlastnosti logaritmu

Mı́sto exponenciálnı́ch funkcı́ y = ax o základu a lze uvažovat jen
exponenciálnı́ funkce y = ekx o základu e.

Podobně na sebe lze převádět logaritmy o různých základech.

Převodnı́ vztahy lze odvodit napřı́klad takto (uvažujme logaritmus
přirozený a logaritmus o základu a):

Rovnost x = aloga x logaritmujeme při základu e a dostaneme
ln x = ln a · loga x.

Jestliže logaritmujeme rovnost x = eln x při základu a, dostaneme
loga x = loga e · ln x.

Z vlastnostı́ exponenciálnı́ch funkcı́ plynou ihned vlastnosti funkcı́
logaritmických:

∀x1, x2 > 0: loga(x1 · x2) = loga x1 + loga x2;

∀x1, x2 > 0: loga(x1 : x2) = loga x1 − loga x2;

∀x > 0, ∀m ∈ R: loga(x
m) = m · loga x.
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Obrázek: Grafy funkcı́ y = ln x, y = log1/e x, y = log2 x a y = log1/2 x.
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Funkce hyperbolické a hyperbolometrické

Hyperbolické funkce patřı́ mezi elementárnı́ funkce a jsou definovány
pomocı́ funkcı́ exponenciálnı́ch takto:

Definice

sh x =
1
2

(
ex −e−x)

, ch x =
1
2

(
ex +e−x)

,

th x =
sh x
ch x

, coth x =
ch x
sh x
;

jsou to hyperbolický sinus, kosinus, tangens a kotangens.

Z definice je vidět, že pro prvnı́ tři z těchto funkcı́ je D(f ) = R (pro th x
to plyne z toho, že ∀x ∈ R: ch x > 0). Lehce zjistı́me, že funkce sh x
má jediný nulový bod pro x0 = 0, takže D(coth) = R \ {0}.
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Obory hodnot a průběh:

H(sh) = R, funkce je rostoucı́;

H(ch) = 〈1,+∞), funkce je klesajı́cı́ na (−∞, 0〉 a rostoucı́ na
〈0,+∞), v bodě 0 má minimum 1.

H(th) = (−1;1), funkce je rostoucı́;
H(coth) = (−∞,−1) ∪ (1,+∞), na intervalu (−∞, 0) funkce klesá
od −1 k −∞, na intervalu (0,+∞) funkce klesá od +∞ k 1.

Pro funkce tangens i kotangens jsou přı́mky y = 1 a y = −1
asymptotami,

asymptotou grafu funkce kotangens je též osa y .

Graf funkce y = a · ch
x
a

v kartézské souřadnicové soustavě se nazývá

řetězovka. Je to křivka, kterou vytvářı́ řetěz (nepružná nit) volně
zavěšený ve dvou bodech.
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Obrázek: Grafy funkcı́ y = sh x, y = ch x, y = th x a y = coth x.
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Vlastnosti hyperbolických funkcı́

majı́ řadu vlastnostı́ velmi podobných vlastnostem funkcı́
goniometrických. Z definice funkcı́ lze odvodit napřı́klad

(a) Funkce sh x, th x, coth x jsou liché, funkce ch x je sudá.

(b) ∀x: ch2 x − sh2 x = 1.

(c) ∀x 6= 0: th x · coth x = 1.

(d) ∀xi ∈ R: sh(x1 ± x2) = sh x1 ch x2 ± ch x1 sh x2.

(e) ∀xi ∈ R: ch(x1 ± x2) = ch x1 ch x2 ∓ sh x1 sh x2.

(f) ∀xi ∈ R: th(x1 ± x2) =
th x1 ± th x2

1 ± th x1 th x2
.

Hyperbolické funkce se vyskytujı́ zejména v aplikacı́ch a také se
použı́vajı́ při výpočtu neurčitých integrálů pomocı́ hyperbolických
substitucı́.
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Funkce hyperbolometrické

Funkce sh x, th x a coth x jsou prosté, u funkce ch x vezmeme za obor
prostoty interval 〈0,+∞).
Pak lze definovat funkce inverznı́ (zvané hyperbolometrické):

- K funkci sh x je inverznı́ funkcı́ funkce argsh x (argument
hyperbolického sinu), D(f ) = H(f ) = R.

- K funkci ch x je inverznı́ funkcı́ funkce argch x (argument
hyperbolického kosinu), D(f ) = 〈1,+∞), H(f ) = 〈0,+∞).

- K funkci th x je inverznı́ funkcı́ funkce argth x (argument
hyperbolické tangens), D(f ) = (−1;1), H(f ) = R.

- K funkci coth x je inverznı́ funkcı́ funkce argcoth x (argument
hyperbolické kotangens), D(f ) = (−∞,−1) ∪ (1,+∞),
H(f ) = R \ {0}.
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Funkce hyperbolometrické

Ježto jsou hyperbolické funkce vyjádřeny pomocı́ exponenciálnı́
funkce, lze hyperbolometrické funkce vyjádřit pomocı́ funkce
logaritmické, napřı́klad:

argsh x = ln
(

x +
√

x2 + 1
)

, argth x =
1
2

ln
1+ x
1 − x

.
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Obrázek: Grafy funkcı́ y = argsh x, y = argch x, y = argth x a y = argcoth x.
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