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Opakovani z prednasky ¢. 5

Pfehled elementarnich funkci

@ Jde o pojem spiSe historicky neZ matematicky.
@ VVymezuje se nékolik (zakladnich) elementarnich funkci a

@ z nich se pomoci kone¢ného poctu algebraickych operaci a
operaci skladani vytvareji dalsi funkce,

@ jeZ byvaji v matematické literatufe nékdy také nazyvany
elementéarni funkce.
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Opakovani z prednasky ¢. 5
Zakladni elementarni funkce:
@ funkce konstantni (y = c);
@ funkce mocninné (y = x" pro libovolnér € R),
(tedy i odmocniny a také nepfima iameérnost);
@ funkce goniometrické (y = sinx, cosXx, tgXx, cotgXx)
a cyklometrické (y = arcsinx, arccosx, arctg x, arccotgx);
@ funkce exponencialni (y =a*,a>0,a#1)
a logaritmické  (y = log, X);
@ funkce hyperbolické (y = shx, chx, thx, cothx)

a hyperbolometrické  (y = argshx, argchx, argth x, argcoth x).
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Opakovani z prednasky ¢. 5

Algebraické funkce

@ je nazev pro elementarni funkce, které vzniknou

» z funkci konstantnich a
» z funkce f(x) = x

@ uZitim operaci s€itani, odcitani, nasobeni, déleni a odmocrovani.

@ Pokud nepouZijeme operaci odmocinovani, dostaneme
algebraické funkce racionalni.

@ Algebraické funkce, které nejsou racionalni, nazyvame
iracionalni.
Zvlastni pfipady algebraickych funkci:
@ celaracionalni funkce neboli funkce polynomicka (algebraicky
polynom) a

@ lomenaracionalni funkce, patfi mezi nejvyznamnéjsi funkce
studované v matematice.
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Opakovani z prednasky ¢. 5

Transcendentni funkce

@ Elementarni funkce, které nejsou algebraické, se obvykle nazyvaji
transcendentni;

@ ze zakladnich elementarnich funkci mezi né patfi funkce
exponencialni,

logaritmické,

goniometrické,

cyklometrické,

hyperbolické a

hyperbolometrické, ale téz

mocninn& funkce s iracionalnim exponentem.

vV VY vy VY VvV VY
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Opakovani z prednasky ¢. 5

Vlastnosti elementarnich funkci

@ Elementarni funkce maji velmi rozmanité vlastnosti (napfiklad
pokud jde o omezenost, monotbnnost, paritu, periodi¢nost aj.)

@ a proto spolecné vlastnosti Ize formulovat jen na velmi obecné
arovni.
@ Uvidime zejména, ze

» elementéarni funkce jsou spoijité ve vSech bodech svého defini¢niho
oboru a

» maji derivaci ve vSech vnitfnich bodech svého defini¢niho oboru.

» Derivaci elementarni funkce je opét elementarni funkce.

» Naopak ovSem primitivni funkci k funkci elementarni nemusi byt
funkce elementarni.
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Opakovani z prednasky ¢. 5

Priklady funkci, které nejsou elementarni:

@ Dirichletova funkce x(x),

@ funkce sgnx,

@ funkce |[.] ,cela Cast",

@ funkce { .} ,lomené ¢ast" definovana vztahem {x} = x — [x].
@ Absolutni hodnota.

@ Funkce definované ,po Castech”, jako napfiklad funkce

| —=x prox <0,
Y=1 x2 prox > 0.

(Tuto funkci bychom ovSem mohli nazvat ,po ¢astech
elementarni®).

Jifi FiSer (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MMANL1 Pfednaska ¢. 6 30. fijna 2009

7167



Algebraické funkce

a) Mocniny s pfirozenym a celym exponentem
b) Odmaocniny

¢) Mocniny s racionalnim exponentem

d) Polynomické funkce

e) Racionalni lomené funkce
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a) Mocniny s pfirozenym a celym exponentem

Va,b € R, Vr,s e N:

(1) a'-as=a'ts,

(2) a':a>=a"S(pokuda #0,r >5s),

(3 (@) =a",

(4) (ab)" =a"b",

(5) (8)" = & (pokud b # 0),

(6) " =b" & a=Db (pokud a,b > 0).

K tomu pfidejme jesté vlastnosti vyjadfené nerovnostmi

(7) Va,b >0:a" <b" < a<b,

8) Vva>1lr<s=a <a® Vae(0,1),r<s=a" >a°.
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RozSifeni pojmu mocnina

Nejprve exponent O:

@ Maji-li zlstat v platnosti vySe uvedené vlastnosti (1)—(5), je tfeba
podle

(2) a":a>=a""° (pokuda#0,r >5s)

definovat
Va # 0;a° = 1.

@ Vlastnost (2) pak plati pror > s a u vSech vlastnosti se musime
omezit na mocniny s nenulovym zakladem,
nebot 0° neni definovana.
@ Vlastnosti
(6) 8" =b" < a=Db (pokud a,b > 0)a
(7) Va,b>0:a" <b" s a<hb

ovSem pro r = 0 neplati.
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RozSifeni pojmu mocnina

Exponent — celé Cislo.
@ KliCovou vlastnosti je opét
(2) a":a>=a""° (pokuda #0,r >s),
podle niz se definuje (polozime-lir = 0, s = k)

1
. -k _
Va#£0,vkeZ; a =

@ Vlastnost (2) pak plati jiz bez omezeni pror,s € Z a vlastnost
(7) Va,b>0:a"<b"=a<b
nabude tvaru

(7) vr >0,Va,b>0: a"<b" & a<hb,
Vr<0,vVa,b>0: a" >b" & a<h.

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednéska €. 6 30. fijna 2009

11/67



b) Odmocniny

Definice

Pro kaZzdé pfirozené €islo n definujeme  n-tou odmocninu  z
nezaporného Cisla a jako takové nezaporné €islo x, pronéz
plati x" =a.

Oznacdeni: x = Va.

2
Podle definice tedy (¥a)" =a, napfiklad <\/§> =3.
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Existence n-té odmocniny

@ se zd4 byt zfejma.

@ Jednoduché priklady: /8 =2, nebot 23 =8.

@ Méné zfetelné pfipady, tfteba ¥/m, je tfeba si odpovédét na
otazku,

@ zda n-td odmocnina pro kazdé a € R, a > 0 skuteCné existuje a
zda je to jediné cislo.

Véta (o existenci a jednoznacnosti n-té odmocniny)

vn € N, Va € R, a > 0 existuje pravé jedno €islo x € R, x > 0, takové,
Ze x" =a.
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Zakladni vlastnosti odmocnin:
Véta
VaeR,a>0,vVm,n,r € N:

1) (Va)" = Vam,

2) Va = ya.

Dikaz.

ad 1) Pro levou a pravou stranu rovnosti plati:

L =x™M, kde podle definice x" = a;

po umocnéni na m-tou mame x™ =a™.
P =y, kde podle definiceje y"=a".
Jetedy x™=y" aztoho xM=y,

takze L = P.
ad 2) L=x, kde x"™=a", cozdava x"=a.
P=y, kde y"=a. Tedy x"=y" aztoho x=v,
t.L=P
30. fijna 2009
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¢) Mocniny s racionalnim exponentem

@ Vlyjdeme ze z&kladni vlastnosti n-té odmocniny z Cisla  a:
X" =a.

@ Tedy polozime x = a'
a poumocnéninan-touje a=x"=a",
tedy th=1,t=1/n.

@ To vede k definici  (Vn € N,Vm € Z, Va € R, a > 0):

1 m
an = v/a, an =vam.

@ Vlastnosti mocnin zlstavaji zachovany s tim, Ze musime uvazit
pfislusné podminky pro a, b, r, s.
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Mocniny s readlnym exponentem

@ Pojem mocniny Ize takto rozsifit, ale
@ mocnina s iracionalnim exponentem jiz neni algebraicka funkce.

Definice
NechtaeR,a>0,q € Q. Pakdefinujeme

al= sup {a'}.
reQ,r<q

VySe uvedené vlastnosti mocnin (1)—(6), (7"), (8) plati pro libovolné
realné exponenty.
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-3 1

Obrazek: Grafy funkciy = x3,y — x“ ay = x.
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-3 1

Obréazek: Grafy funkciy = x,y = x"/?ay = x%/3,
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d) Polynomické funkce

@ Jsou dany rovniciy = P(x), kde
P(x) = apx" +a;x"1 + ... +a,_1x +a,

je algebraicky polynom.

@ Pro ag # 0 jde o polynom a tedy i o polynomickou funkci n-tého
stupng; D(f) = R.

@ Polynomicka funkce obsahujici jen liché mocniny x je lich4,

@ pokud obsahuje jen sudé mocniny X, je suda.
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P¥i studiu polynomickych funkci se vyuziva poznatkll z algebry, ktera
se algebraickymi polynomy zabyva.
Zejména se vyuZziva:

- déleni polynomd (se zbytkem),

- rozklad polynomu na soucin kofenovych ¢initeltl a
nerozloZzitelnych kvadratickych polynom,

- véta o rovnosti polynomd. (Jestlize dva polynomy P, Q nejvyse
n-tého stupné se rovnaji v n + 1 bodech, pak P(x) = Q(x) na R, tj.
oba polynomy maji tentyz stupen a tytéz koeficienty.)
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Mocninna funkce — n sudé

y =x" (s pfirozenym exponentem n).
Grafem je parabola n-tého stupné.

@ suda funkce, ktera je pron > 2

@ naintervalu (—oo, 0) klesajici a

@ na intervalu (0, +00) rostouci,

@ tedy v bodé 0 ma minimum, H(f) = (0, +o0),
@ funkce je konvexni na R.

@ P¥i definici inverzni funkce se za obor prostoty bere interval
(0, +00).

@ Inverzni funkce y = ¥/x je tedy definovana na intervalu (0, +-00) a
stejny je i obor hodnot.
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Mocninna funkce — n liché

n

y =x" (s pfirozenym exponentem n).

licha funkce,

rostouci na R, H(f) = R.

Pron > 3 je f konk&vni na (—o0,0) a
konvexni na (0, +o0),

v bodé 0 ma inflexi.

e © ¢ 6 ¢ ¢

Jezto f je bijekci R na R, je inverzni funkce y = {/x definovana na
R a ma tyz obor hodnot.
@ Z tohoto diivodu je mozné a Gcelné pro licha n definovat n-tou

odmocninu i ze zapornych ¢isel;
napfiklad /-8 = —2.
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Konstantni funkce

y =k, kde k je konstanta; H(f) = {k}

@ Soucasné neklesajici i nerostouci,
@ sudé (y = 0 je soucasné i licha).

@ V kazdém bodé maji neostré lokalni maximum i neostré lokalni
minimum.

@ Grafem kazdé konstantni funkce y = k v kartézské soustavé
soufadnic je pfimka rovnobézna s osou X, resp. osa X (y = 0).
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Linearni funkce

y =kx +q, kdek # 0, q jsou realné konstanty.

@ D(f) = H(f) = R. Pro k > 0 rostouci, pro k < 0 klesajici, pro
g = 0 jsou liché.
@ Grafem pfimka, jez neni rovnobézna s osou x ani k ni kolma.

@ Konstanta k je smérnici pfimky, tj. kK = tg ¢, kde ¢ je velikost
orientovaného Uhlu ur€eného osou x a touto pfimkou; zpravidla
bereme p € (-35,5).

@ Parametr g znamena Usek na ose y.

@ Pro g = 0 se linearni funkce nazyva téz pfima umeérnost, grafem
je pfimka prochazejici pocatkem.

@ linearni funkce jsou ryze monotonni, jsou i prosté.

@ Funkce inverzni jsou opét linearni. Funkce y = a — x a funkce
y = X jsou samy k sobé inverzni.
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Kvadratické funkce

Jsou dany rovnici
y = ax? +bx +c,

kde a # 0, b, c jsou konstanty; D(f) = R, H(f) je pro a > O interval
typu (m, +o0), pro a < 0 je to interval typu (—oo, m), kde m je minimum
resp. maximum funkce f. Tohoto ostrého lokalniho extrému nabyva
funkce f v bodé xg = —%. Grafem kazdé kvadratické funkce v
kartézské soustavé souradnic je (kvadratickd) parabola; pro funkci

y = ax? je jeji vrchol v pogatku soustavy soufadnic.
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e) Racionalni lomené funkce

Jsou to funkce dané rovnici

P(x)

Q(x)’

kde P(x), Q(x) jsou polynomy. Je-li stupen Citatele vétSi nebo roven
stupni jmenovatele, dovedeme racionalni lomenou funkci vyjadfit ve
tvaru

R(x)

y =S+ ax)

kde S(x) je podil a R(x) je zbytek pfi déleni Exg .Tato Uprava (které se
fika ,snizit stupen Citatele pod stupen jmenovatele”) se pouZziva pfi
integraci racionalnich funkci.
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Racionalni lomené funkce

Uloha
x3 —B5x24+8x —7

_ _ X2 +3
Citatele pod stupef jmenovatele.

Je dana funkcey = . Provedte snizeni stupné

Reseni.
, o 3x -1
Po provedeném déleni dostanemey = x — 2 + 213
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Racionalni lomené funkce

Uloha
5

X
Je dana funkce y =
y x24+1

stupen jmenovatele, aniZ provedete klasické déleni.

. Provedte snizeni stupné Citatele pod

Reseni.
V Citateli vhodné Cleny prficitame a odcitame a zlomek rozdélime na
. o 3 Xx—=1
vice zlomku. Dostaneme y = x* — X + — . O
x4 +1

v
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Linearni lomené funkce

Jsou to funkce s rovnici

_ax+b
Y=t d
kde a, b, ¢, d jsou realné konstanty, pficemz plati
ab d
c d ‘7&0, D(f)_R\{—C}.

@ Jsou prosteé,
@ grafem je rovnoosa hyperbola.
@ Inverzni funkce jsou téz linearni lomené.

S ) o a L
@ Zvlastnim pfipadem je nepfima Gmeérnost y = o ktera je sama
k sobé inverzni.
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Transcendentni funkce

Goniometrické funkce
Funkce cyklometrické

o
°

@ Exponencialni funkce
@ Logaritmické funkce
)

Funkce hyperbolické a hyperbolometrické
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Goniometrické funkce

Pravouhlé trojahelniky — definice goniometrickych funkci ostrého Ghlu.

Cc

\(x

b

Obrazek: Pravouhly trojahelnik

Definice

sin 8 cos b t cot b
o= — o= — o = o= —.
C7 C? g Y g a

oo
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Goniometrické funkce

Tato definice pracuje zpravidla s Ghly v mife stupfové.
Odsud

Cos
a= , colga = ————.
CoS sina

Z ANABC dale plyne:

sin(90° — a) = cosa, ¢€os(90° — ) =sina, sin?a+cos?a =1,

tg(90° — «) = cotg a.
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Zvlastni hodnoty

Neékteré zvlastni hodnoty goniometrickych funkci Ize odvodit (pfi
pouziti Pythagorovy véty)

- z rovnostranného trojahelniku s vyskou:

o 1 V3
sin 30 =5 sin 60 =5
tg30°:‘f, tg60° = /3.

(podobné pro ,kofunkce” cos « a cotg «).
- ze Ctverce s Uhlopfickou:

V2
2 9

sin45° = cos45° = tg45° = cotg45° = 1.
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Zvlastni hodnoty

Kdyz « roste od 0° do 90°,

@ tak funkce sinus roste od 0 do 1,
@ funkce tangens roste od 0 do +oo,
@ funkce kosinus klesaod 1 k0 a
@ funkce kotangens klesa od +oc k 0.
Rozsifeni funkci:
sin0° =0, cos0°=1, tg0°=0, cotg0° nenidefinovan;
podobné

sin90° =1, co0s90° =0, tg90° nenidefinovan, cotg90° =0.

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednéska €. 6 30. fijna 2009 34/67



Uziti jednotkové kruznice k definici goniometrickych
funkci

@ PouZivani miry obloukové,

@ prepocet mezi velikosti Ghlu o v mife stupriové a velikosti x v mife
obloukové:

T 180
X=-—a, a="—X.

180 T
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Uziti jednotkové kruznice k definici goniometrickych fci

K ; M x,y4]

Definice

Je-li O pocatek pravolhlé soustavy soufadnic, J jednotkovy bod na
ose X, M(xv,Yywm) bod na jednotkové kruznici a t velikost orientovaného
Ohlu ZJOM, pak hodnota funkce cost je definovana jako x-ova
soufadnice bodu M, cost = xy;, a hodnota funkce sint je definovana

jako y-ova souradnice bodu M, sint = yy,.
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Vlastnosti plynouci z definice

@ D(sin) = D(cos) =R,
@ H(sin) = H(cos) = (—1,1).
o Vt e R,VKk € Z;

> sin(t + 2kn) = sint,

» cos(t + 2km) = cost.
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Vlastnosti plynouci z definice

— znanenka funkci v jednotlivych kvadrantech I, II, 1lI, 1V;

— hodnoty funkci pro Ghly, pro néz je bod M na nékteré

soufadnicové ose, tj. pro thly 0, 7, =, 37” ..., zejména nul ovée

1?1
body:
sint=0 <= t=knr (VkeZ),

cost=0 <= t=(2k+1)5 (VkcZ);
— paritu funkci, t. VteR:

» sin(—t) = —sint  (funkce sinus je licha),

» cos(—t) =cost (funkce kosinus je suda);
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Vlastnosti plynouci z definice

— vzorce pro zménu velikosti uhlu o 7w, t. VteR:
» sin(t + ) = —sint,

» cos(t + ) = —cost;

— nerovnost: Vte (0,+00): sint <t;

— paranetrickée vyjadfeni kruznice:

X =r-cost, te(0,2m).
y =r-sint,
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N

Obrazek: Grafy funkciy = sinx, y = sin2x,y = 2sinx ay = COSX.
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Funkce tangens a kotangens

Definice funkci tangens a kotangens vychazi z funkci sinus a kosinus.
Definice
VX # (2k + 1) 7 (tedy pro néz cos x # 0) definujeme funkci tangens:

B sin X
~ cosx’

VX # k (tedy pro néz sinx = 0) definujeme funkci kotangens:

COS X

CotgXx = — 5
g SIin X
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Vlastnosti funkci tgx a cotg x:

D(tg) =R\ {(2k + 1)g;k € z}; H(tg) = R.

D(cotg) = R\ {km;k € Z}; H(cotg) =R.
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Vlastnosti funkci tgx a cotg x:

— znanenka funkci v jednotlivych kvadrantech I, II, 111, IV;

— hodnoty funkci proahly 0, 7, 7, 2 , 27, zejména nul ove
body:

tg0=tgm =0, cotgg :cotg?’?7r =0;

— paritu funkci, t. vx e D(f):

tg(—x) = —tgx, cotg(—x)= —cotgx (funkce liché);

— periodi ¢nost funkci: Vx e D(f):

tg(x £ ) = —tgXx, cotg(x =)= — cotgx.

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednéska €. 6 30. fijna 2009

43/ 67



NS
|

Obrazek: Grafy funkciy = tgx ay = cotgx.
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Vzorce pro goniometrické funkce:

@ g(a£P):
sin(a & ) = sina cos 3 4+ cos a sin j3;
_ tgaxtgp
@ g(2w)

cos 2a. = cos® a — sin? a,

sin2a = 2sin a cos «;

sin® _ /1—cosa
2 2 ’
sinza—l_cosza cos & — /14 cos«
B 2 ’ 2 2
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Vzorce pro goniometrické funkce:

@ g(a) £9(p):
a+p a—pf

sin sin 3 = 2sin cos :
a+sing > >

@ g(@)-9(B):

: 1. . .
sinma - cosna = 5 [sin(m + n)a + sin(m — n)a] ;
@ velmi uzite€ny je vzorec:

=1+tg%a.

cos?
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Funkce cyklometrické

@ Pro zakladni goniometrické funkce se voli obory prostoty P,
pfiCemz obory hodnot H se neméni:

™ T
§7§>a H - <_1a 1>1

cosx: P={(0,7), H=(-11);

v

sinx : P:<—

v

» tgx: P = (—E,g), H = (—o00,+) = R;

2
cotgx : P =(0,7), H=(—o00,+00)=R.

v

@ P¥i definici cyklometrickych funkci se vyméni Gloha mnoZin P a H.
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Funkce cyklometrické

P¥i definici cyklometrickych funkci se vyméni tloha mnozin P a H.

Definice

@ Goniometrické funkce uvazujme na jejich oborech prostoty.

@ Inverzni funkci (s defini€nim oborem D) k funkci

sinx
COS X
tg x

cotg x

je funkce
je funkce
je funkce

je funkce

arcsin x

arccos x

arctgx  (arkustangens), D = (—o0, +00);

arccotg x

(arkussinus), D = (—1,1);
(arkuskosinus), D = (—1,1);

(arkuskotangens), D = (—oo, +00).

v

@ Pfitom si uvédomime, Zepro x € (—1,1),a y € <—7r 7r>,

22

znamenaji zapisy y = arcsinx, a x =siny presné totéz.
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Funkce cyklometrické

Funkce arcsinx se vyskytuje v tlohach na ur€eni defini¢niho oboru
funkci.

Uloha
arcsin x
Urcete definiéni obor funkce f :y = ——.
/ V33X + 2

Reseni.

Citatel je definovan na intervalu (—1,1), jmenovatel na mnozZiné

X > —%, tedy na intervalu (—%,-i-oo). Defini¢ni obor D(f) je prlnikem
obou intervald, tedy D(f) = (—3,1). O

v
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Obrazek: Grafy funkciy = arcsinx, y = arccosx, y = arcigx ay = arccotg x.
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Vlastnosti cyklometrickych funkci

JelikoZ inverzni funkce zachovava monotonnost funkce vychozi, jsou
funkce

@ arcsinx, arctgx ve svych defini¢nich oborech rostouci,

@ arccosx a arccotgx jsou klesajici.

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednéska €. 6 30. fijna 2009 51/67



Vlastnosti cyklometrickych funkci

Ze vzorcl pro funkce goniometrické Ize odvodit odpovidajici vzorce
pro funkce cyklometrické, napfiklad:
@ JeZto cost = sin (% — t), dostaneme po dosazeni cost = X, (tedy
it = arccosx):

X = sin (g — arccos x) —
= Wxe(-1,1): arcsinx + arccosx = g
@ Podobné téz

¥x € R: arctgx + arccotgx = g

Proto se z uvedenych cyklometrickych funkci pouZiva obvykle vzdy jen
jedna z kazdé dvoijice, zpravidla funkce arcsinx a arctgx.
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Vlastnosti cyklometrickych funkci

Jestlize ve vzorci pro
tg(o + )
poloZime
lga =X, 1g ﬂ =Y,
tj.
o =arctgx, [ =arctgy,

dostaneme vzorec

X+Yy

arctgx + arctgy = arctg 1
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Exponencialni funkce

y=2a* a>0a#l

D(f)
H(f)

) R,

° (0, 400).

@ Pro a > 1 je rostouci.
@ Pro a < 1 je klesajici.
)

)

)

Grafu exponencialni funkce fikame exponenciala.
V8echny exponenciély prochéazeji bodem [0; 1].
Zvlast dilezita je exponencialni funkce y = e*,
oznacovana nékdy téz exp x.
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Logaritmické funkce

@ Exponenciélni funkce f : y = a@* je pro a > 0 prosta na R,
® H(f) = (0,+00).
@ Inverzni funkce

fl:x=a,

— logaritmicka funkce o zékladu a
y =log, X;

D(f 1) =(0,40), H(f)=R.

@ Hodnotu logaritmické funkce nazyvame logaritmus;

MM ws

zakladu e, pro niz mame zvlastni oznaceni Inx = log, X a nazev
pfirozeny logaritmus (In = logaritmus naturalis).
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Vlastnosti logaritmu

(a) Zapis x = a¥ znamena presné totéz jako y = log, X.
(b) ¥x € R:log, @ = x, V¥x > 0:al%%X = x.

(c) Vx € R: a* = e*"2 (nebot a = e'"?).

Z prostoty exponencialnich a logaritmickych funkci plyne:
(d) ak =at & K=L, A=B(>0) < log,A=log,B.

V obou pfipadech (d) ziskame zavér implikace logaritmovanim jejiho
predpokladu.
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Vlastnosti logaritmu

@ Dekadicky logaritmus, tj. logaritmus o zakladu 10, mél dfive
vysadni postaveni pfi numerickych vypoctech (pouZzivani tabulek
dekadickych logaritm0), ale s rozsifenim kalkulatord a pocitact
toto postaveni ztratil.

@ VSechny logaritmické funkce o z&kladu a > 1 jsou rostouci a jejich
grafy prochéazeji bodem [1; 0] na ose x.
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Vlastnosti logaritmu

Misto exponencialnich funkciy = a* o zakladu a Ize uvaZovat jen
exponencialni funkce y = e o zakladu e.

Podobné na sebe Ize pfevadét logaritmy o rliznych zakladech.

Pfevodni vztahy Ize odvodit napfiklad takto (uvaZzujme logaritmus
pfirozeny a logaritmus o zakladu a):

Rovnost x = a'°%* |ogaritmujeme p¥i zakladu e a dostaneme

Inx =1Ina-log, X.

Jestlize logaritmujeme rovnost x = e'"* pfi zakladu a, dostaneme
log, x =log, e - Inx.

Z vlastnosti exponencialnich funkci plynou ihned vlastnosti funkci
logaritmickych:

VX1, X2 > 0: 10g,(X1 - X2) = l0og, X1 + log, Xz;
VX1, X2 > 0: log,(X1 : X2) = log, X3 — 109, X2;
Vx > 0,Vm € R: log,(x™) = m -log, x.
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Obrazek: Grafy funkciy = Inx,y =109, X,y = log, x ay = log, , .
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Funkce hyperbolické a hyperbolometrické

Hyperbolické funkce patfi mezi elementarni funkce a jsou definovany
pomaoci funkci exponencialnich takto:

Definice
shx:l(ex—e‘x) chx:l(eXJre‘X)
2 ’ 2 ’
sh x chx
th = Shx’ cothx_—h c

jsou to hyperbolicky sinus, kosinus, tangens a kotangens.

Z definice je vidét, Ze pro prvni tfi z téchto funkci je D(f) = R (pro thx
to plyne z toho, Ze ¥x € R: chx > 0). Lehce zjistime, Ze funkce shx
ma jediny nulovy bod pro xo = 0, takZe D(coth) = R\ {0}.
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Obory hodnot a pribéh:

@ H(sh) =R, funkce je rostouci;
® H(ch) = (1, +00), funkce je klesajici na (—oc, 0) a rostouci na
(0,400), v bodé 0 mé& minimum 1.

® H(th) = (—1;1), funkce je rostouci;
H(coth) = (—o0,—1) U (1, +00), na intervalu (—oo, 0) funkce klesa
od —1 k —o0, na intervalu (0, 4+o00) funkce klesa od +o0 k 1.

@ Pro funkce tangens i kotangens jsou pfimkyy =lay = —1
asymptotami,
@ asymptotou grafu funkce kotangens je téZ osa y.

X o e . .
Graf funkcey = a-ch 2 v kartézské soufadnicové soustavé se nazyva

fetézovka. Je to kfivka, kterou vytvari fetéz (nepruzné nit) volné
zavéseny ve dvou bodech.
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Obrazek: Grafy funkciy = shx,y =chx,y =thx ay = cothx.
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Vlastnosti hyperbolickych funkci

maji fadu vlastnosti velmi podobnych viastnostem funkci
goniometrickych. Z definice funkci Ize odvodit napfiklad

(a) Funkce shx, thx, cothx jsou liché, funkce chx je suda.

(b) ¥x: ch®x —sh?x = 1.

(c) ¥x #£0: thx -cothx = 1.

(d) ¥xi € R: sh(xy £X2) = shx; chxy £ chxy shx,.

() Wxi € R: ch(xy £ X2) = chxy chxy F shx; shx,.

(f) ¥xi € R: th(xq = Xp) = m

Hyperbolické funkce se vyskytuji zejména v aplikacich a také se
pouzivaji pfi vypoctu neurditych integraldi pomoci hyperbolickych
substituci.
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Funkce hyperbolometrické

Funkce shx, thx a cothx jsou prosté, u funkce chx vezmeme za obor
prostoty interval (0, +00).
Pak Ize definovat funkce inverzni (zvané hyperbolometrické):
- K funkci shx je inverzni funkci funkce argsh x (argument
hyperbolického sinu), D(f) = H(f) = R.
- K funkci ch x je inverzni funkci funkce argch x (argument
hyperbolického kosinu), D(f) = (1, +o0), H(f) = (0, +00).
- K funkci th x je inverzni funkci funkce argth x (argument
hyperbolické tangens), D(f) = (—1;1), H(f) = R.
- K funkeci coth x je inverzni funkci funkce argcoth x (argument
hyperbolické kotangens), D(f) = (—o0, —1) U (1, +00),
H(f) =R\ {0}.
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Funkce hyperbolometrické

Jezto jsou hyperbolické funkce vyjadfeny pomoci exponencialni
funkce, Ize hyperbolometrické funkce vyjadfit pomoci funkce
logaritmické, napfiklad:

1 1+x
argsh :In( 2 1) argthx = = In )
gshx X+ Vx24+1), gth x ST —
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Obrazek: Grafy funkciy = argshx, y = argchx, y = argthx ay = argcoth x.
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