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Limita funkce

vvvvvv

@ Na pojmu limita jsou zalozeny dal$i vyznamné pojmy, jako je
> spojitost,
» derivace funkce,
» Riemanndv integral,
» délka kfivky a dalsi.
@ S pfimym praktickym pouzitim limity se setkdme pfi vySetfovani
prabéhu funkce, napfiklad pfi zjiStovani asymptot grafu funkce.
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Limita funkce podle Heineho

Problém limity funkce se prevede na (jiz znamy) problém limity
posloupnosti.

Definice (limita funkce podle Heineho)
@ Necht xo je hromadnym bodem D(f).

‘. limita funkce f v bodé xg I
@ Cislo a nazveme =

pro kaZdou posloupnost {xn},

Xn € D(f), Xn# X0, Xn— Xo, plati  f(x,) — a.

XIT}O f(x) = a.

@ Piseme
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Limita funkce podle Heineho

Definice (jednostranna limita funkce podle Heineho)
@ Necht xy je levym (pravym) hromadnym bodem D(f).

. limita zleva (. ) funkce f v bodé xg I
@ Cislo a nazveme

—
pro kaZdou posloupnost {x,},

Xn € D(f), Xn < Xp ( ),  Xn— Xo, platif(x,) — a.
@ Piseme
f(xo—) = Xﬂl:g_ f(x)=a ( > .
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Uloha
2

X —
Vypocte lim ——.
ypoctéte  lim ——
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Uloha
2

Vypocté li .
ypoctéte lim ——

Uloha
Vypoctete obé jednostranné limity funkce y = sgnx v bodé 0.
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Uloha

2

Vypocté li .
ypoctéte lim ——

Uloha
Vypoctete obé jednostranné limity funkce y = sgnx v bodé 0.

Uloha

Dokazte, Ze Dirichletova funkce x(x) nema limitu (ani jednostrannou)
v Zadném bodé xy € R.
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Uloha
2

Vypocté li .
ypoctéte lim ——

Uloha
Vypoctete obé jednostranné limity funkce y = sgnx v bodé 0.

Uloha

Dokazte, Ze Dirichletova funkce x(x) nema limitu (ani jednostrannou)
v Zadném bodé xy € R.

Uloha
Vyslovte definici neviastni limity +oc ve viastnim bodé Xxg.
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Definice vlastni limity v nevlastnim bodé +oo

Necht +oo je hromadnym bodem D(f). Cislo Ei nazveme limita

funkce v nevlastnim bodé —

Xn € D(f), xn — +oo, plati f(x,) — a.

pro kazdou posloupnost {x,},

lim f(x)=a.
- X——00
PiSeme

Uloha

Viyslovte definici viastni limity funkce v nevlastnim bodeé —oc a definice
nevlastnich limit v nevilastnich bodech.

~
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Véty o limitach funkci

@ Véty o limitach funkci vyplyvaji na zakladé Heineho definice limity
z vét o limitach posloupnosti.

@ Proto jsou nékteré formulovany velmi podobné.

@ Formulaci uvadime pro vlastni limity ve vlastnich bodech, je vSak
mozné i jejich rozSifeni na ,nevlastni pfipady”.

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednaska €. 7 5. listopadu 2007 7/29



Véty o limitach funkci

Véta
Kazd4 funkce f ma v libovolném bodé x, € R nejvyse jednu limitu. J
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Véty o limitach funkci

Véta
Necht funkce f ma v bodé xy konecnou limitu. Pak existuje okoli P(xg),
v némZz je omezena. (Tedy

IP(xo) 3K,LER Vx e P(x) N D(f): f(x) € (K,L).)
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Véty o limitach funkci

Véta o kladné limité

Necht funkce f ma v bodé xo kone¢nou kladnou (zapornou) limitu. Pak
existuje okoli P(xp), v némz je f kladna (zaporna).
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Véty o limitach funkci

Véta o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu
Necht jsou na M definovany funkce f a g. Necht x, je hromadny bod M
a plati

lim f(x)=a, lim g(x)=b.

X—Xp X—Xo

Pak funkce
f
f+g7 f_g7 fg: a(prOg(X)#()?b#o)
maji limitu

a
5

a+b, a—b, a-b,

Tyto vlastnosti plati pro roz8ifenou realnou osu ve vSech pfipadech,
kdy maji uvedené vyrazy s a, b smysl; napfiklad véta o souctu neplati
pro a = +o00, b = —oc.
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Véty o limitach funkci

Véta o limité rovnosti
Necht na néjakém okoli P(xp) plati f(x) = g(x) a existuje
limyx_x, f(x) = a. Pak téZ limy_.,, g(x) = a.
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Véty o limitach funkci

Véta o limité nerovnosti

Necht na néjakem okoli P(xp) plati f(x) < g(x) a existuji limity obou
funkci v bodé xp.

Pak XIED(O f(x) < lim g(x).

X—Xp
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Véty o limitach funkci

Véta o limité nerovnosti

Necht na néjakem okoli P(xp) plati f(x) < g(x) a existuji limity obou
funkci v bodé xp.

Pak XIED(O f(x) < lim g(x).

X—Xp

Uloha

Na pfikladech ukaZzte, jaky vztah mdZe platit mezi limitami, jestlize na
P(xo) plati ostra nerovnost f(x) < g(x).
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Véty o limitach funkci

Véta o tfech limitach
Necht na néjakem okoli P(xp) plati

f(x) < h(x) < g(x),
pricemz
)(Imo f(x) = leo gx) = a.

Pak existuje i limy_.x, h(x) a je rovna a.
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Véty o limitach funkci

Véta o limité monotonni funkce

Necht bod xj je levym hromadnym bodem mnoziny

M = D(f) N P(xo—) a funkce f je neklesajici na M.

Pak existuje limy_.x,— f(x).

Je-li funkce f na M shora omezena, je tato limita kone€na, neni-li f na
M shora omezen4, je tato limita rovna +oc.

Uloha

Vyslovte podobnou vétu pro nerostouci funkci a dale véty pro pfipad
limity zprava.
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Véty o limitach funkci

Véta
lim f(x) =0 <= lim |f(x)|=0.

X—Xo X—Xo

Véta

)(Imo fx)=a <<= x“_r&) f(x)—a =0

(pro a viastni).
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Véty o limitach funkci

Véta
Necht xq je oboustrannym hromadnym bodem D(f). Pak nasledujici
A
dva vyroky jsou
limy_x, f(X)
A: Existuje — a je rovna

limy—x,— f(X), limy_x,+ f(X)
B: Existuji o — a obé jsou rovny
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Vety o limitach funkci

Véta
Necht' xq je oboustrannym hromadnym bodem D(f). Pak nasledujici
ok i
ava vyroky jsou
limy_x, f(X)
A: Existuje — a je rovna

limy—x,— f(X), limx_x,+ f(X)
B: Existuji o — a obé jsou rovny

Uloha

Uzitim pfedchozi véty dokazte, Ze funkce y = x + x’ nema limitu v
bodé xy = 0.

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) 5. listopadu 2007 14/29




Véty o limitach funkci

Véta
Necht' na néjakém P(xy) plati f(x) > 0. Pak
1) leo f(x) =0<= limy_y, 0

5 = +o0,

: : 1
2) x“ﬂ}o f(x) =400 <= leo e 0.
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Vety o limitach funkci

Véta

lim f(x) =a#0, x”f)'( agx)=0

a v néjakém okoli P(xy) plati

sgng(x) =sgna | ].
im 8 i o).
=0 g(x)
Pakplat/
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Véty o limitach funkci

Véta
Necht xo je hromadnym bodem D(f - g), limx_., f(x) = 0 a g je funkce
omezena. PakXIirr)( f(x)-g(x)=0.

—X0
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Véta o limité slozené funkce

Méjme slozenou funkci
Necht

) C D(¢ I P(x0)) C D(f I
@ 3 okoli tak, Zze

I|m

X— X
(2 ) - jako _

b= )I(ima f(x)
o Ei je hromadnym bodem D(f) a existuje )
(%) . neni hromadnym bodem mnoZiny ({x € P(xp); = a}]
~ |limita slozené funkce fo ¢ v bodé xg I ]
Pak existuje a plati
lim fop(x)=>0b.
X—Xo
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Vypocet limit
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Limity nékterych elementarnich funkci

Uloha

Uzitim véty o tfech limitach dokazte, Ze |lim sin x = 0.

X—

Uloha

DokaZte, Ze lim sinx =sinxg a lim cosx = cos Xp.
X—Xp X—Xo

Uloha

Dokazte, Ze  |lim x" = x{
X—Xp

a Ze pro kazdy polynom je
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Limity elementarnich funkci

Zobecnéni na vSechny elementarni funkce:

Véta
Je-li f elementarni funkce, xo € D(f), pak lim f(x) = f(xp). }

X—Xp

Pouziti této véty nazyvame

vyuziti spojitosti funkce k vypoctu limity I
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Specialni limity:

lim ——~—— =m (pro libovolnd m € R),
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Uloha
DokaZte prvni z vyse uvedenych specialnich limit.
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Uloha
DokaZte prvni z vyse uvedenych specialnich limit.

Uloha

vox, 1. SIN3
Vypoctéte lim nsx
x—0 X
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Uloha
DokaZte prvni z vyse uvedenych specialnich limit.

Uloha

vox, 1. SIN3
Vypoctéte lim nsx
x—0 X

Uloha

o x . 2\
Vypoctéte Xﬂr—Doo (1 + ;) .
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Uloha

Vypoctéte lim 6x° +2x +5
P x—+o0 2X3 + x2 4+ 7

Uloha

Vypoctste lim &2 F2 45
yp X—too 28X+ L 92x 1 7

Uloha

X kde x > 0.

VAT h- VX
h

Vypoctete lim
yp Pl

Uloha

1
Vypoctéte lim x sin —.
'ypoctéte Jim S X
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Limita funkce podle Cauchyho

@ Cauchyho definice limity vyuziva vztahu mezi okolimi.

@ Vyslovime dvé definice.

» Jedna uvazuje okoli ve smyslu topologickém,

» druhd ve smyslu metrickém.
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Limita funkce podle Cauchyho

Definice (limita funkce podle Cauchyho)
Necht xo je hromadnym bodem D(f).

Rikdme, Ze funkce f md v bodé x, limitu a

—

VU(a) FP(xp) Vx:xeD(f)nP(xg) =

Piseme lim f(x) = a.
X—Xp

f(x) € U(a).

Poznamka
Posledni implikaci Ize nahradit inkluzi

F(D(f) N P(xo)) C U(a).
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Limita funkce podle Cauchyho

Definice (limita funkce podle Cauchyho, druha definice)
Necht xy je hromadnym bodem D(f).

Rikdme, Ze funkce f ma v bodé x, limitu a <

Ve>036 >0 tak, Ze Vx: x € D(f) N P(x0,0) = f(x) € U(a,¢).

Piseme lim f(x) = a.
X— X

Poznamka

Zaver definice Ize formalné upravit na jiny tvar s vyuZitim absolutnich
hodnot:

VxeD(f):0<|x—X| <0 = |f(x)—a|l<e.
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Limita funkce podle Cauchyho

Uloha
Znazornéte obsah Cauchyovych definic na obrazku.

Uloha
Vyslovte Cauchyovy definice
@ vlastni limity v nevilastnim bodé,

@ nevlastni limity ve vlastnim bodé a

@ nevlastni limity v nevlastnim bode.
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Limita funkce podle Cauchyho

Véta (Ekvivalence definic limity funkce)
Heineho definice a Cauchyova definice limity funkce jsou ekvivalentni. J

@ Limita funkce dle definice Heineho je tedy pfesné tyz pojem jako
limita funkce podle Cauchyho.

@ Je tu vSak rozdil v jejich pouZziti.
@ Heineho definici pouzivame ¢astéji k vypoctu limit, nebot v této
definici znalost hodnoty limity funkce neni pfedem potfebna,

@ Cauchyovu definici pouzivame €astéji k dukazium, hodnotu limity
musime znat pfedem.
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