Kapitola 1

Spojitost funkce

Spojitost patri k nejuyznamnéjsim vlastnostem funkci. Setkavame se s ni —
jako s poZadovanou vlastnosti funkci — ve vsech castech matematické analyjzy.

1.1 Pojem spojitosti funkce

Intuitivni predstava spojitosti funkce f v bodé xq je spojena s grafem funkce:
graf v tomto bodé ,meni pretrzeny”, funkce je v daném bodé definovana a v malém
okoli bodu zy jsou malé i zmény funkce. Spojitost v bodé je lokdlni vlastnost
funkce.

Definice 1.1.1 (spojitost funkce v bodé).
Rikdme, Ze funkce f je spojitd v bod€ o <

1. je v bodé xy definovdna (tj. xo € D(f)),

2. [je-li xo hromadnym bodem D(f), pak| ezxistuje vlastni lim f(z) a plati

—X0

3. lim f(z) = f(xo).

T—T0

Poznamka 1.1.2. Nékdy se vynechdvd podminka v hranaté zdvorce. Jeji po-
nechdni rozsituje spojitost i do izolovangch bodi D(f) a umozZriuje jednodussi
formulaci nekterych vét.

Uloha 1.1.3. Definujte spojitost v bodé xy zleva a spojitost zprava.
Uloha 1.1.4. Nacrtnéte graf funkce f tak, aby nastaly tyto jevy:
1. v bodé 1 ¢ D(f) md funkce vlastni limitu,
2. v bodé xo & D(f) limita zleva je mensi neZ limita zprava, obé jsou vlastni,

3. v bodé x3 je funkce spojita zleva, limita zprava je mensi neZ limita zleva,
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. v bodé x4 je funkce spojitd zprava a limita zprava je vétsi neZ limita zleva,

v bodé x5 € D(f) md vlastni limitu, kterd je vSak mensi neZ funkéni hod-
nota,

v bodé x¢ € D(f), limita zleva je mensi nez f(xg), limita zprava je vétsi
nez f(xg),

v bodé x7 ¢ D(f) je limita zleva —oo, limita zprava 400,

v bodé xg € D(f) je limita zleva +o0, vlastni limita zprava je mensi nez

f<x8)7

v bodé xg € D(f) md funkce nevlastni limitu +oc.

Definice 1.1.5. Hromadny bod xq definicniho oboru D(f), v némz funkce f neni
spojita, se nazyvd bod mespojitosti funkce f.

Definice 1.1.6 (druhy nespojitosti). Nespojitost v bodé xo se nazyvd

- odstranitelng <—

— f ma v bodé ¢ vlastni limitu,
— ale funkcni hodnota f(xg)

x bud nend definovdna
* nebo nent rovna limiteé;

- neodstranitelna ve vsech ostatnich pripadech nespojitosti.

Neodstranitelnou nespojitost nazveme

- 1. druhu —

— v bodé xy existuji obé jednostranné vlastni limity,

— ale jsou ruzne;

— rozdil limit f(zo+) — f(xo—) (nékdy jen absolutni hodnotu tohoto roz-
dilu) nazgvame skok;

- 2. druhu ve vsech ostatnich pripadech.

Poznamka 1.1.7. Odstranitelnou nespojitost lze odstranit tak, Ze funkci f v bodé
o dodefinujeme nebo predefinujeme tak, aby se funkcéni hodnota rovnala limité
funkce v bodé xg.

Uloha 1.1.8. Rozhodnéte, jakou nespojitost md funkce f z tilohy 1.1.4 v bodech
T aZ Tg.

Uloha 1.1.9. Dokaste, e Dirichletova funkce je nespojitd pro kazdé x € R. Jakd
je to nespojitost?
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Obrazek 1.1: V bodé z; ¢ D(f) méa funkce vlastni limitu (DODEFINOVANIM
ODSTRANITELNA NESPOJITOST).
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Obréazek 1.2: V bodé x5 ¢ D(f) limita zleva je mensi nez limita zprava, obé jsou
vlastni (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).

| N
7

T3 X

Obréazek 1.3: V bodé z3 je funkce spojita zleva, limita zprava je mensi nez limita
zleva (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).
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Obrazek 1.4: V bodé x4 je funkce spojita zprava a limita zprava je vétsi nez limita
zleva (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).
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Obrazek 1.5: V bodé x5 € D(f) méa vlastni limitu, ktera je vSak mensi nez funkéni
hodnota (PREDEFINOVANIM ODSTRANITELNA NESPOJITOST).
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Obrazek 1.6: V bodé x¢ € D(f), limita zleva je mensi nez f(zg), limita zprava je
vétsi nez f(zg) (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).
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Obrazek 1.7: V bodé z7 ¢ D(f) je limita zleva —oo, limita zprava +o0o (NEOD-
STRANITELNA NESPOJITOST DRUHEHO DRUHU).
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Obrazek 1.8: V bodé zg € D(f) je limita zleva 400, vlastni limita zprava je mensi
nez f(zs) (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST DRUHEHO DRUHU).
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Obrazek 1.9: V bodé z¢ € D(f) mé funkce nevlastni limitu +co (NEODSTRANI-
TELNA NESPOJITOST DRUHEHO DRUHU).



Dale uvadime piehled zakladnich vét o spojitosti v bodé g

V pfipadé, ze tento bod je hromadnym bodem D(f), plynou tyto véty z vét
o limitach.

Véta 1.1.10. Jsou-li funkce

o f, g spojité v bodé ¢y a c € R,
pak jsou v tomto bodé spojité teZ funkce

e f+y

e f—-y

«c-f,

* /9

o |f]

e aprog(zg) #0 i g

(Pro soucty, rozdily a souciny plati tato vlastnost pi libovolném konecném poctu
clent resp. ciniteld. )

Véta 1.1.11. Je-li funkce p spojitda v bod€é xo, funkce f spojitd v bodé a = p(xy),
pak sloZend funkce f o ¢ je spojitd v bodé x.

Véta 1.1.12. Je-li funkce [ spojita v bodé xq, pak existuje okoli U(xq) tak, Ze
na D(f)NU(xg) je [ omezend (je to tzv. lokdlni omezenost spojité funkce).

Véta 1.1.13. Necht x¢ je hromadnym bodem D(f), funkce f je spojitd v xo a

f(zo) # 0.
Pak ezistuje okoli U(xy) tak, Ze Vo € R plati

xeU(xg) ND(f) = sgnf(x)=-sgn f(zo).

Véta 1.1.14. Necht g je oboustranny hromadny bod D(f).
Funkce f je spojita v bodé xy <= je v ném spojitd zleva i zprava.
Véta 1.1.15 (Pravidlo e-9). Necht xy je hromadngym bodem D(f).
Funkce f je spojitd v bodeé xy <=
Ve >0 30 > 0 tak, Ze Vo € R plati

z € U(zo,0) N D(f) = [f(z) € (f(0), ).



Poznamka 1.1.16. o Tato vlastnost se téz nazyva Cauchyova definice spoji-
tosti; tedy takto lze definovat spojitost funkce v hromadném bodé D(f) bez
pouZiti pogmu limita.

o V wvedeném pravidle e-9 je ovsem pojem limity fakticky obsaZen, viz pra-
vidlo e=9 pro limitu funkce.

e Podobné ndsledujici vétu lze chdpat jako Heineho definici spojitosti.

Véta 1.1.17. Necht zy je hromadnym bodem D(f).
Funkce f je spojitd v bodé xy <=

vxmxn € D(f)’ Tn — To platl/ f(xn) - f(xO)

Véta 1.1.18. ZAKLADNI ELEMENTARNI FUNKCE JSOU SPOJITE VE VSECH BO-
DECH, V NICHZ JSOU DEFINOVANY.

Uloha 1.1.19. Pro které funkce naleznete dikaz véty 1.1.18 v prikladech pred-
chozi kapitoly?

1.2 Funkce spojité na mnoziné

Spojitost funkce na mnoziné je globalni vlastnosti funkce.
Definice 1.2.1. Rikdme, Ze funkce f je spojité na mnoZiné M C D(f) <
je spojita v kaZdem bode mnoziny M.

Zapis:  f e C(M).

Rikdme, Ze funkce f je spojité <= f je spojitd na D(f).

Poznamka 1.2.2. Je tieba rozlisovat spojitost na D(f) a spojitost na uzdvéru

D(f). Napriklad funkce f :y = 1/x je podle vyse uvedené definice spojitd, nebot
je spojitd na D(f) = (—00,0) U (0,+00), ale neni spojita na mnoziné R = D(f).

Neékdy lze pozadavek na spojitost funkce ponékud ,oslabit* a uvazovat funkce
jen ,po castech spojité“ (viz napiiklad Newtontv vzorec v kapitole Riemanniv
urcity integral).

Definice 1.2.3. Funkce [ se nazyvd po éastech spojita na M <—
e je spojitd ve vsech bodech mnoZiny M
e s vyjimkou konecného poctu bodu M,

— v nichZ je definovand

— a md zde nespojitost 1. druhu



— nebo nespojitost odstranitelnou.

K tomu, abychom mohli spojitosti prakticky vyuzivat, je tfeba se presvédcit,
které z bézné pouzivanych funkci jsou spojité. Predevsim i zde pfirozené plati:

Véta 1.2.4. VSECHNY ZAKLADNI ELEMENTARNI FUNKCE JSOU SPOJITE.

e 7 vlastnosti spojitosti (véty 1.1.10, 1.1.11 a 1.1.18) plyne, Ze jsou spojité i
vsSechny funkce, které ze zakladnich elementarnich funkci dostaneme konec-
nym poctem aritmetickych operaci a skladani funkci.

valu.

Pfitom spojitost na uzavieném intervalu (a,b) znamena, Ze

— f je spojita na (a,b),
— v levém krajnim bodé a je spojita zprava

— a v pravém krajnim bodé b je spojita zleva.

1.3 Vlastnosti funkci spojitych na intervalu

Véta 1.3.1 (1. Weierstrassova véta). Je-li funkce spojitd na intervalu {(a,b), pak
je na tomto intervalu omezend.
Diikaz (sporem). e Kdyby funkce f nebyla omezend na (a, b) (napiiklad shora),
pak by ke kazdému n € N existoval bod z,, € (a,b) tak, ze f(z,) > n.
e Posloupnost {z,} C (a,b) je omezena, takze podle Bolzano—Weierstrassovy

véty existuje vybrand konvergentni podposloupnost {2/, } s limitou z, pro niz
téz f(zl,) > n.

e Proto f(zo) je (podle Heineho definice spojitosti a podle véty o limité ne-
rovnosti)

— jednak +o00

— a jednak realné ¢islo vzhledem ke spojitosti f v kazdém bodé (a,b),
tedy i v xy,

a to je spor.
O

Uloha 1.3.2. Na prikladech ukate, Ze oba predpoklady 1. Weierstrassovy véty
(spojitost funkce a uzavienost intervalu) jsou podstatné pro platnost turzent véty.
Tedy pri narusent nekterého z téchto predpokladi neni nutné splnéno ani tvrzend.



Véta 1.3.3 (2. Weierstrassova véta). Je-li funkce f spojitd na intervalu (a,b),
pak na tomto intervalu nabyvad sveé nejvetsi i nejmensi hodnoty.

Tedy existuji body cy1,co € (a,b) tak, Ze

fler) = max f(z), f(cz) = min f(z).

z€({a,b) z€(a,b)
Diikaz (¢asti o mazimu,). e Podle 1.Weierstrassovy véty je f shora omezena,
takze existuje konecné
sup f(x) =M.
z€{a,b)

e Staci tedy dokézat, Ze existuje ¢; € (a,b) tak, ze f(c;) = M.
e Kdyby takovy bod c; neexistoval, byla by funkce
g(x) = M — f(x)

na (a,b) spojitd a kladna.

1
e Proto i funkce —— by byla na (a, b) spojita,

9(x)
o tedy podle 1. Weierstrassovy véty omezend kladnou konstantou

L:$<L — g(m)>% = f(m)<M—%;

e dostali jsme spor se 2. vlastnosti suprema,
e takZe g(z) nemuze byt stale kladna,

e tedy uvazovany bod c¢; existuje.

]

Uloha 1.3.4. Na prikladech ukazte, Ze oba predpoklady 2. Weierstrassovy véty
(spojitost funkce a uzavienost intervalu) jsou podstatné pro platnost turzent véty.
Tedy pri narusent nekterého z téchto predpokladi neni nutné splnéno ani tvrzend.
(Naptiklad wvazte funkci y = x na intervalu (—1,1).)

Véta 1.3.5 (Bolzano-Cauchyova). Je-li funkce f spojitd na (a,b) a plati-li
f(a)- f(b) <0,
pak existuje bod & € (a,b) tak, Ze f(&) = 0.

Diikaz (Bolzanovou metodou pilent intervali,). e Interval (a, b) rozptlime bo-
dem c;.



— Pokud f(c1) =0, je £ = ¢y.
— Jinak oznac¢ime (ay, b) tu polovinu, kde f(ay) - f(by) < O.

e Interval (aj,b;) rozptlime bodem ¢, .. ..
e Bud dn € N tak, ze £ = ¢,

e nebo dostavame posloupnost vlozenych intervali, které maji podle véty o
vloZenych intervalech jediny spole¢ny bod &; o ném se dokaze f(&£) = 0.

— Nemuze byt f(£) > 0, nebot by existovalo okoli U(¢) tak, ze Vo € U(§)
by bylo f(z) >0

— a to je spor (pro dosti velké n by bylo (a,,b,) C U(E)).
— Stejné tak nemuze platit, ze f(£) < 0, proto f(§) = 0.

Této véty se uziva napt. pri feSeni rovnic k dikazu existence feseni.
Uloha 1.3.6. Dokazte, Ze rovnice x + sin(x — 1) = 0 md alespori jeden koven.
Resend. Uvazujeme napiiklad a = —2, b = 2 (najdéte mensi interval!) O
Véta 1.3.7 (véta o mezihodnoté). Necht funkce f je spojitd na {(a,b),

fla) # f(b).

Pak funkce f nabyvd kazdé hodnoty q mezi f(a) a f(b).

Princip dikazu. Bolzano-Cauchyovu vétu pouzijeme na funkci
9(x) = f(z) —q.
O

Disledek 1.3.8. Je-li funkce f spojitd na intervalu J, pak f(J) je interval nebo
jednobodovda mnoZina.

Véta 1.3.9 (vztah mezi monoténnosti a prostotou u funkei spojitych na inter-
valu). Je-li funkce f spojitd na intervalu J, pak f je prostd pravé tehdy, kdyz je
momnotonni.

Princip dukazu. e Vztah ,ryze monoténni“ =- ,prostd“ plati zfejmé i pro
nespojité funkce.

e Vztah ,prosta“ = ,ryze monoténni“ se dokaze sporem.

— Kdyby (prostd) funkce nebyla ryze monoténni, existovaly by tii body
1, Ca, 3 tak, Ze f(cz) by bylo vétsi (nebo mensi) nez f(c1) a f(c3).
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— 7 véty o mezihodnoté plyne existence bodt z1 € (c1, ¢2), x2 € (¢, ¢3)
tak7 ze f(xl) = f(l’g),

— a to je spor s vlastnosti prostoty.

Uloha 1.3.10. Sestrojte ndcrtek k posledni ¢dsti dikazu predchozi véty.

Véta 1.3.11 (o spojitosti inverzni funkce). Je-li funkce f na intervalu J spojitd
a prosta, pak inverzni funkce f je téz spojitd.

Diikaz. Pouziva se ryzi monoténnost funkce f a disledek véty o mezihodnoté. [

1.4 Stejnomérna spojitost

Jako jsme vlastnost spojitosti ,zmirnili“ spojitosti po ¢astech, mizeme tuto
vlastnost zase ,zpiisnovat®.

Definice 1.4.1. Funkce f se nazjvd stejnomeérné spojita na mnoziné M <—
Ve > 0 30 > 0 tak, Ze pro kaZdé dva body z’',x" € M plati:

o' —2"| <6 = |f(2))— f(2")] <e.

Pfedné uvazime, Ze stejnomérna spojitost ma smysl jen na mnoziné (zejména
na intervalu), neexistuje néjaka stejnomérnd spojitost v bodé. Je to tedy vlastnost
globalni.

V definici si dale uvédomime, Ze § zavisi pouze na €, tj. nezavisi na poloze
bodu 2/, x” v M; u spojitosti na mnoziné M obecné § zavisi také na bodu x,
tedy i kdyz je funkce spojita v kazdém bodé mnoziny M, nelze obecné k danému
e > 0 najit takové § > 0, které by bylo stejné, at zvolime xy kdekoli na M.

Napriklad u funkce y = tg x na (—g, %), kdyz volime x¢ ,stale blize k 7, pak
pro dané ¢ (tfeba = 1) musime volit ¢ stale mensi a mensi, aby pro x € U(zy,0)
zustaly funkéni hodnoty f(z) v e-okoli hodnoty f(xo).

Stejnomérnou spojitost 1ze charakterizovat také jesté pomoci tzv. oscilace

funkce.

Definice 1.4.2. Nechf funkce f je definovand a omezend na mnoZiné M. Cislo

w=sup f(z) — inf f(z)

xeM xeM
se nazyvd osctlace funkce f na mnozine M.

Je-li funkce spojitd na uzavieném intervalu, pak misto rozdilu suprema a
infima miZeme vzit rozdil maxima a minima.
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Véta 1.4.3 (o oscilaci stejnomérné spojité funkce). Funkce f je stejnomeérné
spojitda na intervalu J, praveé kdyz Ve > 0 30 > 0 tak, Ze na kaZdém podintervalu
I C J délky mensi nez § je oscilace funkce mensi nez €.

Vztah spojitosti a stejnomérné spojitosti fesi nasledujici dvé véty.

Véta 1.4.4 (vztah stejnomérné spojitosti a spojitosti na mnoziné M). Je-li
funkce f stejnomérné spojitd na M, pak je na M spojitd.

Princip dukazu. Ze stejnomérné spojitosti plyne spojitost v libovolném bodé x,
nebot Ve > 0 30 > 0 tak, ze Vo € D(f) plati:

lt —xo| <6 = |f(z) — f(zo)] <e.
]

Véta 1.4.5 (Cantorova véta). Je-li funkce f spojitd na intervalu (a,b), pak je
na tomto intervalu stejnomerne spojita.

Druikaz se provadi uzitim Borelovy véty o pokryti: Je-li uzavieny interval (a, b)
pokryt systémem S, otevienych intervali, pak existuje konecny podsystém S C
Sy, ktery také pokryva interval (a,b).
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