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Věta o mezihodnotě

Věta
Necht’ funkce f je spojitá na 〈a, b〉,

f (a) 6= f (b).

Pak funkce f nabývá každé hodnoty q mezi f (a) a f (b).

Princip důkazu
Bolzano-Cauchyovu větu použijeme na funkci

g(x) = f (x)− q.

Důsledek
Je-li funkce f spojitá na intervalu J, pak f (J) je interval nebo
jednobodová množina.
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Vztah mezi monotónnostı́ a prostotou u funkcı́
spojitých na intervalu

Věta
Je-li funkce f spojitá na intervalu J, pak f je prostá právě tehdy, když je
monotónnı́.

Princip důkazu
Vztah „ryze monotónnı́“ ⇒ „prostá“ platı́ zřejmě i pro nespojité
funkce.
Vztah „prostá“ ⇒ „ryze monotónnı́“ se dokáže sporem.

◮ Kdyby (prostá) funkce nebyla ryze monotónnı́, existovaly by tři body
c1 < c2 < c3 tak, že f (c2) by bylo většı́ (nebo menšı́) než f (c1) a
f (c3).

◮ Z věty o mezihodnotě ovšem plyne existence bodů x1 ∈ (c1, c2),
x2 ∈ (c2, c3) tak, že f (x1) = f (x2),

◮ a to je spor s vlastnostı́ prostoty.
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O spojitosti inverznı́ funkce

Věta
Je-li funkce f na intervalu J spojitá a prostá, pak inverznı́ funkce f je
též spojitá.

Důkaz.
Použı́vá se ryzı́ monotónnost funkce f a důsledek věty
o mezihodnotě.
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Stejnoměrná spojitost

Jako jsme vlastnost spojitosti „zmı́rnili“ spojitostı́ po částech, můžeme
tuto vlastnost zase „zpřı́sňovat“.

Definice
Funkce f se nazývá stejnoměrně spojitá na množině M ⇐⇒

∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že pro každé dva body x ′, x ′′ ∈ M platı́:

|x ′ − x ′′| < δ =⇒ |f (x ′)− f (x ′′)| < ε.
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Stejnoměrná spojitost

stejnoměrná spojitost má smysl jen na množině (zejména na
intervalu),

neexistuje nějaká stejnoměrná spojitost v bodě.

Je to tedy vlastnost globálnı́.
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Stejnoměrná spojitost

δ závisı́ pouze na ε,

nezávisı́ na poloze bodů x ′, x ′′ v M;

u spojitosti na množině M obecně δ závisı́ také na bodu x0,

tedy i když je funkce spojitá v každém bodě množiny M, nelze
obecně k danému ε > 0 najı́t takové δ > 0, které by bylo stejné, at’
zvolı́me x0 kdekoli na M.

Napřı́klad u funkce y = tg x na
(

−π

2 , π

2

)

, když volı́me x0 „stále
blı́že“ k π

2 , pak pro dané ε (třeba = 1) musı́me volit δ stále menšı́ a
menšı́, aby pro x ∈ U(x0, δ) zůstaly funkčnı́ hodnoty f (x) v ε-okolı́
hodnoty f (x0).
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Vztah spojitosti a stejnoměrné spojitosti

Věta (vztah stejnoměrné spojitosti a spojitosti na množině M)
Je-li funkce f stejnoměrně spojitá na M, pak je na M spojitá.

Princip důkazu.
Ze stejnoměrné spojitosti plyne spojitost v libovolném bodě x0, nebot’

∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že ∀x ∈ D(f ) platı́:

|x − x0| < δ =⇒ |f (x)− f (x0)| < ε.
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Vztah spojitosti a stejnoměrné spojitosti

Věta (Cantorova věta)
Je-li funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉, pak je na tomto intervalu
stejnoměrně spojitá.
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Derivace funkce
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Derivace funkce

Patřı́ mezi nejpoužı́vanějšı́ pojmy matematické analýzy.

Derivace vyjadřuje rychlost změny a stojı́ proto i v základu
četného praktického použitı́ matematické analýzy.
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Pojem derivace funkce

Mějme funkci f , která je definována v nějakém okolı́ U(x0) bodu x0.

Postoupı́me-li z bodu x0 o nějaké ∆x

(∆x je přı́růstek nezávisle proměnné),
dostaneme novou hodnotu nezávisle proměnné x0 +∆x
(∈ U(x0));

◮ pro ∆x < 0 je tato hodnota vlevo
◮ a pro ∆x > 0 je vpravo od x0.

∆x < 0

x0 +∆x x0

∆x > 0

x0 +∆xx0

Obrázek: Přı́růstky nezávisle proměnné.
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Pojem derivace funkce

Funkčnı́ hodnota se přitom změnı́ z hodnoty f (x0) na hodnotu
f (x0 +∆x) o rozdı́l ∆y = f (x0 +∆x)− f (x0).

◮ ∆y je tzv. přı́růstek funkce.

◮ Podı́l
∆y
∆x

je tzv. diferenciálnı́ podı́l ;

◮ jeho geometrickým významem je směrnice sečny ke grafu funkce,

◮ tj. tg α, kde α je úhel, který svı́rá sečna M0M s osou x.
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Pojem derivace funkce
Doplňte do obrázku označenı́: α, ∆x, a ∆y .

x0 x0 +∆x x

M0

M

y

Obrázek: Sečna grafu.
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Pro spojitou funkci f platı́

∆x → 0 =⇒ ∆y → 0,

takže pro ∆x → 0 je diferenciálnı́ podı́l
∆y
∆x

výraz typu
[

0
0

]

.

Definice

Řı́káme, že funkce f má v bodě x0 derivaci, právě když je f
definována na nějakém okolı́ bodu x0 a existuje (vlastnı́) limita

lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)

∆x

Tuto limitu nazýváme derivace funkce f v bodě x0 a značı́me ji
f ′(x0).

Derivace v bodě je tedy nějaké čı́slo.
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Geometrický význam derivace funkce v bodě

f ′(x0) znamená směrnici tečny grafu funkce v bodě M0, tj. tg ϕ, kde
ϕ je úhel který svı́rá tečna v bodě M0 s osou x.

Fyzikálnı́ význam derivace v bodě

Je-li zákon dráhy s = s(t), pak diferenciálnı́ podı́l
∆s
∆t

znamená

průměrnou rychlost a lim
∆t→0

∆s
∆t
= v(t) znamená okamžitou rychlost.
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Nevlastnı́ derivace

Jestliže limita diferenciálnı́ho podı́lu
∆y
∆x

je pro ∆x → 0 rovna +∞
nebo −∞, pak mluvı́me o nevlastnı́ch derivacı́ch (též zleva, zprava).

Výrok „existuje derivace“ však bude vždy znamenat „existuje vlastnı́
derivace“.
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Derivace jako funkce

Definice
Má-li funkce f derivaci v každém bodě x nějaké množiny M,
řı́káme, že má derivaci na množině M; značı́me ji f ′ nebo f ′(x).

Derivace funkce na množině M je opět funkce.

Napřı́klad derivacı́ funkce y = x2 na R je funkce y = 2x.

Chceme-li pak zjistit derivaci f ′(x0) v nějakém bodě x0, stačı́ do
f ′(x) dosadit x0 za x.
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Přehled označenı́ derivacı́

v bodě: jako funkce: původ označenı́:

f ′(x0) y ′, f ′, f ′(x) Lagrange

df (x0)

dx
,

(

df (x)
dx

)

x=x0

dy
dx

,
df (x)

dx
,

d
dx

(

f (x)
)

Leibniz

Df (x0) Dy , Df (x) Cauchy

Každé z těchto označenı́ má své výhody.

V Leibnizově je dobře vidět, podle které proměnné se derivuje,
což je vhodné pro manipulace s funkcemi složenými a inverznı́mi;

Chceme-li v Lagrangeově označenı́ zdůraznit proměnnou, podle
nı́ž se derivuje, napı́šeme f ′u.
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Věta (vztah mezi derivacı́ a spojitostı́)
Má-li funkce f v bodě x0 derivaci, je v něm spojitá.

Princip důkazu.

Dokážeme, že platı́ lim
∆x→0

(

f (x0 +∆x)− f (x0)
)

= 0.
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Vlastnosti derivacı́

Věta (základnı́ vlastnosti derivacı́)
Necht’ funkce u = f (x), v = g(x) majı́ na množině M derivace
u′ = f ′(x), v ′ = g′(x) a c ∈ R.

Pak funkce c · f , f + g, f − g, f · g a pro g(x) 6= 0 i
f
g

majı́ na M

derivace a platı́:

1 (c · f )′ = c · f ′,
2 (u + v)′ = u′ + v ′, (u − v)′ = u′ − v ′,
3 (u · v)′ = u′ · v + u · v ′,

4

(u
v

)′

=
u′ · v − u · v ′

v2 .

Důkaz.
Provádı́ se podle definice derivace, u součinu a podı́lu se přidá a
odečte určitá pomocná funkce, využı́vá se tu též spojitosti.

Pravidla pro sčı́tánı́ a pro násobenı́ lze matematickou indukcı́ rozšı́řitJiřı́ Fišer (KMA, PřF UP Olomouc) KMA–MMAN1 Přednáška č. 9 20. listopadu 2009 21 / 50



Derivace složené funkce

Věta
Necht’ existuje složená funkce f ◦ ϕ a necht’

1) funkce u = ϕ(x) má v bodě x derivaci ϕ′(x),

2) funkce y = f (u) má v odpovı́dajı́cı́m bodě u (= ϕ(x)) derivaci
f ′(u).

Pak funkce f ◦ ϕ má v bodě x derivaci

(f ◦ ϕ)′(x) =
(

f ′(u) · ϕ′(x) =
)

(f ◦ ϕ)′u(x) · ϕ′(x).

Při označenı́ podle Leibnize:
dy
dx
=

dy
du

du
dx

.
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Derivace inverznı́ funkce

Věta
Necht’ f je ryze monotónnı́ na intervalu J a má tu derivaci f ′. Pak
inverznı́ funkce f−1 má derivaci na f (J) a platı́

(

f−1
)

′

(x) =
1

f ′(y)
.

Při označenı́ podle Leibnize:
dy
dx
=

1
dx
dy

.
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Úloha
Užitı́m předchozı́ věty zjistěte derivaci funkce y = arcsin x.

Řešenı́.
Pomocné vztahy:

y = arcsin x, sin y = x, cos y =
√

1 − sin2 y =
√

1 − x2,

(arcsin x)′ =
(

f−1
)

′

(x) =
1

f ′(y)
=

1
cos y

=
1√

1 − x2
,

d
dx

arcsin x =
1
dx
dy

=
1

d
dy sin y

=
1

cos y
=

1√
1 − x2

.
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Přehled vzorců pro derivace elementárnı́ch funkcı́

(c)′ = 0 (derivace konstanty);

(xm)′ = mxm−1 (platı́ pro libovolné m 6= 0); zvláště (x)′ = 1;

(ax)′ = ax · ln a; zejména (ex)′ = ex ;

(loga x)′ =
1

x ln a
; zejména (ln x)′ =

1
x

;

(sin x)′ = cos x, (cos x)′ = − sin x;

(tg x)′ = 1+ tg2 x =
1

cos2 x
; (cotg x)′ = −(1+ cotg2 x) =

−1
sin2 x

;
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Přehled vzorců pro derivace elementárnı́ch funkcı́

(arcsin x)′ =
1√

1 − x2
; (arccos x)′ =

−1√
1 − x2

;

(arctg x)′ =
1

1+ x2 ; (arccotg x)′ =
−1

1+ x2 ;

(sh x)′ = ch x; (ch x)′ = sh x;

(th x)′ =
1

ch2 x
; (coth x)′ =

−1

sh2 x
;

(argsh x)′ =
1√

x2 + 1
; (argth x)′ =

1
1 − x2 .
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Úloha
Určete derivaci funkce y = (cos x)sin x pro x v 1. kvadrantu.

Řešenı́.

y = (cos x)sin x = eln(cos x)sin x
= esin x·ln(cos x)

dy
dx
=

d
dx
(cos x)sin x =

d
dx

esin x·ln(cos x) =

= esin x·ln(cos x)
[

cos x · ln(cos x) + sin x · 1
cos x

(− sin x)
]
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Diferenciál funkce
Řešı́me problém: funkci f v okolı́ bodu x0 aproximovat lineárnı́ funkcı́
g, tj. nalézt takovou lineárnı́ funkci g, aby platila podmı́nka

lim
x→x0

f (x)− g(x)
x − x0

= 0.

Označme x = x0 + h; zřejmě g(x) = f (x0) + ah, takže čitatel
poslednı́ho zlomku lze zapsat jako

ω(h) = f (x0 + h)− f (x0)− ah.

Výše uvedenou podmı́nku lze tak zapsat jako

lim
h→0

ω(h)
h
= 0.

Z definice funkce ω(h) plyne, že přı́růstek funkce ∆f (x0) lze vyjádřit ve
tvaru

∆f (x0)(= f (x0 + h)− f (x0)) = ah + ω(h).
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Definice
Lineárnı́ část přı́růstku funkce, tedy funkci ah, nazýváme diferenciál
funkce f v bodě x0, označujeme jej df (x0) a funkci, která má
diferenciál v bodě x0, nazýváme diferencovatelnou v bodě x0.
Funkci, která má diferenciál v každém bodě množiny M, nazýváme
diferencovatelnou na množině M.
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Věta (existence a jednoznačnost diferenciálu)
Funkce f je diferencovatelná v bodě x0 ⇐⇒ má v bodě x0 vlastnı́
derivaci. Diferenciál df (x0) funkce f v bodě x0 je pak jednoznačně
určen vzorcem

df (x0) = f ′(x0) · h,

kde h ∈ R je přı́růstek nezávisle proměnné.
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Předchozı́ věta tedy řı́ká, že výroky
◮ „f má v bodě x0 (vlastnı́) derivaci“
◮ a „f je v bodě x0 diferencovatelná“

jsou ekvivalentnı́, znamenajı́ totéž.

U funkcı́ vı́ce proměnných je tomu jinak.

Mı́sto h použı́váme pro přı́růstek nezávisle proměnné též
označenı́ ∆x nebo dx a název diferenciál nezávisle proměnné.

Je to motivováno skutečnostı́, že diferenciál lineárnı́ funkce y = x
je dx = 1 · h(= 1 ·∆x).

Diferenciál funkce pak též zapisujeme df (x0) = f ′(x0) · dx.

Výše uvedené poznatky nám umožňujı́ definovat diferenciál
funkce přı́mo uvedeným vzorcem.
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Definice
Diferenciálem funkce f v bodě x0 nazýváme výraz

df (x0) = f ′(x0) · dx,

kde dx(= ∆x) je konstantnı́ přı́růstek (diferenciál) nezávisle proměnné.
Diferenciálem funkce f na množině M nazýváme funkci

dy = f ′(x) · dx,

kde x ∈ M.
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Ze vztahu dy = f ′(x) · dx vidı́me,

že Leibnizův symbol
dy
dx

pro derivaci funkce

je skutečným zlomkem — podı́lem diferenciálu funkce a
diferenciálu nezávisle proměnné.

Také vzorce pro derivaci složené funkce a inverznı́ funkce lze
chápat jako operace se skutečnými zlomky.
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ω(h)

dy

x

y

O

Obrázek: Geometrický význam diferenciálu funkce.
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Užitı́ diferenciálu

Užitı́ diferenciálu v přibližných výpočtech je založeno na přibližné
rovnosti

f (x0 +∆x) = f (x0) + ∆y ≈ f (x0) + dy = f (x0) + f ′(x0)∆x.
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Úloha
Pomocı́ diferenciálu funkce vypočtěte přibližnou hodnotu

√
0, 982.

Řešenı́.

√

0, 982 = f (0, 982) = f (1 − 0, 018) = f (x0 +∆x) ≈ f (x0) + f ′(x0)∆x,

√

0, 982 ≈ f (1) + f ′(1) · (−0, 018) =
√

1+
1

2
√

1
(−0, 018) = 0, 991.
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Užitı́ diferenciálu při odhadu chyb je založeno na tom, že když

h (tedy dx) položı́me rovno absolutnı́ chybě měřenı́,

udává df přibližnou hodnotu absolutnı́ chyby vypočtené hodnoty
y = f (x).

Úloha
Počı́táme objem koule, jejı́ž průměr x jsme změřili s chybou δx. Určete
chybu výsledku.
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Řešenı́.
Vzorec pro objem koule o poloměru r , resp. průměru x:

V =
4
3
πr3 =

4
3
π

(x
2

)3
=

1
6
πx3.

Pokud x měřı́me s chybou δx, dostaneme při označenı́ x̂ = x + δx:

V̂ =
1
6
πx̂3 =

1
6
π(x+δx)3 ≈ 1

6
πx3+

[

1
6
πx3

]

′

δx=V+
[

1
2
πx2

]

δx=V+δV .

Přibližná chyba výsledku je tedy δV =
1
2
πx2δx, přičemž přibližná

relativnı́ chyba výsledku je

δV
V
=

1
2πx2δx

1
6πx3

= 3
δx
x

,

a tedy relativnı́ chyba výsledku je rovna trojnásobku relativnı́ chyby
měřenı́ průměru.
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Derivace vyššı́ch řádů

Funkce y = sin x má derivaci y ′ = cos x. Toto je opět funkce, která má
derivaci a platı́ (y ′)′ = − sin x.

Definice

Má-li funkce f ′ v bodě x (na množině M) derivaci (f ′)′, označı́me tuto
derivaci f ′′ a nazveme derivace druhého řádu (druhá derivace)
funkce f .
Podobně derivaci n-tého řádu (n-tou derivaci) f (n) definujeme
vztahem

f (n) =
(

f (n−1)
)

′

.
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Označenı́ podle Leibnize:
d2f
dx2 (čti „d dvě f podle dx na druhou“),

d2f
dy2 ,

d2

dx2 (f (x)),
dnf
dxn ,

(

dnf
dxn

)

x=x0

, apod.

Označenı́ podle Cauchyho: D2f , Dny , apod.
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Úloha

Určete všechny derivace funkce y = 3x2 − 2x − 1.

Úloha
Určete 2. derivaci funkce y = sin x v bodě x0 =

π

2 .
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Některé vzorce pro n-tou derivaci elementárnı́ch funkcı́

1) Funkce ex : ∀n ∈ N je (ex)(n) = ex ;

podobně pro funkci ax máme (ax)(n) = ax(ln a)n.

2) Funkce sin x, cos x.
Platı́: f (n+4) = f (n), takže takto lze zjistit derivaci libovolného řádu.
Platı́ též vzorec

(sin x)(n) = sin
(

x + n
π

2

)

.

3) Funkce sh x, ch x. Zde f (n+2) = f (n).

4) Funkce xn, n ∈ N.

(xn)(n) = n!, (xn)
(m)
= 0, ∀m ∈ N, m > n.
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Leibnizovo pravidlo pro n-tou derivaci součinu:

(uv)(n) = u(n)v +
(

n
1

)

u(n−1)v ′ +

(

n
2

)

u(n−2)v ′′ + · · ·

· · ·+
(

n
n − 1

)

u′v (n−1) + uv (n).

Úloha

Určete 120. derivaci funkce y = x2 ex .

Řešenı́.

ex(x2 + 240x + 14280).
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Parciálnı́ derivace funkce vı́ce proměnných

Derivujeme vždy podle jedné proměnné.

Ostatnı́ považujeme za konstantu.

Napřı́klad pro funkci z = f (x, y)) značı́me:

∂f
∂x

,
∂f
∂y

,
∂2f
∂x2 ,

∂2f
∂x∂y

, atd.
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Parciálnı́ derivace funkce vı́ce proměnných

Úloha
Vypočtěte všechny parciálnı́ derivace 2. řádu pro funkci z = x sin xy.

Řešenı́.
∂f
∂x
= sin xy + xy cos xy ,

∂f
∂y
= x2 cos xy ,

∂2f
∂x2 = y cos xy + y cos xy − xy sin xy ,

∂2f
∂x∂y

= 2x cos xy − x2y sin xy , . . .
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Funkce dané parametricky

Nezávisle proměnná x i hodnota funkce y jsou vyjádřeny soustavou

x = ϕ(t), y = ψ(t), kde t ∈ (α, β).

Derivaci
dy
dx

určı́me pomocı́ diferenciálů (užitı́m Leibnizova symbolu):

dy
dx
=

ψ′(t)dt
ϕ′(t)dt

=
ψ′(t)
ϕ′(t)

Derivace je též funkcı́ parametru.
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Úloha
Odvod’te vzorec pro derivaci 2. řádu funkce dané parametricky.

Řešenı́.

d2y
dx2 =

d
dx

(

dy
dx

)

=
ψ′′(t)ϕ′(t)− ψ′(t)ϕ′′(t)

(ϕ′(t))3
.

Úloha

Funkce f je dána parametricky:
x = 2 cos t ,
y = 2 sin t ,

t ∈ 〈0, π〉.

Vypočtěte
dy
dx

a
d2y
dx2 .
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Funkce dané implicitně

Funkce y = y(x) necht’ je dána implicitnı́ rovnicı́

f (x, y) = 0 pro x ∈ (a, b).

Na daném intervalu tedy platı́ identicky f (x, y(x)) = 0.

Proto také derivace levé strany podle x je identicky rovna nule, tj.

∂f
∂x
+

∂f
∂y

dy
dx
= 0 =⇒ dy

dx
=

− ∂f
∂x
∂f
∂y

Derivaci
d2y
dx2 vypočteme, když tuto rovnost znovu derivujeme podle x.
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Úloha
Vypočtěte 1. a 2. derivace funkce dané implicitnı́ rovnicı́
x2 + y2 − 25 = 0.

Řešenı́.

2x + 2yy ′ − 0 = 0 =⇒ x + yy ′ = 0 =⇒ y ′ = −x
y

.

1+y ′y ′+yy ′′ = 0 =⇒ y ′′ = −1+ y ′2

y
=⇒ y ′′ = −x2 + y2

y3 .
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