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Parcialni derivace funkce vice proménnych

@ Derivujeme vZdy podle jedné proménné.
@ Cstatni povazujene za konst ant u.

@ Napfiklad pro funkci  z =f(x,y))

znacime:

of  of 0°f

ax oy oxz oxoy W
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Parcialni derivace funkce vice proménnych

Uloha

Vypoctéte vSechny parcialni derivace 2. fadu pro funkci z = x sinxy.

Regeni.

. of

ax = Sinxy +Xy cosxy, @_x COS XY,
0?f :
ox2 = Y CosXy + Yy COS Xy — Xy Sinxy,

o — 2X COS XYy — X2y sinx
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Funkce dané parametricky

Nezéavisle proménna x i hodnota funkce y jsou vyjadfeny soustavou

x=@(t), y=u(t), kdete (a,f).

. .d - - e s I
Derivaci d—i urCime pomoci diferencialu (uzitim Leibnizova symbolu):

dy _ /() _ /()

dx  @(t)dt /(1)

Derivace je téz funkci parametru.
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Uloha
Odvodte vzorec pro derivaci 2. fadu funkce dané parametricky.

ReSeni
d’y _ d (dy) _ @"(0)¢/(t) — ¢ ()" (L)
Rl N (e /A . O
dx2 dx \ dx (¢'(1))®
Uloha
. . X =2cost,

Funkce f je dana parametricky: Y oSt t € (0,m).

... dy d?%
Vypoctéete dx a Bl
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Funkce dané implicitné
Funkce y = y(x) necht je dana implicitni rovnici
f(x,y)=0 prox € (a,b).

Na daném intervalu tedy plati identicky f(x,y(x)) = 0.

Proto také derivace levé strany podle x je identicky rovna nule, tj.

of
of of dy dy " ox
x Toyax 0 T A T ot
ay
. d?y . . o
Derivaci v vypocteme, kdyZ tuto rovnost znovu derivujeme podle
X.
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Uloha
Vypoctéte 1. a 2. derivace funkce dané implicitni rovnici

x2+y?—-25=0.

Reseni.
2X +2yy' —0=0 = Xx+yy'=0 =— y':_;‘_/,

14y2 . y”——X2+y2

1+//+ //=0 — n_ _ =
yy +vyy y y y3
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Zakladni véty diferencialniho poctu
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Uvod

Véta (Fermatova)
- f je definovanana M

- a nabyva v nékterém vnitfnim bodé xo € M své nejvétsi nebo
nejmensi hodnoty.

O Mé-li f vbodé xq derivaci, pak f'(xg) = 0.

Princip diikazu pro nejvétsi hodnotu

d(X) _ f(X) — f(XO)

- Sledujeme znaménko podilu X
—Xo

- v levém okoli bodu xp: d(x) >0
- v pravém okoli bodu xqo: d(x) <0

Q Ztoho pak plyne  f'(xp) = lim d(x) = 0.

X—Xo
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Uvod

@ Fermatovu veétu Ize vztahnout na lokalni extrém a jeho okoli,
@ ma tedy lokalni charakter a Ize ji formulovat takto:

@ ma-li funkce f v bodé xg lokalni extrém a ma v ném derivaci,
pak se tato derivace rovna nule.

Véta
Nutnou podminkou existence lokalniho extrému funkce f v bodé Xxg
je, Zze v ném derivace f'(xg)

@ bud neexistuje

@ nebo je rovna nule.

Pro diferencovatelnou funkci f je nutnou podminkou rovnost
f/(Xo) =0.
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Véty o stfedni hodnoté

Uvedeme zde trojici vét
@ Rolleova,

@ Lagrangeova,

@ Cauchyova,
které jsou obvykle nazyvany

@ vétami o stfedni hodnoté diferencialniho poctu.
Jadrem je vét a Lagr angeova.
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Véta (Rolleova)

Necht funkce f
1) je spojita na intervalu (a, b),
2) ma derivaci na intervalu (a,b),

3) splfiuje rovnost |f(a) = f(b)|.

¢e(ab /(&) =
Pak existuje bod ( ) tak, ze )
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Véta (Rolleova)

f spojitana (a,b), maderivacina (a,b)a f(a) =f(b)|
'(e) =0

Pak existuje bod tak, ze

Dikaz.

Podle 2. Wi erstrassovy veéty nabyva funkce f
@ v néjakém bodé c; € (a,b) své nejmensi hodnoty
@ a v néjakém bodé c; € (a,b) své nejvétSi hodnoty.

@ C1, C; — oba krajnimi body = f(x) = konst.,
— za ¢ bychom mohli vzit libovolny bod intervalu (a, b).

@ Je-li jeden z bodll cq,c, vnitinim bodem,
— pak tvrzeni plyne z Fer mat ovy veéty.
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Poznamky — Rolleova véta
@ Bod(, v nichZ je derivace funkce f rovna 0, mdze byt i vice;

@ napriklad funkce sinx na (0,27) spliuje pfedpoklady
3T

Rol | eovy véty a jeji derivace je nulova v bodech Tal

2 2

Uloha
Provedte grafickou ilustraci Rol | eovy véty.
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1) je spojitd na intervalu (a,b),
2) ma derivaci na intervalu (a,b),
3) spliuje rovnost |f(a) = f(b)|.

Uloha

Formou protipfikladll ukaZte, Ze vSechny tfi predpoklady Rolleovy véty
jsou nutné. Uvedte tedy priklady tfi funkci fq, f,, f3, pro néz neplati
tvrzeni Rol | eovy véty, ato tak, ze

1) funkce f; je nespojita v jediném bodé intervalu (a,b), ale
pfedpoklady 2 a 3 jsou splnény;

2) funkce f, nemé derivaci v jediném bodé intervalu (a,b), ale
predpoklady 1 a 3 jsou splnény;

3) pro funkci f; plati fz(a) # f3(b), ale pfedpoklady 1 a 2 jsou
splnény.

v
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Véty o stfedni hodnoté

Véta (Lagrangeova)

Necht funkce f
1) je spojitd na intervalu (a, b),
2) mé derivaci na intervalu (a,b),

_ /!
" €€ (ab) . |Tbha 'O
Pak existuje bod tak, ze plati

Dukaz.

@ Zavedeme funkci|F (x) = f(x) — f(a) — f(bg:;m)(x —a)

@ Oveéfime, Ze jsou pro ni spinény pfedpoklady Rol | eovy véty.

@ Ztvrzeni Rol | eovy véty pro funkci F pak plyne tvrzeni vety
Lagr angeovy.

DJ
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Véty o stfedni hodnoté

Uloha
Provedte grafickou ilustraci Lagr angeovy véty.

Uloha

Formou protipfikladl ukaZte, Ze oba predpoklady Lagr angeovy
Vet y jsou nutné.
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Véty o stfedni hodnoté

Lagr angeova Vet a se pouziva v rliznych tvarech; nékteré uvedeme.

o\a:xo, b:xo+Ax\:

Pak existuje |6 € (0,1) |,

f(x) =f(x0) + (X0 + (X — Xo)) - (X — Xo)

f(Xo + Ax) = f(Xo) + f'(Xo + 0AX) - AX.

@ Jiny zapis:

Ay = f'(Xo + 0AX) - AX,

ukazuje, pro¢ se Lagr angeove vét é fika téz véta o prirlistku funkce.
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Véty o stfedni hodnoté

Lagr angeova Vét a ma cetné dusledky, z nichZ nékteré Ize
posuzovat jako samostatné a vyznamné vysledky matematické
analyzy.
Véta (Cauchyho véta — zobecnéna véta o stfedni hodnoté)
Necht funkce f, g

1) jsou spojité na intervalu (a,b),

2) maji derivace na intervalu (a,b),

3) g'(x) # 0 naintervalu (a,b).

Pak v intervalu (a,b) existuje bod ¢ tak, Ze plati
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Dilkaz Cauchyho véty.

@ Predné g(a) # g(b), nebot jinak by podle Rol | eovy véty
existoval bod & € (a,b) tak, ze by g’(¢) =0, coz by bylo ve
sporu s predpokladem 3.

@ Zavedeme pomocnou funkci

[F(x) = [f(b) — f(a)] - [9(x) — g(a)] - [f(x) — f(a)] - [9(b) — g(a)] |

@ Pro F na (a,b) ovéfime pfedpoklady Rol | eovy véty.
@ V (a,b) tedy existuje ¢ tak, ze F'() =0, tedy

[f(b) —f(a)] - g'(¢) —f'(£) - [9() — g(a)] = 0O,

z ¢ehoz plyne tvrzeni. O

Cauchyova vét a se pouziva napriklad k diikazu | * Hospi t al ova
pravi dl a.
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Vztah tfi vét o stfedni hodnoté

(R)= (), (R)=(C)

znazornuiji, ze pomoci Rol | eovy véty jsme dokazali zbyvajici dvé.
Avsak také je
(L) = (R),

nebot tvrzeni Rol | eovy véty lze chapat jako zvlastni pfipad tvrzeni
vety Lagrangeovy, kdyz plati f(a) = f(b).
Stejné tak Ize ukazat, Ze Lagr angeova Vét a je zvlastnim pfipadem
véty Cauchyovy, tj.

(C) = (L),

jestlize g(x) =x.

VSechny tfi véty o stfedni hodnoté jsou navzajem ekvivalentni.
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Nékteré disledky vét o stfedni hodnoté

@ Nejprve uvedeme dva typické dlsledky vét o stfedni hodnoté;
@ na jednom je zaloZen pojem neurcitého integralu,
@ druhy umoziuje jednoduchy vypocet limit funkci.

Véta (o konstantni funkci)

Funkce f je naintervalu (a,b) konstantni <=
® mana (a,b) derivaci
@ a Vx € (a,b) plati f/(x) =0.
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Nékteré disledky vét o stfedni hodnoté

Dikaz.

@ Z definice derivace plyne, Ze funkce konstantni na (a,b) ma na
(a,b) derivaci rovnu O.

@ Naopak nechtna (a,b) je f/(x) =0.
— DokaZeme, Ze pro X1, X2 € (a,b) plati f(x1) = f(x2).
Zvolme oznaceni tak, aby x; < X».
— Pak naintervalu (x;,x;) jsou splnény predpoklady Lagr angeovy
véty,
tedy existuje bod ¢ € (xq1,xp) tak, Ze je

f(x2) = f(xa) + (x2 —xa) - ().

Rovnost f(x2) =f(x1) plyne z toho, Ze derivace ve vyse
uvedeném vztahu je nulova.
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Nékteré disledky vét o stfedni hodnoté
Dusledek

@ Maji-li dvé funkce f, g na (a,b) stejné derivace, tj.

pak se na tomto intervalu liSi jen o konstantu,
ti. 3C € R tak, Zena (a,b) je

@ Timto dUsledkem jsou vytvoreny predpoklady k definici pojmu
neurtity integral.
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Nékteré disledky vét o stfedni hodnoté
Nasledujici véta se tyka vypoctu limit typu [8] Podobné tvrzeni lze

vyslovit i pro limity typu [g] a obé pak pouzit k vypocCtu nékolika
dalsich typt limit.
Véta (L'Hospitalovo pravidlo)
Necht
1) funkce f, g maji derivacev P(a), kde a € R*,
2) )!inaf(x) — (@), )!mnag(x) — (0,

— . . . f(x
3) existuje vlastni nebo nevlastni lim (x)

X—a g’(x) =K

jim L0¢)
X—a g X
Pak existuje i X arovna se .
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Princip dikazu I'Hospitalova pravidla
proaeR, X — a+

Podle 2) Ize doplnit definici funkci f, g tak, aby byly spojité v U(a),
kdyZ poloZime f(a) = g(a) = 0. Existuje pak interval (a,b) c U(a+)
tak, Ze obé funkce f, g jsou na ném spojité a na (a,b) maji derivaci.
Pfedpoklady Cauchyovy véty jsou tak spinény nejen na intervalu
(a,b), ale na kazdém podintervalu (a,x) C (a,b). Podle Cauchyovy
vét y pak na kazdém intervalu (a,x) existuje bod ¢ tak, Ze

f(x) _ f(x)—f(a) _ (5
g9(x) g(x)—g(@ g

Pro x — a+ jetéz £ — a+. Podle predpokladu existuje

f'($) fe) _ P9

lim = K avzhledem k rovnosti —= =
¢—a+ g'() ax) d'(6)

limitu pro x — a+ i podil na jeji levé strané.

ma stejnou
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L'Hospitalovo pravidlo

Uloha

arctg(x — 2)

4 . 1
Vypoctéte )!anZ Z H

Uloha

In x
Vypoctéte lim ——. 1
yp Xx—1 X 1 [ ]

Uloha

. 6x° 45 4
Vypoététexllm X X [2]

—4o0 3x3 4+ 2x2 4+ 1°
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L'Hospitalovo pravidlo

Z diikazu véty je zfejmé, Ze | ' Hospi t al ovo pravi dl o plati i pro
jednostranné limity.

Uloha

s . In x
Vypoctéte lim .
x—0+ cotg X

[]
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L'Hospitalovo pravidlo

@ L'Hospitalovo pravidlo neplati naopak a to v tomto smyslu:
z existence limity podilu funkci neplyne existence limity podilu
jejich derivaci  nebo, coZ je totéZ, z neexistence limity podilu
derivaci jesté neplyne neexistence limity podilu funkci.

o Napfikiad fim SM X _

x—0 ’X’

@ Nékdy je potfebné pouzit| ' Hospi t al ovo pravi dl o i vicekrat,

pfipadné provadét pfi vypocltu Upravy, které postup zjednodusi.

Uloha

1 — cos 3x
Vypoctéte lim ——————_ [2
A x—0  sinZx 2]
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L'Hospitalovo pravidlo

@ P¥i vypoctu limit typu soucinu funkci f - g upravime

soucin funkci na podil

nebo naopak

- Q

Q| —h

tak, aby to bylo vhodné pro pouziti | ' Hospi t al ova pravidl a

@ tedy napfiklad funkci logaritmickou je zpravidla nejvhodnégjsi
nechat v Citateli.

Uloha
Vypoctéte lim xInx. [0]
X—0+
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L'Hospitalovo pravidlo

Pocitame-li limitu typu [oco — oo] rozdilu funkci f — g, upravime rozdil
funkci na podil:

¢ 1 1
971717
fg

Uloha

1
Vypodététe lim tg°x — — ).
ypoceeXLo(cogx xz)

Reseni.

2 1 . . . . .
—§; pred pouzitim | * Hospi t al ova pravi dl a nejprve ziskany
zlomek vhodné rozloZime na soucin funkci. O
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L'Hospitalovo pravidlo

U limit typu

[0%], [0c°] @ [1%]

postupujeme tak, Ze tuto funkci nejprve upravime na tvar |e9™"f() |
limitu pfeneseme do exponentu (podle véty o limité sloZené funkce) a
v exponentu dostaneme limitu typu

pro funkce

Uloha

Vypodtéte lim xS"X . [1]
x—0+
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Taylor{lv vzorec

Méjme funkci f, U(xo) C D(f); h necht je pfirlistek nezavisle
proménné a necht plati f(xo + h) € U(xp). Hodnotu f(xo + h)
dovedeme vyjadfit pfesné pomoci Lagr angeovy veéty

f(xo +h)=1f(xo) +h -f/(Xo + 6h),
kde 6 € (0,1), a priblizné uzitim diferencialu

(X0 +h) = F(xo) +h - /(o).

1. vzorec je sice pf esny, ale na zavadu nékdy mlze byt (napfiklad
pfi numerickych vypoctech), ze neznane 6.

Dr uhy vzor ec dava APROXIMACI funkce f LINEARNiI FUNKCI, coZ je na
jedné strané vyhodné pro jednoduchost této aproximace, na druhé
strané je linearni aproximace v nékterych pfipadech nedost at ecneé
pf esna.
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Taylor{lv vzorec

Polozme
f(xo +h) =1f(xg) +h 'f/(Xo) + R(h),

kde R(h) je néjaky ,zbytek".

Plati tedy
fxo+h) —f(x) o _R() . . R(h) _
h — (%) = o takze )!anOT =0.
Zbytek R(h) je tedy ,vySSiho fadu“nez h, jde k 0“ rychleji nez h,
napfiklad mlze byt typu a - h?.
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Taylor{lv vzorec

@ Chtéli bychom nyni zachovat j ednoduchost aproximace
hodnoty f(xo + h), ale pfitom zvySit pfFesnost.

@ MudZeme toho dosahnout tim Zze f(xg +h) apr oxi nuj eme
mohotl enemv h stupné n;

@ tento mnohoclen oznacime T, (h).

@ P¥ivhodném postupu bude zbytek, tedy rozdil f(xo + h) — Tn(h),
zaviset az na h"+1,
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Taylorova véta

Necht funkce f mav U(Xg) spojité derivace az do fadu n + 1.

Pak pro kazdé x € U(xg) plati (ozna€ime-li h = x — xg)
tzv. Taylorv vzorec:

f(xo +h) =f(x0) + o)y, P00)p2

M (xo)
11 2l T

h" + Rn(h),
kde Rn(h), tzv. zbytek, Ize psat ve tvaru

f(1+1)(xo + 6h)

Lagrangeové: Rp(h) = (n+1)!

h"+1, kde 6 € (0,1),

nebo
(4D (x + Gh)

Cauchyoveé: Ry(h) = py

(1 —6)h"*L, kde 6 € (0,1).

V dlikazu se pouZzivaji pomocné funkce a Rol | eova vét a.
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Taylor{lv vzorec

Druhy obvykly tvar Tayl or ova vzor ce dostaneme po dosazeni
h =X — Xp:

f//(Xo)

F(x) = f(X0) + 7~ (X —X0) + (X —X0) + - -
f£(n)
ot n(IXO)(x —X0)" 4+ Rn(X — Xo),
. (M (x0) - .
Koeficienty oy se nazyvaji Taylorovy koeficienty.
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Maclaurinfv vzorec

PoloZime-li
Xo = Oa

coz je napriklad u elementarnich funkci ¢asty a pfirozeny poZzadavek,
dostaneme zvlastni pfipad Tayl or ova vzor ce pro okoli bodu 0, a
tento vzorec se nékdy nazyva Maclaurin(iv (Eti mekloren):

f'(0) . 1"(0) > fM(0)
TR TR Y

f(x) = f(0) +

x" 4+ Rp(x),
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Taylorliv polynom

Prvnich n+ 1 ¢lend na pravé strané Tayl or ova (Macl aur i nova)

vzor ce tvofi Taylordv polynom T,(x), takZe plati
f(x) = Tn(x) + Rn(x).
Pokud na né&jakém U(xo) je

lim Rp(x) =0,

n—-+4o0o
je Tayl or v pol ynomaproximaci funkce f.

Polynom Tp(x) se také nazyva Taylorliv (Maclaurin(iv) rozvoj
funkce f;

— zde je to rozvoj podle vzorce,
— ale pracujeme rovnéz s rozvojem funkce v mocninnou fadu.
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Maclaurinovy rozvoje nékterych elementarnich funkci

x2 X3 XN

X
oef=1+_— +E+§+ !+Rn(X).
X3 X5 X2m—1
@ sinx = (=) R,
SinX =X — 25+ &7 (-1) @m 1) + Rom-_1(X)
%2 X4 x2m
° =1- —1)m-1 R
cos X CTiRa] -~ (-1) 2m), + Rom(X)
3 5 L xamt
[+ ] = _ — —_ e — -
arctgx = x 3 + 5 (-1) om 1l + Rom—1(X)
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Maclaurinovy rozvoje nékterych elementarnich funkci

x3 x5 x2m-1
— X4 4 Rom
O shx =x+5+ ¢+ T am o1t Rem 1(x)
X2 x4 2
OChX:1+§+E++W+R2m(X)
x? X3 Ao X"
oln(1+x)_x—?+?—---(—1) F-I_R”(X)
o (L+x) =1+ x4l )@+t )4+ (") x"+Ra(x)
1 2 3 n .

(Vr e R)
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Taylor{lv vzorec

Jestlize zjiStujeme, pro ktera x plati nﬂrpoo Rn(x) =0,
dostaneme, Ze u funkci

@ €%, sinx, cosx, shx, chx jetopro x € R,

@ u funkce arctgx pro x € (—1,1),

@ u funkce In(1+x) pro x € (—1,1) au funkce

® (1+x)" pro x € (—1,1)

nebo na intervalu SirSim v zavislosti na r.
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Ulohy (na MaclaurinCiv rozvoj funkc)

Uloha
Urcete Taylorovy koeficienty rozvojt funkci uvedenych v pfedchozim
pfehledu (pouZitim obecného vzorce).

Resent.
V podstaté jde o vyuziti vhodnych pravidel pro vypocet derivaci
vy$8ich fadl pro zadanou funkci. Ol
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Ulohy (na MaclaurinCiv rozvoj funkc)

Uloha
Najdéte rozvoj funkci e *, sin 3x.

Uloha

avi1+x.

Odvodte rozvoj funkci 1
1+x

Uloha

Urcete prvni €leny rozvoje funkci (x + 1) - ch2x, x - e
5
S X°.

~2X a7 po ¢Eleny
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Ulohy (na MaclaurinCiv rozvoj funkc)

Uloha

Zobrazte na grafickém kalkulatoru (nebo na pocitaci pomoci vhodného
SW systému) funkci y = cosx spolecné s jejimi aproximacemi
danymi Macl auri novym r ozvoj em

e x2 x4 x5

’ f3(X) = 1_?+ﬂ, f4(X) = 1_7+ﬂ_ﬁ

2
fi(x) =1, fz(x) = 1—7

Sledujte, jak se rozSifuje interval téch x € R, pro néZz cosx = fi(x),
k=1,23,4.
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Obréazek: Grafy funkce y = cosx a jeji aproximace f;(x) = 1.
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Obrazek: Grafy funkce y = cosx a jejich aproximaci fi(x) =1,
fb(x)=1-%.
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Obrazek: Grafy funkce y = cosx a jejich aproximaci fi(x) =1,
B(X)=1-%, fax)=1-% + 4.
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Obrézek: Grafy funkce y = cosx a jejich aproximaci fi(x) =1,

2 2 4 2
fo(x)=1-7%, 3(x)=1-% + 5, a(X)=1-% + 33 — 5.
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Uloha

TotéZ provedte pro funkce sinx, chx, shx, arctgx, pfipadné i pro
jiné.
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