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Monotoénnost funkce

@ P¥i vysSetfovani priibéhu funkce se také zjistuje, zda je dana
funkce v nékterém intervalu nebo bodé monotonni.
@ ZjiStovani monotdnnosti funkce pomoci derivace funkce.

Véta

Jestlize existuje okoli U(xg) € D(f) af'(xg) > 0, pak f je rostouci
v bodé xg.

Princip diikazu.

® f/(x) >0 = v jistém okoli U (xo) je také w 0.
— A0

O]

v
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Obrazek: Grafy funkci rostoucich vbod& 0: y =x3 a y = 2x + [x|.

@ Tato véta vyjadfuje jen postacujici podminku, neplati obracené.

@ Funkce rostouci v bodé mdZe mit i nulovou derivaci nebo derivaci
nemit (viz obr.).

@ Podobné vysledky plati i pro funkce klesajici v bodé a pro
zapornou derivaci.

Jifi Figer (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MMAN?1 Prednaska &. 11 4. prosince 2009  3/44



Stacionarni bod funkce

Xo je stacionarnim bodem funkce f < f’(xo) = 0.

@ Ve stacionarnim bodé mdze byt funkce

» rostouct,

» klesajici

» nebo v ném nemusi byt monoténni.
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Véta (o monotonnosti na intervalu)
Méa-li funkce f derivaci na (a,b), pak plati:

1) Funkce f je na (a,b):

neklesajici <= Vx e (a,b)je f'(x)>0
nerostouci <= Vx € (a,b)je f/(x)<O.

2) Funkce f je na (a,b):

rostouci <= Vx e (a,b)je f'(x)>0

klesajici < Vx e (a,b)je f'(x)<0

pficemz neexistuje  («,3) C (a,b); ¥x € (o, 8) f'(x) = 0.
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Princip dlikazu pro funkce neklesajici.

@ f neklesajici na (a,b) —
v kazdém bodé (a, b) je diferencialni podil >0 —
f’(x) > 0.

o f/(x) >0na(a,b), x; <x, =
na (X1, X2) jsou splnény predpoklady Lagrangeovy véty —
existuje £ € (X1, X2);

f(x2) — f(x1) = (x2 — x1)'(€),

= f(x1) < f(X2).
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Princip dlikazu pro funkce rostouci.

@ frostouci = f’(x)>0.
- Kdyby Vx € (o, 8) : f'(x) =0 = f(x) =konst. =— spor.

@ f/(x) > 0na(a,b), x; < Xz a neexistuje (o, 8) ... —
f(Xl) < f(Xz)

- a podle predpokladu o («, 3) existuje mezi x;, X, bod x’ tak, ze
f/(x') >0 = funkcefrostevx’ —

= f(Xl) < f(Xz).

O]

v

Tuto vétu lze rozsSifit na uzavieny interval tak, Ze pro f pfedpokladame
@ derivaci na (a,b)
@ a spojitost na (a, b).
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Uloha J

VySettete intervaly monotonnosti funkce f:y =x%e X,

Regeni.
D(f)=R
=(2x —x?)e ¥ =x(2-x)e *.

intervaly:

(1) (—o0,0): y’'<0 (nulovav jedinémbodé) — f je klesajici,

(2) (0,2): 'y’ >0 (nulova ve dvou bodech) = f je rostouci,

(3) (2,400): y’' <0 (nulovav jediném bodé) — f je klesajici.
[
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Obrazek: Grafy funkciy = x?e™ a y’ = x(2 — x)e~* z tlohy.
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Lokalni extrémy
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xg

@ | okal ni m ni num
AU (Xp), VX € U(Xg) : f(x) > f(xo),

@ | okal ni maxi nrum
JU(xp), ¥x € U(Xp) :  f(x) < f(Xo).

@ ostre lokalni m ni nrum
AP (Xo), X € P(Xo) :  f(x) > f(xo),

@ ostrée | okani maxi mum
IP(Xp), VX € P(Xp) :  f(x) < f(Xo).

Ma-li funkce f v bodé xg | okal ni m ni mum resp. | okal ni
maxi mum fikame, Ze f ma v bodé Xg LOKALNI EXTREM.
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Nutn& podminka existence lokalniho extrému:
@ Ma-li funkce f v bodé xq lokalni extrém a existuje-li f'(xq), pak
f/(XQ) =0.
@ Funkce tedy miiZe mit extrém jen ve stacionarnim bodé nebo v
bodé, v némz nema derivaci (jako tomu je napf. u funkce y = |x|).
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Postup pfi uréovani lokalnich extrém

@ Najdeme body, v nichZz mdize nastat extrém,
tj. body, v nichz je derivace funkce rovna nule (body stacionarni)
nebo v nichz derivace neexistuje; oznacime Xg.

@ DalSi mozny postup:
(1) Uziti monotonnosti v okoli bodu xg
(2) Uziti 1. derivace v okoli bodu xg
(3) Uziti 2. derivace v bodé xg
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(1) Uziti monotonnosti v okoli bodu Xg

Necht f je spojita v xg a existuje okoli U(xg) C D(f).
@ Je-li f rostouci v P(xp—)
@ aklesajici v P(xp+),

ma funkce f v bodé xq (ostré) lokalni maximum.
Podobné Ize formulovat dalSi pfipady:

- ostré lokalni minimum,
- neostré extrémy

- a pripad, kdy extrém neexistuje.
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(2) Uziti 1. derivace v okoli bodu xq

@ f je spojita v xg

@ a existuje okoli P(xp) C D(f), v némZ ma funkce f derivaci.
Je-li

@ f/(x) >0VvP(xo—)

@ af/(x) <0vP(Xo+),

ma funkce f v bodé X (ostré) lokalni maximum.

Podobné Ize formulovat dalSi pfipady.
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(3) Uziti 2. derivace v bodé xg

@ f mé& derivaci v néjakém okoli U(xg) C D(f)
@ a existuje f”(xp).

Je-li
@ f’(xg) <O,
ma funkce f v bodé xq (ostré) lokalni maximum,

je-li
@ f(xg) > 0,
ma funkce f v bodé xq (ostré) lokalni minimum.

Pozor: f”(xg) = 0 neznamena neexistenci extrému.
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Odvozeni postupu dle

(1) plyne z definice extrému,

(2) plyne z (1) uzitim vztahu mezi monoténnosti a znaménkem
derivace,

(3) plyne z (2)
(napf. f”(xo) < O Tik&, Ze funkce f’ je klesajici v bodé xg . . .).
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Uloha
Zjistéte extréem funkce f:y =xe™*.

Reseni.
oy =(1-x)e™*
@y =0proxg=1.
oy'=(x-2)e™.

o y’/(1)=—-e1<0 = fmavbodé 1 lokani maximum.
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Obrazek: Graf funkce y = x e* s lokalnim maximem v bodé 1.
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Pozor: f”(xp) = 0 neznamené neexistenci extrému.

Jestlize funkce f méa derivace v U(xp) a plati (n > 1)

Fx0) = "(x0) = - - = fD(x0) =0, 1((xp) £0,

pak

(1) pro n sudé existuje v bodé x, extrém:

» | okal ni maxi mumpro (M (xq) < 0,

» | okal ni mini mumpro (M (xp) > 0.

(2) pronliché |l okal ni extréemv bodé xg neexi st uj e.
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Uloha
VySetfete extrém funkce f :y = x°.

Resent.

@ Mame y’ = 5x*#, stacionarni bod 0.

@ y” =20x3,y”(0) =0,

@ y"” =60x2,y"(0) =0,

o y(* =120x, y¥(0) =0,

o y® =120 > 0.

@ Prvni nenulova derivace je lichého fadu, tedy extrém neexistuje.
[

v
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Obréazek: Graf funkce y = x° bez lokalniho extrému v bodé 0.
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Nejvétsi a nejmensi hodnota funkce na intervalu

Méjme funkci f definovanou a spojitou na intervalu (a, b).

@ Podle 2.Weierstrassovy véty nabyva funkce f
- v nékterém bodé c, své nejvétsi hodnoty
- a v nékterém bodé c, své nejmensi hodnoty.

@ Jiné nazvy: absolutni extrémy, globalni extrémy.

@ Kazdy z bodl ¢4, ¢, pfitom mlZe byt vnitfnim nebo krajnim bodem
intervalu (a, b).

@ Pokud je ¢; vnitinim bodem, je to soucasné bod, v némZ nastava
lokani extrém,

- tedy stacionarni bod
- nebo bod, v némz neexistuje derivace.
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Postup pfi ur€ovani nejvétsi a nejmensi hodnoty
funkce na uzavieném intervalu (a, b)

(1) Ur€ime vSechny stacionarni body a body, v nichz neexistuje
derivace a vypocteme v nich funk¢ni hodnoty.

(2) Vypocteme funk¢ni hodnoty v bodech a, b.
(3) Maximum mnoZiny v3ech téchto hodnot funkce z (1) a (2) je
nejvétSi hodnotou funkce na (a, b),

(4) minimum mnoziny vSech téchto hodnot funkce z (1) a (2) je
nejmensi hodnotou funkce na (a, b).

Tedy: neni tfeba urCovat lokalni extrémy.
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Uloha

Mame uréit nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f:y =x3 —3x + 1
naintervalu (0, 2).

Reseni.
@ y' =3x2 — 3; f mana (0, 2) jediny stacionarni bod 1.
-f(1)=-1
- f(0) =1,
- f(2) =3.
@ Funkce f tedy nabyva nejvétsi hodnoty 3 v bodé 2 a nejmensi
hodnoty —1 v bodé 1.
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Obrazek: Globalni extrémy funkce y = x3 — 3x + 1 naintervalu (0, 2).
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Konvexnost a konkavnost

k(U,V) — f(V) — f(U);
vV —u
@ je-li f funkce spojita, je pro u # v také funkce k(u, V) spojita
vzhledem k u i vzhledem k v.
@ Geometricky vyznam: k(u, V) je smérnice secny grafu funkce f.

@ Oznaéme

Definice

Funkce f se nazyva konvexni (konkavni) na intervalu (a,b) <—
pro kazdé tfi body X1, X, X2 € (a,b), kde x; < X < X, plati

K(x1,%) < k(x,x2) (k(x1,x) > k(x,x2)).

Funkce dle této definice je ryze konvexni nebo konkavni, pfi neostrych
nerovnostech jde o neryzi vlastnosti.
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Konvexnost a konkavnost
Véta (1.véta o konvexnosti a konkavnosti)
@ Necht funkce f méa na intervalu (a, b) derivaci f'.

Pak funkce f je na (a, b) konvexni (konkavni) < je
@ f' na (a,b) rostouci (klesajici).

10 -+
5 .

Obréazek: Graf funkce y = x° a jeji prvni derivace y = 3x2.
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Konvexnost a konkavnost

Na funkci f’ Ize nyni pouZit vétu o monoténnosti na intervalu:

Véta (2. véta o konvexnosti a konkavnosti)
M&-li funkce f druhou derivaci na (a, b),

pak tato funkce je na (a, b) konvexni (konkévni) =

e Vxe(ab)je  f(x)>0 (f"(x) < o),

@ pfiCemzZ neexistuje interval («, ) C (a,b) tak, aby
vx € (o, 8) bylo f”(x) =0.
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Inflexe a inflexni body

Definice
Rikame, 7e funkce f mav bodé x, inflexi —
@ maderivaci f'(xg) aje

- vlevém okoli U(xo—) konvexni (konkévni)

- av pravém okoli U(xp+) konkavni (konvexni).

Bod [xp,f(Xp)] roviny se nazyva inflexni bod funkce f,
resp. grafu funkce f.
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Inflexe a inflexni body

Obréazek: Graf funkce y = x3, inflexniho bodu (0; 0) a inflexni tecny y = 0.

@ V inflexnim bodé& pfechazi funkce z konvexniho prlibéhu na
konkavni nebo naopak.

@ Inflexni te€na v bodé ,dotyku“ graf pfechazi z jedné poloroviny do
druhé.

@ Napr. osa x je inflexni tenou ke grafu funkce y = x3.
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Véta (vztah inflexe a derivace)

Méa-li funkce f v néjakém okoli U(xq) derivaci f’, pak ma v bodé xg
inflexi & ma f’ v bodé xg lokalni extrém.

Véta (nutna podminka existence inflexe)
Ma-li funkce f v bodé xq inflexi a existuje f”(xo), je f”(xg) = 0.

Didkaz plyne z nutné podminky existence extrému funkce f’.
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Vztah inflexe a derivace Ize dalSimi vétami specifikovat pro pfipad
existence druhé resp. i tfeti derivace.

Véta (vztah inflexe a druhé derivace)
Ma-li funkce f v néjakém okoli bodu xq derivaci f”

@ a ma-li tato derivace v P(xo—) a P(Xo+) rlizna znaménka,
ma funkce f v bodé xg inflexi.

@ Ma-li f” stejné znaménko v P(xp—) a P(xo+), pak funkce f v bodé
Xo inflexi nema.
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Véta (vztah inflexe a 3. derivace)
@ Ma-li funkce f v néjakém okoli bodu xq derivaci f”,
@ plati f”(xg) = 0af”(xo) # 0,
@ pak funkce f ma v bodé xg inflexi.

@ Tuto vétu bychom mohli rozSifit (podobné jako odpovidajici
pravidlo pro ur€ovani lokalniho extrému) i na pfipad, kdy

f7(x0) = f"(xg) = - - = f& D (xg) =0, FM(x0) £ 0.

@ Pro k liché existuje v bodé x; inflexe,
@ pro k sudé nikoli.
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Uloha
Stanovte konvexnost, konkavnost a inflexi funkce y = xe*.

Regeni.
@ Tato funkce ma potfebné derivace, vypocteme:
oy =(1-x)e’*,
oy’'=(x-2)e % kdee ™ > 0.
@ Prox < 2jey” <0, funkce je konkavni,
@ prox > 2jey” > 0, funkce je konvexni.
@ Pro x = 2 ma funkce inflexi, inflexni bod je [2; 2e—2].
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Obrazek: Graf funkce y = x e* s inflexnim bodem [2;2e~2].
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Asymptoty

@ Asymptoty jsou pFimky,
- pfedstavujeme si je jako tecny ke grafu funkce v nekonecnu.
- Soufadnicové osy jsou asymptotami grafu funkce y = 1/x.

@ Definujeme asymptoty dvou druh(l (avSak z geometrického
hlediska jde o tentyZ jev).
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Asymptoty

Obrazek: Asymptoty y = 0 a x = 0 grafu funkce y = 1.

X
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Asymptoty

Definice
Pfimka x = c se nazyva vertikalni asymptota grafu funkce f <

funkce f mavbodé c al espoh jednu jednostrannou |imtu
nevl ast ni .

@ | nekonec¢né mnoho: tangens.
@ Kromé toho nejvySe dvé asymptoty s rovnicemitvaru y = kx +qQ.

Definice
@ Pfimka y = kx + g se nazyva asymptota (se smérnici) grafu
funkce f «—
@ pro x — —oo nebopro x — 4oo je | lim[f(x)— (kx +q)] = 0.
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Asymptoty se smeérnici

Véta (o vypoctu asymptot)
Pfimka y = kx + g je asymptotou grafu funkce f <=

existuji limity (pro x — —oco nebo pro x — +o0)

lim f(Xx) =k a lim[f(x)—kx]=gq.
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Prakticky postup v béznych pripadech
1) VySetfime okoli t&ch hromadnych bodl D(f), které leZi v R — D(f)
- (body nespojitosti - zejména izolované body mnoziny R — D(f)
nebo krajni body intervaldl, jeZ jsou soucasti D(f)).

- Zjistime ve kterém z téchto bod{ existuji alesporn jednostranné
nevlastni limity.

f(x)

2) Je-li +00 nebo —oco hromadnym bodem D(f), hledame lim -

- JestliZze tato limita (nebo obé) existuje, je to smeérnice k asymptot,
pokud asymptoty existuji.

- Déle jesté hledame lim[f(x) — kx] s onim k, jeZ bylo vypoCteno v
predchozi limité.

- Existuje-li tato limita, je to g a asymptota existuje.

PFi vypoCtu k = lim @ Ize pouZzit I'Hospitalova pravidla, z néhoz

k = limf’(x). Také tento vztah se Casto vyuziva k vypoctu smérnice
asymptot (ovSem neexistuje-li lim f/(x), neznamena to neexistenci
asymptot).



Uloha

. . X
UrCete asymptoty pro funkci y = > + arctg x.

Reseni.

ok= lim " (1+ar°tgx)=1.
X—too X Xx—%oo \ 2 X 2

a . X 1
@ Daleq = XETOO (5 + arctgx — EX) = ig

@ Existuji tedy 2 asymptoty:

X ™
X 7
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X

Obrazek: Asymptoty y = >

Ea +E rafu funkce —X+arct X
2 y 29 Y—2 gX.

X
2
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Uloha
Urcete asymptoty pro funkci y = x + /X.

Reseni.
@ Zde je nevlastnim hromadnym bodem D(f) jen +oc.
@ Pocitame
=t S = m Ea

q:xﬂrpoo(er\/_—x):Jroo,

@ asymptota neexistuje.

Jifi Figer (KMA, PTF UP Olomouc) KMA-MMAN1 Pfednéska &. 11 4. prosince 2009 43/44



%
3
y

Obrazek: Graf funkce y = x
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