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Monotónnost funkce

Při vyšetřovánı́ průběhu funkce se také zjišt’uje, zda je daná
funkce v některém intervalu nebo bodě monotónnı́.

Zjišt’ovánı́ monotónnosti funkce pomocı́ derivace funkce.

Věta
Jestliže existuje okolı́ U(x0) ⊂ D(f ) a f ′(x0) > 0, pak f je rostoucı́
v bodě x0.

Princip důkazu.

f ′(x0) > 0 =⇒ v jistém okolı́ U(x0) je také
f (x) − f (x0)

x − x0
> 0.
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Obrázek: Grafy funkcı́ rostoucı́ch v bodě 0: y = x3 a y = 2x + |x|.

Tato věta vyjadřuje jen postačujı́cı́ podmı́nku, neplatı́ obráceně.

Funkce rostoucı́ v bodě může mı́t i nulovou derivaci nebo derivaci
nemı́t (viz obr.).

Podobné výsledky platı́ i pro funkce klesajı́cı́ v bodě a pro
zápornou derivaci.
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Stacionárnı́ bod funkce

x0 je stacionárnı́m bodem funkce f ⇐⇒ f ′(x0) = 0.

Ve stacionárnı́m bodě může být funkce

◮ rostoucı́,

◮ klesajı́cı́

◮ nebo v něm nemusı́ být monotónnı́.
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Věta (o monotónnosti na intervalu)
Má-li funkce f derivaci na (a, b), pak platı́:

1) Funkce f je na (a, b):

neklesajı́cı́ ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) je f ′(x) ≥ 0
,

nerostoucı́ ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) je f ′(x) ≤ 0.

2) Funkce f je na (a, b):

rostoucı́ ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) je f ′(x) ≥ 0
,

klesajı́cı́ ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) je f ′(x) ≤ 0,

přičemž neexistuje (α, β) ⊂ (a, b); ∀x ∈ (α, β) f ′(x) = 0.
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Princip důkazu pro funkce neklesajı́cı́.

f neklesajı́cı́ na (a, b) =⇒
v každém bodě (a, b) je diferenciálnı́ podı́l ≥ 0 =⇒
f ′(x) ≥ 0.

f ′(x) ≥ 0 na (a, b), x1 < x2 =⇒
na 〈x1, x2〉 jsou splněny předpoklady Lagrangeovy věty =⇒
existuje ξ ∈ (x1, x2);

f (x2) − f (x1) = (x2 − x1)f
′(ξ),

=⇒ f (x1) ≤ f (x2).
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Princip důkazu pro funkce rostoucı́.

f rostoucı́ =⇒ f ′(x) ≥ 0.

- Kdyby ∀x ∈ (α, β) : f ′(x) = 0 =⇒ f (x) = konst . =⇒ spor.

f ′(x) ≥ 0 na (a, b), x1 < x2 a neexistuje (α, β) . . . =⇒
f (x1) ≤ f (x2)

- a podle předpokladu o (α, β) existuje mezi x1, x2 bod x ′ tak, že
f ′(x ′) > 0 =⇒ funkce f roste v x ′ =⇒

- f (x1) < f (x2).

Tuto větu lze rozšı́řit na uzavřený interval tak, že pro f předpokládáme

derivaci na (a, b)

a spojitost na 〈a, b〉.
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Úloha

Vyšetřete intervaly monotónnosti funkce f : y = x2 e−x .

Řešenı́.
D(f ) = R.

y ′ = (2x − x2) e−x = x(2 − x) e−x .

intervaly:

(1) (−∞, 0〉: y ′ ≤ 0 (nulová v jediném bodě) =⇒ f je klesajı́cı́,

(2) 〈0, 2〉: y ′ ≥ 0 (nulová ve dvou bodech) =⇒ f je rostoucı́,

(3) 〈2, +∞): y ′ ≤ 0 (nulová v jediném bodě) =⇒ f je klesajı́cı́.
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Obrázek: Grafy funkcı́ y = x2 e−x a y ′ = x(2 − x) e−x z úlohy.
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Lokálnı́ extrémy
Řekneme, že funkce f má v bodě x0

lokálnı́ minimum:

∃U(x0), ∀x ∈ U(x0) : f (x) ≥ f (x0),

lokálnı́ maximum:

∃U(x0), ∀x ∈ U(x0) : f (x) ≤ f (x0).

ostré lokálnı́ minimum:

∃P(x0), ∀x ∈ P(x0) : f (x) > f (x0),

ostré lokánı́ maximum:

∃P(x0), ∀x ∈ P(x0) : f (x) < f (x0).

Má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ minimum, resp. lokálnı́
maximum, řı́káme, že f má v bodě x0 LOKÁLNÍ EXTRÉM.
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Nutná podmı́nka existence lokálnı́ho extrému:

Má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ extrém a existuje-li f ′(x0), pak
f ′(x0) = 0.

Funkce tedy může mı́t extrém jen ve stacionárnı́m bodě nebo v
bodě, v němž nemá derivaci (jako tomu je např. u funkce y = |x|).
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Postup při určovánı́ lokálnı́ch extrémů

Najdeme body, v nichž může nastat extrém,
tj. body, v nichž je derivace funkce rovna nule (body stacionárnı́)
nebo v nichž derivace neexistuje; označı́me x0.

Dalšı́ možný postup:
(1) Užitı́ monotónnosti v okolı́ bodu x0

(2) Užitı́ 1. derivace v okolı́ bodu x0

(3) Užitı́ 2. derivace v bodě x0
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(1) Užitı́ monotónnosti v okolı́ bodu x0

Necht’ f je spojitá v x0 a existuje okolı́ U(x0) ⊂ D(f ).

Je-li f rostoucı́ v P(x0−)

a klesajı́cı́ v P(x0+),

má funkce f v bodě x0 (ostré) lokálnı́ maximum.

Podobně lze formulovat dalšı́ přı́pady:

- ostré lokálnı́ minimum,

- neostré extrémy

- a přı́pad, kdy extrém neexistuje.
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(2) Užitı́ 1. derivace v okolı́ bodu x0

f je spojitá v x0

a existuje okolı́ P(x0) ⊂ D(f ), v němž má funkce f derivaci.

Je-li

f ′(x) > 0 v P(x0−)

a f ′(x) < 0 v P(x0+),

má funkce f v bodě x0 (ostré) lokálnı́ maximum.

Podobně lze formulovat dalšı́ přı́pady.
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(3) Užitı́ 2. derivace v bodě x0

f má derivaci v nějakém okolı́ U(x0) ⊂ D(f )

a existuje f ′′(x0).

Je-li

f ′′(x0) < 0,

má funkce f v bodě x0 (ostré) lokálnı́ maximum,

je-li

f ′′(x0) > 0,

má funkce f v bodě x0 (ostré) lokálnı́ minimum.

Pozor: f ′′(x0) = 0 neznamená neexistenci extrému.
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Odvozenı́ postupu dle

(1) plyne z definice extrému,

(2) plyne z (1) užitı́m vztahu mezi monotónnostı́ a znaménkem
derivace,

(3) plyne z (2)
(např. f ′′(x0) < 0 řı́ká, že funkce f ′ je klesajı́cı́ v bodě x0 . . . ).
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Úloha
Zjistěte extrém funkce f : y = x e−x .

Řešenı́.

y ′ = (1 − x) e−x

y ′ = 0 pro x0 = 1.

y ′′ = (x − 2) e−x .

y ′′(1) = −e−1 < 0 =⇒ f má v bodě 1 lokálnı́ maximum.
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Obrázek: Graf funkce y = x e−x s lokálnı́m maximem v bodě 1.
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Pozor: f ′′(x0) = 0 neznamená neexistenci extrému.

Jestliže funkce f má derivace v U(x0) a platı́ (n > 1)

f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0,

pak

(1) pro n sudé existuje v bodě x0 extrém:

◮ lokálnı́ maximum pro f (n)(x0) < 0,

◮ lokálnı́ minimum pro f (n)(x0) > 0.

(2) pro n liché lokálnı́ extrém v bodě x0 neexistuje.
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Úloha

Vyšetřete extrém funkce f : y = x5.

Řešenı́.

Máme y ′ = 5x4, stacionárnı́ bod 0.

y ′′ = 20x3, y ′′(0) = 0,

y ′′′ = 60x2, y ′′′(0) = 0,

y (4) = 120x, y (4)(0) = 0,

y (5) = 120 > 0.

Prvnı́ nenulová derivace je lichého řádu, tedy extrém neexistuje.
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Obrázek: Graf funkce y = x5 bez lokálnı́ho extrému v bodě 0.
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Největšı́ a nejmenšı́ hodnota funkce na intervalu

Mějme funkci f definovanou a spojitou na intervalu 〈a, b〉.
Podle 2.Weierstrassovy věty nabývá funkce f

- v některém bodě c1 své největšı́ hodnoty

- a v některém bodě c2 své nejmenšı́ hodnoty.

Jiné názvy: absolutnı́ extrémy, globálnı́ extrémy.

Každý z bodů c1, c2 přitom může být vnitřnı́m nebo krajnı́m bodem
intervalu 〈a, b〉.
Pokud je ci vnitřnı́m bodem, je to současně bod, v němž nastává
lokánı́ extrém,

- tedy stacionárnı́ bod

- nebo bod, v němž neexistuje derivace.
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Postup při určovánı́ největšı́ a nejmenšı́ hodnoty
funkce na uzavřeném intervalu 〈a, b〉

(1) Určı́me všechny stacionárnı́ body a body, v nichž neexistuje
derivace a vypočteme v nich funkčnı́ hodnoty.

(2) Vypočteme funkčnı́ hodnoty v bodech a, b.

(3) Maximum množiny všech těchto hodnot funkce z (1) a (2) je
největšı́ hodnotou funkce na 〈a, b〉,

(4) minimum množiny všech těchto hodnot funkce z (1) a (2) je
nejmenšı́ hodnotou funkce na 〈a, b〉.

Tedy: nenı́ třeba určovat lokálnı́ extrémy.
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Úloha

Máme určit největšı́ a nejmenšı́ hodnotu funkce f : y = x3 − 3x + 1
na intervalu 〈0, 2〉.

Řešenı́.

y ′ = 3x2 − 3; f má na 〈0, 2〉 jediný stacionárnı́ bod 1.

- f (1) = −1

- f (0) = 1,

- f (2) = 3.

Funkce f tedy nabývá největšı́ hodnoty 3 v bodě 2 a nejmenšı́
hodnoty −1 v bodě 1.
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Obrázek: Globálnı́ extrémy funkce y = x3 − 3x + 1 na intervalu 〈0, 2〉.
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Konvexnost a konkávnost

Označme k(u, v) =
f (v) − f (u)

v − u
;

je-li f funkce spojitá, je pro u 6= v také funkce k(u, v) spojitá
vzhledem k u i vzhledem k v .

Geometrický význam: k(u, v) je směrnice sečny grafu funkce f .

Definice
Funkce f se nazývá konvexnı́ (konkávnı́) na intervalu (a, b) ⇐⇒
pro každé tři body x1, x, x2 ∈ (a, b), kde x1 < x < x2, platı́

k(x1, x) < k(x, x2) (k(x1, x) > k(x, x2)).

Funkce dle této definice je ryze konvexnı́ nebo konkávnı́, při neostrých
nerovnostech jde o neryzı́ vlastnosti.
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Konvexnost a konkávnost

Věta (1.věta o konvexnosti a konkávnosti)

Necht’ funkce f má na intervalu (a, b) derivaci f ′.

Pak funkce f je na (a, b) konvexnı́ (konkávnı́) ⇐⇒ je

f ′ na (a, b) rostoucı́ (klesajı́cı́).
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1 2−1−2

Obrázek: Graf funkce y = x3 a jejı́ prvnı́ derivace y = 3x2.
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Konvexnost a konkávnost

Na funkci f ′ lze nynı́ použı́t větu o monotónnosti na intervalu:

Věta (2. věta o konvexnosti a konkávnosti)
Má-li funkce f druhou derivaci na (a, b),

pak tato funkce je na (a, b) konvexnı́
(

konkávnı́
)

⇐⇒

∀x ∈ (a, b) je f ′′(x) ≥ 0
(

f ′′(x) ≤ 0
)

,

přičemž neexistuje interval (α, β) ⊂ (a, b) tak, aby

∀x ∈ (α, β) bylo f ′′(x) = 0.
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Inflexe a inflexnı́ body

Definice

Řı́káme, že funkce f má v bodě x0 inflexi ⇐⇒
má derivaci f ′(x0) a je

- v levém okolı́ U(x0−) konvexnı́
(

konkávnı́
)

- a v pravém okolı́ U(x0+) konkávnı́
(

konvexnı́
)

.

Bod [x0, f (x0)] roviny se nazývá inflexnı́ bod funkce f ,

resp. grafu funkce f .
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Inflexe a inflexnı́ body
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Obrázek: Graf funkce y = x3, inflexnı́ho bodu (0; 0) a inflexnı́ tečny y ≡ 0.

V inflexnı́m bodě přecházı́ funkce z konvexnı́ho průběhu na
konkávnı́ nebo naopak.

Inflexnı́ tečna v bodě „dotyku“ graf přecházı́ z jedné poloroviny do
druhé.

Např. osa x je inflexnı́ tečnou ke grafu funkce y = x3.
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Věta (vztah inflexe a derivace)

Má-li funkce f v nějakém okolı́ U(x0) derivaci f ′, pak má v bodě x0

inflexi ⇔ má f ′ v bodě x0 lokálnı́ extrém.

Věta (nutná podmı́nka existence inflexe)

Má-li funkce f v bodě x0 inflexi a existuje f ′′(x0), je f ′′(x0) = 0.

Důkaz plyne z nutné podmı́nky existence extrému funkce f ′.
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Vztah inflexe a derivace lze dalšı́mi větami specifikovat pro přı́pad
existence druhé resp. i třetı́ derivace.

Věta (vztah inflexe a druhé derivace)

Má-li funkce f v nějakém okolı́ bodu x0 derivaci f ′′

a má-li tato derivace v P(x0−) a P(x0+) různá znaménka,
má funkce f v bodě x0 inflexi.

Má-li f ′′ stejné znaménko v P(x0−) a P(x0+), pak funkce f v bodě
x0 inflexi nemá.
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Věta (vztah inflexe a 3. derivace)

Má-li funkce f v nějakém okolı́ bodu x0 derivaci f ′′,

platı́ f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) 6= 0,

pak funkce f má v bodě x0 inflexi.

Tuto větu bychom mohli rozšı́řit (podobně jako odpovı́dajı́cı́
pravidlo pro určovánı́ lokálnı́ho extrému) i na přı́pad, kdy

f ′′(x0) = f ′′′(x0) = · · · = f (k−1)(x0) = 0, f (k)(x0) 6= 0.

Pro k liché existuje v bodě x0 inflexe,

pro k sudé nikoli.
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Úloha
Stanovte konvexnost, konkávnost a inflexi funkce y = x e−x .

Řešenı́.
Tato funkce má potřebné derivace, vypočteme:

y ′ = (1 − x) e−x ,

y ′′ = (x − 2) e−x , kde e−x > 0.

Pro x < 2 je y ′′ < 0, funkce je konkávnı́,

pro x > 2 je y ′′ > 0, funkce je konvexnı́.

Pro x = 2 má funkce inflexi, inflexnı́ bod je [2; 2 e−2].
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Obrázek: Graf funkce y = x e−x s inflexnı́m bodem [2; 2 e−2].
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Asymptoty

Asymptoty jsou přı́mky,

- představujeme si je jako tečny ke grafu funkce v nekonečnu.

- Souřadnicové osy jsou asymptotami grafu funkce y = 1/x.

Definujeme asymptoty dvou druhů (avšak z geometrického
hlediska jde o tentýž jev).
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Asymptoty

2

4

−2

−4

2 4−2−4

Obrázek: Asymptoty y = 0 a x = 0 grafu funkce y = 1
x .
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Asymptoty

Definice
Přı́mka x = c se nazývá vertikálnı́ asymptota grafu funkce f ⇐⇒
funkce f má v bodě c alespoň jednu jednostrannou limitu
nevlastnı́.

I nekonečně mnoho: tangens.

Kromě toho nejvýše dvě asymptoty s rovnicemi tvaru y = kx + q.

Definice
Přı́mka y = kx + q se nazývá asymptota (se směrnicı́) grafu
funkce f ⇐⇒
pro x → −∞ nebo pro x → +∞ je lim[f (x) − (kx + q)] = 0.
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Asymptoty se směrnicı́

Věta (o výpočtu asymptot)
Přı́mka y = kx + q je asymptotou grafu funkce f ⇐⇒
existujı́ limity (pro x → −∞ nebo pro x → +∞)

lim
f (x)

x
= k a lim[f (x)−kx] = q.
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Praktický postup v běžných přı́padech
1) Vyšetřı́me okolı́ těch hromadných bodů D(f ), které ležı́ v R − D(f )

- (body nespojitosti - zejména izolované body množiny R − D(f )
nebo krajnı́ body intervalů, jež jsou součástı́ D(f )).

- Zjistı́me ve kterém z těchto bodů existujı́ alespoň jednostranné
nevlastnı́ limity.

2) Je-li +∞ nebo −∞ hromadným bodem D(f ), hledáme lim
f (x)

x
.

- Jestliže tato limita (nebo obě) existuje, je to směrnice k asymptot,
pokud asymptoty existujı́.

- Dále ještě hledáme lim[f (x) − kx] s onı́m k , jež bylo vypočteno v
předchozı́ limitě.

- Existuje-li tato limita, je to q a asymptota existuje.

Při výpočtu k = lim f (x)
x lze použı́t l’Hospitalova pravidla, z něhož

k = lim f ′(x). Také tento vztah se často využı́vá k výpočtu směrnice
asymptot (ovšem neexistuje-li lim f ′(x), neznamená to neexistenci
asymptot).
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Úloha

Určete asymptoty pro funkci y =
x
2

+ arctg x.

Řešenı́.

k = lim
x→±∞

f (x)

x
= lim

x→±∞

(

1
2

+
arctg x

x

)

=
1
2

.

Dále q = lim
x→±∞

(

x
2

+ arctg x − 1
2

x
)

= ±π

2

Existujı́ tedy 2 asymptoty:

y =
x
2
− π

2
pro x → −∞ a

y =
x
2

+
π

2
pro x → +∞.
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2

4

−2

−4

3 6 9−3−6−9

Obrázek: Asymptoty y =
x
2
− π

2
a y =

x
2

+
π

2
grafu funkce y =

x
2

+ arctg x.
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Úloha
Určete asymptoty pro funkci y = x +

√
x.

Řešenı́.
Zde je nevlastnı́m hromadným bodem D(f ) jen +∞.

Počı́táme

k = lim
x→+∞

f (x)

x
= 1 + lim

x→+∞

√
x

x
= 1,

q = lim
x→+∞

(

x +
√

x − x
)

= +∞,

asymptota neexistuje.
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3

6

9

12

3 6 9
Obrázek: Graf funkce y = x +

√
x je bez asymptot.
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