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Průběh funkce

O vyšetřovánı́ průběhu funkce lze pojednat dvěma způsoby:

– uvést věcně, ze kterých činnostı́ se vyšetřovánı́ průběhu funkce
skládá,

– popsat praktický postup při vyšetřovánı́ průběhu funkce.
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Věcný výčet činnostı́ při vyšetřovánı́ PF

1) Definičnı́ obor, body nespojitosti.

2) Funkčnı́ obor, omezenost; nulové body funkce; intervaly, kde je
funkce kladná, kde je záporná.

3) Funkčnı́ vlastnosti funkce: parita, periodičnost.

4) Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti funkce, v krajnı́ch
bodech definičnı́ho oboru, resp. v −∞, +∞.

5) Intervaly monotonnosti (kde funkce roste, kde klesá) nebo
konstantnosti.

6) Lokálnı́ extrémy funkce.

7) Intervaly konvexnosti a konkávnosti.

8) Inflexe, inflexnı́ body grafu funkce.

9) Asymptoty grafu funkce.

10) Sestrojenı́ grafu funkce.
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Praktický postup při vyšetřovánı́ PF

V běžném přı́padě sleduje i myšlenku správného a přehledného
záznamu výsledků a mezivýsledků do tabulky:

A. Zjistı́me údaje potřebné pro sestavenı́ tabulky, sestavı́me tabulku
a zaznamenáme do nı́ dosud známé údaje o funkci,

B. postupně zjišt’ujeme dalšı́ vlastnosti funkce a zaznamenáváme je
do tabulky,

C. doplnı́me údaje potřebné pro sestrojenı́ grafu a sestrojı́me graf
funkce.
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Doporučené pořadı́ pracı́ u bodu A.

A1. Provedeme 1 (určı́me D(f ) a body nespojitosti).
A2. Provedeme 3 (stanovenı́ parity a periodičnosti), tj. zjistı́me, zda

bychom mohli zmenšit rozsah vyšetřovánı́ funkce tı́m, že se
omezı́me např. jen na interval 〈0,+∞) nebo jen na jednu periodu
u funkce periodické.

A3. Vypočteme 1.derivaci, položı́me ji rovnu 0 a řešenı́m zı́skáme
stacionárnı́ body. K nim přidáme ty body z D(f ), v nichž 1.
derivace neexistuje. Má-li funkce lokálnı́ extrém, pak nastane v
některém z těchto bodů.

A4. Vypočteme 2. derivaci, položı́me ji rovnu 0 a řešenı́m zı́skáme
body, v nichž může mı́t funkce inflexi. K nim přidáme ty body z
D(f ′), v nichž 2. derivace neexistuje.

A5. Sestavı́me tabulku, kde v horizontálnı́m záhlavı́ zaznamenáme
rozčleněnı́ čı́selné osy s ohledem na A1, A2, A3, A4; ve
vertikálnı́m záhlavı́ jsou řádky pro x, y , y ′, y ′′, a pro záznam
vlastnostı́ funkce f . Do tabulky přeneseme údaje již zjištěné.
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Doporučené pořadı́ pracı́ u bodu B.

B1. Užitı́m znaménka 1. derivace určı́me 5 (intervaly monotonnosti).

B2. Na základě B1 zjistı́me 6 (lokálnı́ extrémy), včetně funkčnı́ch
hodnot v těchto bodech.

B3. Užitı́m znaménka 2. derivace určı́me 7 (konvexnost a konkávnost).

B4. Na základě B3 zjistı́me 8 (inflexi), včetně funkčnı́ch hodnot v
těchto bodech a hodnot 1. derivacı́.

B5. Určı́me 9 (asymptoty).

B6. Určı́me 4 (limity), pokud je to po B5 ještě třeba.

B7. Určı́me 2 (funkčnı́ obor, nulové body, znaménka funkce).
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Doporučené pořadı́ pracı́ u bodu C.

C1. Podle potřeby doplnı́me např. průsečı́k grafu funkce s osou y ,
hodnoty funkce v dalšı́ch bodech D(f ), přı́padně i hodnoty derivacı́
(připojı́me k tabulce jako dodatek).

C2. Provedeme bod 10 (sestrojı́me graf funkce).
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Úloha

Sestavte tabulku pro vyšetřenı́ průběhu funkce y = x + 1
x .

Řešenı́.
D(f ) = (−∞, 0) ∪ (0,+∞), funkce je lichá, tj. graf bude souměrný
podle počátku.
y ′ = 1 − 1

x2 ; y ′ = 0 ⇒ x ∈ {−1;1} (stacionárnı́ body); y ′′ = 2
x3 6= 0.

Sestavı́me tabulku (např. jen) pro interval 〈0,+∞).

x 0 → 0+ (0, 1) 1 (1, +∞) → +∞
y n.d. → +∞ — 2 — → +∞
y′ n.d. → −∞ < 0 0 > 0 → +∞
y ′′ n.d. — > 0 > 0 > 0 —

fce
n.d. → +∞ klesá lok.min. roste → +∞

asymptota
x =0 konvexnı́

asymptota
y = x

Inflexnı́ body neexistujı́.
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Obrázek: Graf funkce y = x +
1
x

, vertikálnı́ asymptota x = 0 a asymptota se

směrnicı́ y = x.
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Užitı́ extrémů funkcı́

Na výpočet extrémů vede řada praktických úloh.

Úloha

Ze čtvercového listu papı́ru o straně
a

má být po vystřiženı́

čtverečků (o straně
x

) v rozı́ch složena krabice o maximálnı́m
objemu.

Vypočtěte stranu čtverečků, jež majı́ být v rozı́ch vystřiženy a
rozměry výsledné krabice.
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x

Obrázek: Budoucı́ krabice o maximálnı́m objemu
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Řešenı́.
Výsledná krabice má rozměry

(a − 2x)× (a − 2x)× x.

Jejı́ objem je tedy:

V = (a − 2x)2x, x ∈
(

0;
a
2

)

V ′ = 12x2 − 8ax + a2 = 0 =⇒ x1 =
a
6

, x2 =
a
2

(x2 nevyhovuje praktické úloze);

rozměry krabice jsou

2
3a × 2

3a × 1
6a

,
výška je rovna čtvrtině šı́řky čtvercového dna.
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Užitı́ extrémů funkcı́

Úloha

Pracoviště je v konstantnı́ vzdálenosti
a

od průmětu světla na
vodorovnou rovinu.

Při jaké výšce
h

světla je osvětlenı́ pracoviště maximálnı́?
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Obrázek: Intenzita osvětlenı́
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Řešenı́.
Intenzita osvětlenı́ závisı́ na vstupnı́ch podmı́nkách takto:

I = c
sin ϕ

r2 ,

kde

sin ϕ =
h
r

a r =
√

h2 + a2,

takže I = I(h); po dosazenı́

I = c
h

(

h2 + a2
)

3
2

.

I ′ = c
a2 − 2h2

(

h2 + a2
)

3
2

(= 0) =⇒ h =
a√
2
≈ 0, 7a.
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Užitı́ extrémů funkcı́

Úloha

Výkon Peltonova kola je
P = k · u · (v − u)

, kde

– u je obvodová rychlost Peltonova kola a

– v je rychlost vodnı́ho paprsku.

Při jaké rychlosti
u

je výkon Peltonovy turbiny maximálnı́?

Řešenı́.

P = P(u), P ′ = kv − 2ku(= 0) =⇒
u =

v
2

.
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Užitı́ extrémů funkcı́

Úloha

Určete rozměry konzerv tvaru rotačnı́ho válce o daném objemu
V

tak, aby se při jejich výrobě spotřebovalo co nejmenšı́ množstvı́
plechu.
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Řešenı́.

Hledá se minimum funkce
S = 2πxv + 2πx2

, kde

– x je poloměr dna konzervy a

– v výška konzervy,

– za podmı́nky, že V = πx2v je zadané (tedy konstantnı́).

Po dosazenı́ za v z této podmı́nky (v =
V

πx2 ) máme

S =
2V
x
+ 2πx2, odkud S′ = −2V

x2 + 4πx.

Z rovnice S′ = 0 máme x0 =
3

√

V
2π

.

Odsud je

v0 =
V

πx2
0

= · · · = 2 3

√

V
2π
= 2x0

: výška konzervy je
rovna průměru dna.
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