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1 Integrace racionalnich funkci — rozklad na
parcialni zlomky

1.1 Typy parcialnich zlomkt a jejich integrace
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Typy 3. a 4. maji ve svych jmenovatelich nerozlozitelné polynomy (nemaji
realné koreny).




d d
Uloha 1.1 (P¥iklad dopoctu 3. typu). / & / ( <

2=

22+25+3 ) (@422 +1)+2
dz 1 dz 1 r+1 1 r+1
— - [ —— = —\2arctg ——+C = — arctg ——+C.
/(I+1)2+2 2/<:v_+1>2+1 2 g V2 V2 g V2
V2
d d
Uloha 1.2 (Piiklad dopoctu 4. typu). / = / a
(22 + 2z + 3) (22 + 224+ 1)+ 2
/ dxz Ju=x+1 _/ du 1w +1/ du
[(x+1)2+2]2_ du=dz | (u2+2)2_42+u2 4 ) w2+2
1 u +11/ du 1 wu n ‘ U LC 1 z+1 n
-t =- — arc — =
12w 12 ) ¢, 12ve s TP 12+ (x+1)2
NG

— t — |+ C.
g arctg 7

1.2 Postup pfi integraci racionalnich funkci P(z)/Q(x), kde
P(z), Q(x) jsou polynomy:

P1i jejich integrovani prevadime racionalni funkci na uvedené zakladni typy,
pricemz vyuzivame poznatkl z algebry.
Algoritmus:

(1) Je-li stupen ¢itatele mensi nez stupetl jmenovatele, pfejdeme na krok (2).
Jinak uzitim déleni upravime funkci na tvar

P(x)
Q(x)
kde A(z) je polynom, ktery jiz dovedeme integrovat a R(z) (zbytek dé-

leni) je polynom stupné nizstho nez Q(z); tedy: sniZime stupen citatele pod
stupen jmenovatele.

= A(z) + f

(2) Je-li jmenovatel rozlozen na linedrni kofenové ¢initele a nerozlozitelné kva-
dratické polynomy, pfejdeme na bod (3), jinak tento rozklad jmenovatele
provedeme.

(3) Je-li ve jmenovateli jen jeden kofenovy ¢initel nebo jeho mocnina nebo jen
jeden nerozlozitelny kvadraticky polynom nebo jeho mocnina, pfejdeme na
bod (4); jinak provedeme rozklad zlomku R(x)/Q(x) na parcidlni zlomky.

(4) Integrujeme vSechny komponenty rozkladu funkce y = P(z)/Q(x).



1.3 Priklady na integraci racionalnich funkci

zdx

(x+1)(x+2)(x—3)

Uloha 1.3. Najdéte primitivnd funkci /

Reseni. Rozkladem na parcialni zlomky

x A n B n C
(z+D(x+2)(x—-3) x+1 2+2 x-3

odkud
r=Ax+2)(z—-3)+Ba+1)(z—-3)+C(z+1)(z+2).
Dosazenim
r = —1: -1 = —4A = A = 1
r = —2: -2 = 5B = B = -2
r = 3: 3 =20C = C = 3

/ rdz _l/dx_g/dx_i_i/dx_
(z+D(x+2)(x-3) 4) z+1 5) x+2 20/ -3

1 2 3
:Zln|x—|—1|—gln|x+2|+%ln|x—3|+c.

. 224 + 5x? — 2
Uloha 1.4. Najdéte primitivni funkci / v tor - 2 dx.
203 —x — 1

Reseni. Vydélenim a rozkladem jmenovatele dostaneme

22 + 522 — 2 622 + 2 — 2 622+ — 2

2 —a—1 a1 T aoDerrerl)

Rozkladem na parcidlni zlomky

62+ —2 A N Bx +C
(zr—1)(2224+224+1) x—1 222+2x+1
odkud
62+ —2=A22* +22+ 1)+ (Bx + C)(x - 1).
Dosazenim

r = 1: 5 = 54A = A =1
a porovnanim koeficienth u mocnin proménné x

22: 6 = 2A+B = B = 4

20 -2 = A-C = C = 3
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Je tedy

/Zx + bx? — d / d +/ / 4o+ 3 d
r= [ xdx x.
203 —x —1 x—1 202 4+ 2x + 1

Zlomek Qxfi;rj — Jje parcialni zlomek 2. druhu, pfi jeho integraci postupujeme

nasledovné

4o + 3 dx + 2 1
—dz= | ———-——do+ | ———dz,
202 +2x + 1 202 + 22+ 1 202 +2x + 1

prvni integral vpravo fesime substituci ¢ = 22% + 2x + 1, pak dt = (4o +2)dx a
po dosazeni

4 2 dt
/de:/T:1n|t|:1n(2x2+2x—|—1),

212 +2x + 1

ve druhém integralu upravime nejprve jmenovatele

207 + 2+ 1=2[z"+z]+1=2[(z+ 1) — 3]+ 1=2@+3)?+1=
=14z +3)? + 1] = 3[(2z + 1)2 + 1]

a dale substituci t = 2z + 1, pak dt = 2dx a po dosazeni

/ do / 2dz / dt tet = arotg(22 + 1)
= = = arc = arc Xz .
212+ 20 +1 ) (2e+12+1 Je+1 8 8

Vysledkem je tedy

2z* 4 bx? — 2 1
/—;x3+—z—1 dx:§$2+ln\x—1|+ln(2x2+2x+1)+arctg(29g+1)_|_c

. L . rt+1
Uloha 1.5. Najdéte primitivnd funkci dx.

b 4+t — 3 — a2

Reseni. Upravou jmenovatele
Pt -t - =22t ) =2+ )@ - 1) =2 (2 + 1) (v — 1)

a rozkladem na parcialni zlomky dostaneme

x5 4+t — g3 — 22

+x2+x+1+(a:+1)2+x—1'

41 A B C D E
x

Méme

' +1 = Av(z+ 1)@z -1+ Bl+1)*z—-1)+
+ C2?*(2* — 1) + Da*(z — 1) + Ex?(z + 1),
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odkud dosazenim

xr =0: 1 = -B = B = -1
r = —-1: 2 = —2D = D = -1
r =1: 2 =4E = E = 1%

a porovnanim koeficienth u mocnin proménné x

2: 1 = A+C+E
2: 0 = —-A—-B

dostaneme A =1, B=—-1,C = —%, D=-1FE= %

Je tedy
xt+1
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1.4 Integrace nékterych iracionalnich funkci
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1.5 Eulerovy substituce

Pouzivaji se pro vypocet integrali typu / R <$, var? + br + c) dz, kde R

je racionalni funkce dvou proménnych. Ucelem substituce je prevést integrovani
iracionalni funkce na integrovani funkce racionalni. Eulerovy substituce jsou tfi:

(1) vaz?+ bz + ¢ = y/ax +t [pro a > 0]; hlavni myslenka: po umocnéni se na
obou stranich rovnosti rusi ¢leny az?.

(2) Vax?+ bz + ¢ = xt + /c [pro ¢ > 0]; hlavni myslenka: po umocnéni se na
obou stranach rovnosti rusi ¢leny ¢ a rovnost lze délit x.

(3) Var?+br+c = t(r — \) [kde A je redlny kofen|; hlavni myslenka: po

umocnéni lze rovnost délit kofenovym ¢initelem (z — A).



Po nalezeni integralu z piislusné racionalni funkce se vracime k ptvodni pro-
ménné, tj. dosadime

e pii 1. substituci t = vax? + bx + ¢ — /axz,
Vax? +bx +c— /¢

e pii 2. substituci to je t = 5
x

vax?+bx +c
T — A )

e a pri 3. dosadime t =

Uloha 1.8. Ovérte, Ze pri vipoctu /xv 422 + 5x + 1dx lze pouZit vSechny tri
substituce. Ve vsech pripadech prevedte integrdal na integrdal z funkce raciondlni.

Reseni. a =4 > 0, c = 1 > 0, a uvedeny trojclen m4 realné koieny, takze jsou
splnény predpoklady pro vsechny tfi Eulerovy substituce:

1.ES: Pri pouziti 1. substituce mame v/4x? + 5x + 1 = 2x + ¢, a tedy

42 + 50 +1 = 4%+ dat + 42,
Sr+1 = dat+ 2
Sr—dxt = t2—1,
rv(5—4t) = t* -1,

2 —1
[z] = 5— 4t
2t(5 — 4t) — (2 — 1)(—
" (5 —4t) — (12 — 1)(—4) it
(5 — 4t)?
10t — 8t 4+ 4t2 — 4
dr = dt
’ (5 — 41)2 ’
10t — 4t? — 4
de| = | —/———————dt

Var2 +5r+1 = 2x+1t,
2 —1
Vix? +5r+1 = 2 +t,

5 — 4t
2t — 2 4 5t — 4¢?
Var2 +5r+1 =
x4+ ox + T ,

—2t% 4 5t — 2
Va2 + 5+ 1| = | —-——|
T4+ ox + 541

Vratime se k integralu a dosadime:

t?—1 =22 +5t—2 10t —4t* —4
VAT 15 1d:/ : : dt=-- =
/x A= T T s (5 — 4t)?
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1 4 17 243 1 405 1 n 81 1
96 256 2048 (=5 +4t)® 2048 (—5+4¢)> 2048 (=54 41)
45 ,
ST In(-5+4t)+C = [zatdosadlme V42 +5x+1—2x| =
1 3 17 17
= — (Va2 +52+1—2 ) —— VA2 45+ 1+ —a—
96< CAorE LT Ar) Togg VAT et T g
243 1
2048 (—p 4+ 4vA22 + 52 +1—8z)°
405 1
— 2_.I_
2048 (5 44422+ 52+ 1 8x)
. 81 1
2048 (—5+4v422 + bz +1—8x)
—ﬁln(—5+4\/4x2+5x+ —8x>+C
512 '
2.ES: Pii pouziti 2. substituce mame /422 + 5x + 1 = at + 1, a tedy:
Vdx?+5x4+1 = zt+1,
4 + 50 4+1 = 2% 4 2t + 1,
42 + 5 = 2°t? + 2at,
dr +5 = xt? 42t
dg — xt? = 2t -5,
2t — 5
o4 —2]
2(4 —1?) — (2t — 5)(—2)
dr = dt
o (4 —t2)? ’
—2t% 4+ 4t — 2
- =,
(4 —t2)?
2t — 5
Var? +5 1 = ——t+1
T +ox + 17 +
202 —t — 13
VA2 +hr 41| = |2 —
T4+ 0T + 1
Vratime se k integralu a dosadime:
20—5 22—t —3 —22+4t—2
/x\/4x2+5x+1dx:/4_t2- yETa a— 1) dt =



_/ 1 1 3 1 +23 1 +27 1
B 64 (t—2)" 128 (1 —2)® 512 (t—2)° 256 (t - 2)

+@ I 1539 1 n 1809 1 27 1 B
64 (t+2)* 128 (t+2)® 512 (t+2)* 256 (t+2)
1 1 3 1 23 1 27
= e 5 — —— ————+ — In(t - 2) —
192 (t —2)° 256 (t—2)> 512 (t—2) 256
243 1 1539 1 1809 1 27

8 - — (42 +C=
61 (1427 | 256 (1427 512 (t+2) 256 n(t+2)+

\/4x2—|—5x+1—1} B

X

= [za t dosadime

_3 —2
1 Vadz2 +5x+1-1 3 Vadz2 +5x+1—-1
-2 + -2 —

T 192 T 256 T

21
23 Vdr2+5x+1-1 27 Var2+52+1—-1

-2 + In -2 -

512 T 256 T

_3 -2
243 \/4x2+5x—|—1—1+2 +1539 \/4x2+5x+1—1+2
64 T 256 T

1
1809 \/4x2+5x+1—1+2 271 \/4x2+5x+1—1+2 n

——1In

512 T 256 T
C.

3.ES: Pri pouziti 3. substituce mame

Va2 + 52 +1=+/(z + )4z +1) = \/4(a:+1)(x+1):t(x+1),

4
a tedy
VEe+DMAr +1) = tz+1),
(r+1)dx+1) = t*(z+1)%
(4x +1) t*(x + 1),
dr — zt? 2 —1,
2 —1
- m )
2(4 — 12) — (12 — 1)(—2
gy = 2t—t) (- 1)( t)dt’

(4— )

6t
~ e




Vratime se k integrélu a dosadime:

-1 t2—1 6t

t2—1 3t 6t (12 — 1)t
/4—152 (4—t2) a-pp 8/(4—t2)4

18 15 306 4 g 06336 - 9216 3
=—t° - — 2247 — —— —1 =
1315 11t + t - t' 4+ — 3 536t° + C' =
V4x? 1
= [zatdosadime zE+ozt ] =
z+1

18 < A2 +5z+1

:E :E—I—l x—i—l

l(v +5:p+1) )
11

+224

<\/4x2+5:1:+1> 6336 <\/4x2+5x+1> .

9216 422 +5x+1 4a2+5x+1
+ — 1536 +C.
10 (VTR g (VEEESET)
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