Cviceni ¢. 16 z KMA-MMAN?2

12. a 16. brezna 2009

1 Vlastnosti zavislé na integrované funkci

Véta 1.1 (linearni vlastnosti).

(1) Je-li f € R((a,b)), k € R, pak kf € R((a,b)) a plati
/abk:f(ac)d:z: _ k;/abf(x)dx.

(2) Je-li f,g € R((a,b)), pak (f + g) € R((0,5)) a plati
/: (@) + g(2)] do = /abf(x) dx—i—/abg(a:) de.

Véta 1.2 (vlastnosti vyjadiené nerovnostmi). Necht f,g € R({a,b)).

b
(3) Je-li f(x) >0 na (a,b), pak/ f(z)dz > 0.

b b
() Jeli f() < g(e) na (a.b), pak [ fa)do < [gta)da.

/abf(x)dx

Uloha 1.3. S vyuZitim nerovnosti (4) z predchozi véty dokaste, Ze

1 3
1
[ <t
0o 2—sin“x 4

Reseni. Vyjdeme z nerovnosti pro funkci sin z:

b
(5) 1£(x)| € R({a,b)) a plati < / ()] da.

|sinz| < |z|, x€R,

ze které prejdeme na
sin*z < :1:4, z € R.

1



Integrovany zlomek tedy mtzeme na uvazovaném intervalu odhadnout:

a3 3

. — )
2 —sintx T 2— a2t

zde pro x € [0;1].

Podle (4) dostaneme:

1 3 1.3
/x+4dx < / v 4d$
0o 2—sin"x 0 2—x
1 1
= {—— In(2 — ZL‘4):|
4 =0

1 1
= ——(In1—-In2)=-1In2.
4 4

2 Vlastnosti zavislé na intervalu integrovani

Véta 2.1 (aditivita integralu). Necht a < ¢ < b. Pak f € R({a,b)), prdvé kdyZ
f € R({a,c)) A f € R({c,b)). Pritom plati

/abf(x)dx - /acf(x)dx—l—/cbf(x) da.



Uloha 2.2.

2
Vypoctéte I :/ |z — 1| — 22 |z + 2| dz.
-3

rio

-5

r—10

Obrazek 1: Graf funkce y = |z — 1| — 2z |z + 2|.

Reseni. Pro integraci vyrazti s absolutni hodnotou rozdélime na intervaly:

|lx — 1] 1—ux 1—ux x—1
|z + 2| —(x+2) T+ 2 T+ 2

v — 1] — 2z |z + 2|

1 —a+2z(x+2)

1—2—2z(x+2)

r—1-—2x(x+2)

po upravé

222 +3x 4+ 1

—222 —bxr+1

—222 —3x—1

Po rozdéleni na tii integraly a dosazeni dostaneme:

-2
I:/ (2x2+3x+1)d$+/

3

1

—2

2
(=222 — 5z +1)dz +/ (—22% — 3z — 1) dz.
1




Nyni jiz provedeme vypocet:

-2 1 2
I = / (2x2+3x+1)dx+/ (—2m2—5x+1)dx+/(—2:1:2—3;1:—1)dx
— 1

-2

N MR

-16-2-16—-16+2 —27—-5+3
= 3 i + 5 i +(4+21+1+12-8+1) =

18 29+31— 16 — 14 1+31—1
3 2 N 2 2

3 Integrace metodou per partes

Véta 3.1. Jsou-li v, v' spojité na {(a,b), pak
b b
/ u(z)v'(z) dz = [u(z)v(z)]_, —/ o' (z)v(z) de.

Uloha 3.2. Vypoctéte ]:/ rsinzdz.
0
Resend.

/ ™

u=ux u =1

I=| , . =[—cosz]]_y+ | coszdr=---=m.
v/ =sinx v=—cosx = 0



4 Integrace metodou substitucéni

Mame-li pfi vypoctu urcitého integralu pouzit substituci, pak mizeme
e nejprve vypocist primitivni funkci a pak pouzit Newtontv vzorec,

e nebo mizeme provést transformaci mezi. V zavislosti na tom, jakou substi-
tuci provadime (h(z) = t nebo x = ¢(z)) pouzijeme jednu z nasledujicich
dvou vét.

Véta 4.1 (substituce h(z) = z). Necht f(z) md tvar f(z) = g[h(z)|W (z), kde
h'(z) je spojitd na (a,b) a g(z) je spojitda pro vSechna z = h(x), pokud x € (a,b).

Pak
h(b)

f@yde = [ g@n@ar= [ g 0
[ | /

h(a)

™

Uloha 4.2. Vypoctéte I = / sin® z cos x dx.
0

Resend. Pouzijeme piedchozi vétu, nebot ziejmé funkce

3

sin® zcosz ma tvar  g[h(z)|H (z),

kde
3

h(x) =ginx a g(z) = z°.
Dale mame ovérit, ze
h/(m) = cosz je spojitd na (a,b) = <0’ g> :
coz jisté je, a

g(z) = 2* je spojita pro viechna z € h ({a,b)) = sin <<0, g>) =(0,1),

coz je jisté také pravda.
Substituci sinz = z tedy bude

; [ h(z) =sinx = z, h(a)zsin0:0] /1 g {24}1 1
= = [ 2dz=|—| = -.
h'(z)dr = coszdr = dz, h(b) =sinf =1 0 41, 4

[l

Véta 4.3 (substituce x = p(z)). Necht A < a < b < B, necht f(x) je spojitd na
'(2) necht je spojitd na (a, B) a necht pro z € {(«, ) lezi p(z) v intervalu

), o(a) =a, ¢(B) =b. Pak

b 8
/ f(z)dr = / fle(2)] ¢ (2) de. (2)

=5
o 5
AN
N



1
Uloha 4.4. Vypoctéte I = / V1—a22dz.
0

5o r =sinz r=0=2=0 3 '
Reseni. I = - | = V1 —sin?zcoszdz =
dr =coszdz rz=1=2=7 0

s 1 z
/Zcoszzdz: [—z+sin22] ::
0 2 2=0 4

Zde jsme hledali « a (3 z rovnic

sin(a) = p(a) =a =0,
sin(B) = p(8) =b=1,

a tak mame (nejjednodussi feSeni, ale moznosti je vice a je lhostejné, kterou z
nich vybereme)

a=0 a ﬁ:g.

Mame oveérit, ze derivace substitu¢ni funkce je spojitda na zvoleném intervalu
(0, %), coz je jisté pravda, nebot ¢'(z) = cos(z) je spojité funkce. Dale nés zajima,
kam substitucni funkce zobrazi interval (a, 3) = <O, g>,

((03) =0,

Zde tedy k rozsifeni ptivodniho intervalu (a,b) = (0,1) nedochazi, a tak staci
vySettit pfipad A = a = 0 a B = b = 1, a tedy vySetfit spojitost ptvodni
integrované funkce f(x) = /1 — 22 na intervalu (A, B) = (0,1), coz zfejmé
opravdu je.

m
) Inb5 2x
Uloha 4.5. Vypoététe/ dx
0 e? —1
[ 2=h(z) =Ver—1, 22=e"—1, e =22+1]
Inb5 2x _ 1/ _ e®
Reseni. / ex - dz = dz = W(w)dz = ENCE R
0 ¢ r=0 = z=vel-1=
i r=Inb = z=+eb-1= ]
Inb T Inb T
e 2 e
= 2¢" - ————=dx = 2[ e? —1 —i—l]-—dx:
/0 2ver —1 /0 N ( ) ,  2ye*—1
glh(z)] —— h\' ————
B (z) glh(z)] R (x)
2 2 3 2
8 28
:/ 224 1) dx = 2/ (24+1)dz = 2 [Z— +z} —o iy —o =2 o
0 \=— 0 3 2=0 3 3

9(2)



Poznamka 4.6 (K. Rektorys a kol.: Prehled uzité matematiky). Jak nesmime
provadét integraci substituct, vyplyva z téchto prikladi:

4
Priklad 4.7. Integral / Va2 — 1dx nelze integrovat substituci x = sin z, nebot

1
pro Zadny interval « < z < [ nebude x = sinz probihat interval (1,4). Dany

integral lze jisté resit napriklad substituci V12 — 1 = z — x. Pritom bude 1 < x <
4,1 < 2<44v15.

Piiklad 4.8. Resme integrdl

T 1+ tg?
/ﬂdx, k>0, k41
0

1+ ktg?x
Substituce:
tgr = dr=d 1+tg?x)de = dz; tg(0) =0, t =0.
gr = z, cos? 1 x <, ( + tg SE) x Z5 g() ) g(ﬂ)
Je tedy

T 14tg?r O dz
o 1+ktg®x o 1+k%z

Visledek je zrejmé nesprdavniy, nebot integral z kladné funkce je kladny a nemii-
zeme dostat jako vysledek nulu. Chyba vznikld substituci tgx = z je v tom, Ze tgx
je v (0,m) nespojitd v bodé x = 7.

5 Pocatecni iivahy o vypocétu obsahu geomet-
rickych atvara v roviné

Uloha 5.1. Vypoctéte obsah obrazce ohraniceného parabolou y = 1 — 22 a osou

x.

A 0 1

Reseni. Po nacdrtnuti grafu zjistime, Ze jde vlastné o tilohu na vypocet urcitého
integralu (dotéeny graf paraboly lezi nad osou z), u které ale nejprve musime
nalézt integracni meze. Jde o pruseciky paraboly s osou z, tedy nulové body:

y=1-2>=0, 2°=1 = s1=a=-1, z2,=b=1.



Uloha 5.2. Vypoctéte obsah obrazce ohraniceného parabolou y = x>+ 1 a piim-
kouy =3 — x.

-2 0 1

Reseni. Z obrazku je zfejmé, ze meze pro vypocet najdeme jako z-ové soutadnice
prusecikt obou grafti, tedy z rovnice:

_-1-v9

??4+1=3-2, 2°42-2=0, z1=a= 5 =—-2, x3=0b=1
Dale z obrazku vime, Ze
1 3 1
1 8
A:/(x2+1)dx:{x—+x] =-+1+-+2=6[7
9 3 g O 3
a . )
2 1 21
A+P:/(3—x)dx:[3x—x—] =3—-+6+2="1[.
P 21,_ 5 2 2
A tedy dohromady:
21 9
P=(A+P)—A="—-6=_1
(A+P)-A=2 —6=2 [/
O



