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1 Veéta o stredni hodnoté integralniho poctu

Véta 1.1 (o stiedni hodnoté integralniho poctu). Necht f € R({a,b)) a plati m <
f(z) < M. Pak existuje c¢islo p € (m, M) tak, Ze

[ 1)@=~

Je-li f spojitd, pak existuje cislo £ € (a,b) tak, Ze

/ f(x)dz = (b— a) F(€).

Uloha 1.2. Podle véty o stiedni hodnoté integrdlniho poctu urcete stiedni hodnotu
i funkce:
y = /z na intervalu (0,4) .

Reseni. Podle véty o stfedni hodnoté u vypocéteme nasledovné:

’ [fayde  [Pyade 4
/af(x)dx:u(b—a) = = b = (@0 =3

Funkce /z je na (0,4) spojita, takze existuje prislusné &:
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Situaci ilustruje néasledujici obrazek:
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Uloha 1.3. Podle véty o stiedni hodnoté integrdlniho poctu urcete stiedni hodnotu

i funkce:

y = sinx na intervalu (0, ).

Reseni. Podle véty o stfedni hodnoté ;1 vypocéteme nésledovné:

/ ) dr =

T
Funkce sin z je na (0, 7) spojité, takZe existuje pfislusné £ (dokonce dvé)

pb—a) =

_ f:f(a:)da: _ foﬂsinmdx

(b—a)

2
(m —0) '

2 2
w= f(&), —= sin{ = & = arcsin ;i0,69, & =1 —&=2,45.

Situaci ilustruje nasledujici obrazek:
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2 Aplikace urcitého integralu v geometrii

2.1 Vzorce pro obsah a délku

Obsah

Délka kiivky

Explicitné

Parametricky

Polarné
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2.2 Plocha rovinnych obrazcu

Uloha 2.1. Grafy funkci f a g vymezily v roviné jistou konecnou plochu. Vypoctéte
obsah této plochy, jestlize:

f(z) = 42® + 42* — 80z, g(z) = —22° — 22° + 40z.

Reseni. Nejprve musime zjistit, zda se grafy obou funkci viibec protnou, a jakym
zptusobem:

Priseciky: f(z) =g(z) = 21 =-5, 22=0, z3=4.

Situaci si ilustrujeme na nasledujicim obrazku:
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Ze znalosti vzajemné velikosti f(z) a g(x) na intervalech (—5,0) a (0,4) dosta-
neme plochy oblasti A a B:

0

P=rasry= [ (f0)-g0)dr+ [ (5(0) - @) da.

-5

pokud bychom neznali jejich usporadani, staci vzit:

+

b

[ (10 9) v

P= |0 - g av

Pro konec¢ny vypocet pouzijeme prostiedni vztah:

/(f(x) — g(:c)) dz = /((43:3 + 422 — 803:) — (—2:153 — 222 + 40:15)) dz

P=Py+Ps= ‘/Z(f(x)—g(x)) da

nebo dokonce

3
= / (60" + 62* — 1202) ) dz = Sa* + 20 — 602° + C.
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= [—x4 + 223 — 60:52} + [—x‘* + 222 — 60:02}
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Uloha 2.2. Grafy funkci f a g vymezily v roviné jistou konecnou plochu. Vypoctéte
obsah téeto plochy, jestlize:

f(x) = 32" + 62° — 18927, g(z) = —a" — 22° + 632

Reseni. Nejprve musime zjistit, zda se grafy obou funkci viibec protnou, a jakjm
zpusobem:

Priseciky: f(z) =g(z) = x1=-9, 29=23=0, 24=171.

Situaci si ilustrujeme na nasledujicim obrazku:

4000

200 y = fl)

ik,
o

A y=g(x)

r—2000

r—4000

Nebudeme hledat uspofadani funkei na intervalech (—9,0) a (0, 7), a pfimo vez-
meme:
7
| (1@ = g(@) .
0

/(f(a:) - g(x)) dz = /((31‘4 + 62 — 189952) - (—x4 — 2+ 631‘2)) dz

+

P=a+&=M}mmmex

4
= /<4x4 + 823 — 2521:2)) dz = gm5 +22* — 8422 + C.
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. r = acos’t, T
Uloha 2.3. Urcete obsah asteroidy t e <0, §>

5 xr = acos’t = p(t),
Reseni. Mame tedy () t < 77T>

y = asin®t=1(t), 2
Na nésledujicim obrazku je znazornéna asteroida a postup vypoétu (vyjdeme
ze symetrie asteroidy, a tak vypoc¢teme obsah obrazce A jako ¢tvrtinu obsahu celé

asteroidy):

—a

Pouzijeme vzorec pro vypocet obsahu plochy ohranicené grafem funkce zadané



parametricky:

Py

B B 3
/ yde| = / w(t)go'(t)dt‘ = / (asin®t) (a3 cos® t(—sint)) dt
a « 0
3 1 —cos2t in? 2t
—3612/2 sin* t cos® t dt| = {sith = %, sin?t cos®t = Sm4 }
0

3 5 2 ) 3 z
—=a (1 — cos2t)sin®2tdt| = |[——a (1 — cos2t)(1 — cos4t)dt

8 0 16 0

3, (2
—1—6a (1 — cos 4t — cos 2t + cos 2t cos 4t) dt

0
2

[cos 2t cos 4t = w}

3 2 6t ot
——a2/2 (1—COS4t—COSQt+M) dt
0

16 2
3 , [
——a (2 — cos 2t — 2 cos4t + cos 6t) dt
327/,
3, 1 1 1 2
——a 2t — —sin 2t — —sin 4t + — sin6¢
32 2 2 6 .

3 , 11 1 111
22T 020420 —(2.0— 20— = _>
32a<(2 50— 504 20) = (2:0— 50 20+60)'
3
——CLQT(':EWCL2
32 32

A tedy celkova plocha asteroidy je

P=4P, = gwaz.



2.3 Délka oblouku (kfivky)

B B
s:/ dS:/ \ 2?2 dt

r = acos’t, T
Uloha 2.4. Urcete délku oblouku asteroidy t e <0, §>

y = asin®t,
Resend.
¥ = —3acos’tsint,
¥ = —3acos’tsint,
a” + y'2 = 9a® <cos4 tsin®t + sin* ¢ cos? t> = 9a* sin® t cos® t(sin2 t 4 cos® t)

= 9¢%sin’tcos’t.
/2 1 w/2 3
s = / 3asintcostdt = 3a {— sin? t} = —a.
0 2 0 2

(Funkce sint i cost jsou na intervalu <0, §> nezaporné, takZe po odmocneni nent
treba psat absolutni hodnotu.)

3
Délka oblouku asteroidy je s = 5@.

(Celkovd délka asteroidy je tedy 4s = 6a.) O

Objem télesa

Pomoci Riemannova integralu funkce jedné proménné lze pocitat objemy ve dvou
pripadech.

a) Téleso lezi mezi rovinami z = a, © = b a zndme funkci P(x), jejiz hodnoty
znamenaji obsah fezu télesa rovinou kolmou k ose .

Element objemu je
AV = P(z)- Az, tj. dV = P(z)- dz,
a objem télesa je
V= /bP(a:) dz.

b) Rota¢ni téleso, kde osou rotace je osa x a které vznikne rotaci kiivoc¢arého
lichobé&Zniku ohrani¢eného grafem funkce f na intervalu (a,b). Zde je fezem
kruh o obsahu 7[f(z)]* a plati

V—w/ab[f(az)rdoc—ﬂ/abyzdx.



Uloha 2.5. Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce y = |x| kolem osy
x na intervalu (—1,1).

Reseni. Vyjdeme ze vzorce pro objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce f kolem
oSy T:

b 1 1 .’E?’ 1
V:W/G[f(ai)}le’:ﬂ'/_ |z |? dx:27r/0 v*dr = 27 {3] :g[jg].

1 0

y = |z|

]

Uloha 2.6. Vypoctéte objem télesa vzniklého rotact grafu funkce y = sin § kolem
osy « na intervalu (0, ).

Reseni. Obdobné jako u predchozi tlohy:

™ T 1
V:ﬂ'/o SiHdil’:ﬂ'/o %dx:g[x—sinw]g:g(w)zﬁﬁ [5%].

0.5 \ \ \ \




