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Povrch rotac¢ni plochy

Jde o plochy vzniklé rotaci kiivky [ kolem osy x. Element povrchu plochy je
AS = 2myAs,
takze diferencial povrchu plochy je
dS = 2myds.

Je-li kiivka [ ddna parametricky:

S
]
< 6
=

je

B
s=2r [ v/ O] + o) .

je-li krivka [ dana explicitné:

je
S = 27r/a fx)\/1+ [f’(x)}de.

Uloha 0.1. Vypoctéte povrch télesa vzniklého rotact grafu asteroidy kolem osy .

Reseni. Ze symetrie asteroidy vyplyva, Ze celkovy povrch ziskdme jak dvojnisobek
povrchu télesa vzniklého rotaci prvniho oblouku asteroidy kolem osy x:

us
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0



1 Tézist

Vv

Nahrazeni télesa hmotnym bodem o stejné hmotnosti umisténym v tézisti —
stejné statické momenty vici osam.

Hmotnost kiivky m = os, pri jednotkové mérné hmotnosti: o =1 =
m =s.

YV

Téleso: m = s

Hmotny bod: M, = myr = yr =

3=

=S

M, = mrr = xpr =



Uloha 1.1. Urcete téZisté jednoho oblouku asteroidy.

vvvvv

jednoho oblouku asteroidy je

m=Ss= —a.

2
Vzhledem k tomu, Zze uvazovany oblouk asteroidy lezi v prvnim kvadrantu a je
symetricky vzhledem k ose prvniho a tfetiho kvadrantu (viz obrézek), tak jeho
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Nyni uvazujme jeden element desky, ktery ma sitku Az (= dx).
Staticky moment tohoto elementu vzhledem k ose z je

1
dM, = (ydx)~a'§y

(hmotnost elementu nasobena ramenem sily), podobné
dM, = (ydz) -0 - .
Staticky moment celé (homogenni) desky vzhledem k osdm je
1 b b
M, = 50/(1 y*dz, M, = a/a rydx.

Té&zisté T[xy,yr| rovinné desky je bod, ktery mé vzhledem k soutadnicovym
osam stejny staticky moment jako cela deska, pokud za jeho hmotnost povazujeme
hmotnost m celé desky.



Proto
map = My, myrn = M,

b 1 b
/a:ydx 5/ y* dx

rp = t——) Yr = :
/ydx

b
/ydx

Pokud ma deska tvar oblasti norméalni vzhledem k ose z, tj. je-li

a z toho (po zkraceni o)

a<zx<b 1y <y<ys,

vy

b b
/ z(y2 —y1) do / W(yz —y1)dx
¢ b ; Yyr = = b .
/ (Yo —y1) da / (Y2 —y1) da

Uloha 2.1. Urcete tézisté ,proniho kvadrantu® asteroidy

T =

vvvvv

tote) prvmho kvadrantu astermdy je

A opét ze symetrie
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3 Nevlastni integraly

3.1 Nevlastni integral vlivem meze

K 400
lim / f(z)dx oznacime f(z)dx
K—+oo /, a
Definice dava navod i pro jeho vypocet.
P +m
Uloha 3.1. Vypoctéte [ 4.
1
_ oo d K d 1" 1
Resent. / —f = lim —f = lim [——] = lim (1 — —) =1
1 x K—+oo J1 T K—+o00 T|,.—1 K—+o0 K
Zadany integral konverguje. O]
. +oo
Uloha 3.2. Vypoctéte [ <4
1
5 teoq K q
Resent. =2 lim Lo lim nz]X, = lim (InK —1Inl) = +oo.
1 xX K—+o00 1 x K—4o00 - K—+4o00
Zadany integral diverguje. O

Rozsireni definice:

b b
/ f(z)dz jako  lim f(z)dx

—00 H——o0 H
a

+o0o K
f(z)dz jako lim / f(z)dz (jde o dvojnou limitu).
H— —c0 JH

—0o0

K — 4+

Vypocet této dvojné limity lze prevést na vypocet dvou jednoduchych limit:

400 c —+o00
f@)de = / f@det [ fla)de.
oo dgp

ﬂloha 3.3. Vypoététe/ m

—00

Resent.

/+°° dz B /0 dx +/+°O dx B
o 122 1422y 1422
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T rdx

1422

Uloha 3.4. Vypoététe/

—00

Resent.

/+°° zdz B /0 zdzx +/+°° zdz B
oo 1422 1422y 1422

1 0 1 K
= lim |=In (1 + x2) 4+ lim |=In (1 + 332) =
H—o—oc0 | 2 o—=H K—+o00 2 =0
= 0— (+00) + (4+00) — 0,
limita neexistuje, tedy dany integral je divergentni. O]
+o0
Hlavni hodnota nevlastniho integralu f (x)dx
+oo
vp- [ f( x = Kl—lg—loo/ f(z

(tj. misto dvojné limity jde o limitu jednoduchou, kde H = —K). (konvergence ve
smyslu hlavni hodnoty.)

+o0 d
Uloha 3.5. Vypoctéte v.p. /_Oo 1x+ 22.
Resend.
/+oo rdr . K rde
v.p. 77— lim e
oo 1422 K—+oo | o 14 22
L 2 2
= - lim ln<1—|—K>—ln<1+(—K)> —
2 K—+oo
1+ K?
= lim In i =0.

V tloze 3.4 jsme vidéli, ze zadany integral (dvojna limita) diverguje, ale nyni jsme
zjistili, ze ve smyslu hlavni hodnoty konverguje. O]



3.2 Nevlastni integral vlivem funkce

lim /s f(z)dz oznadime /b f(z)dz

s—b~

Je treba dat pozor na to, Ze ze zapisu integralu nemusi byt hned patrné, zda jde
o urcity integral Riemanniv nebo integral nevlastni.

Uloha 3.6. Vypoctete T /1 dr
oha 3.6. Vypoctéte [ = —.
o VT
Reseni. Funkce neni omezena v pravém okoli poc¢atku, tj. bod 0 je singularni, je
vSak integrace schopnd na kazdém intervalu (s, 1), kde s € (0, 1).

1
r=tim [ 2= i [2v2]' = lim (2-2v5) =2

1
s—0t Jg X s—0t r=s s—0t

O

Pfipad singularniho bodu (nebo vice singularnich bodu) uvnit¥ intervalu
integrace:

Je-li na daném intervalu integrace vice singularnich bodi, rozdélime tento inter-
val na podintervaly tak, aby na kazdém z nich byl singularni bod nejvyse jeden (jako
krajni bod), a vySetfujeme integraly z dané funkce na jednotlivych podintervalech.
Jsou-li vSechny tyto integraly konvergentni, pak je konvergentni i vychozi integral a
je roven souctu komponent.

3 dx

qa2—1

Uloha 3.7. Vypoctéte I :/

Reseni. Nejprve si nachystame primitivni funkci:

dx 1 1 1 1
5 = = - dr=—-(1n
2 —1 2 r—1 z+1 2




Singularni body: x; = —1, x5 = 1, takze integraci rozdélime na ¢tyii intervaly:

I =

‘/3 dx__/—1 dx +/O dx +/ﬂ dz +/3 de
i 5 dz . O dx i 5 dz . 3 dx
lim 5 + lim + lim + lim
s——17 J_3 X% — 1 s——1t s 1
z—1 0 n
z+1 s

. 1 r—1 s . 1
lim |=(In 4+ lim |[=(In
s—>—1— | 2 z+1 _3 s—>—1+ | 2

1 z—1N\1° .. [1 z—1\1°
4+ lim |=(1In 4+ lim |=(In =
s—1— | 2 z+1 o s—lt 2 x+1 <

+00 — 00 — 00 + 0o = nedefinovano.

]

Uloha 3.8. Vypoctéte obsah ¢dsti roviny ohranicené primkamiz =0,z =4, y =0

a grafem f(x) = -

r—1

b

Reseni. Dané funkce neni omezena na okoli bodu 1, ve kterém neni definovéna.
P1i vypoctu plochy budeme tedy muset vypocitat nevlastni integral vlivem funkce.
Vzhledem k tomu, Ze singularni bod je uvnitt intervalu integrace, rozdélime jej na

dva:
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3.3 Vlastnosti nevlastnich integralt

A
Oba druhy nevlastnich integralu lze formélné sloucit do vyjadieni: f(z)dz,

kde A je (jediny) singularni bod: bud A = 400 nebo A € R, A > a, pfiégmé funkce
f neni omezena v levém okoli bodu A.

A A
Véta 3.9 (linearni vlastnosti). Jsou-li integrdly/ f(z)dz, / g(x)dz konver-

gentni a ¢ € R je libovolné cislo, pak

A
(1) / [f(x) + g(x)] dx konverguje a je roven souctu integrdli obou komponent,

A A
(2) / cf (x) dx konverguje a rovnd se c/ f(z)dz.

I nékteré dalsi vlastnosti Riemannova integralu se prenaseji na integraly ne-
vlastni. Napiiklad Vp € (a, A) plati pro konvergentni integral

/aAf(@ dz = /apf(x)dm/;f(x) d.

3.4 Kriteria konvergence nevlastnich integrali

Véta 3.10 (srovnavaci kriterium). Necht 0 < f(z) < g(x) na (a, A), kde a < A <
+00, funkce f,qg jsou integrace schopné na kazdém intervalu (a,s), kde s € (a, A),
A je (jeding) singularni bod. Pak

A A
(1) z kom}ergence/ g(x)dx plyne kom)ergence/ f(z)dz

A A
(2) z divergence/ f(z)dz plyne divergence/ g(x)dx.

Z definice konvergence plyne:

A A
Véta 3.11. Ve € (a, A) plati, Ze integrdly/ f(z)dz a / f(z)dx soucasné kon-
verguji nebo diverguji. ‘ ‘
P¥i pouziti srovnavaciho kriteria proto neni tieba uvazovat cely interval (a, A),

ale nerovnost mezi funkcemi stac¢i dokazat jen na jeho ¢asti (c, A).

A
Véta 3.12 (o absolutni hodnoté integralu). JestliZe konverguje/ | f(z) | dz, pak

konverguje i /A f(z)dz a plati /A flz)dz| < /A | f(z) | d.

+00
. sin x dx
Uloha 3.13. Zajimd nds konvergence integralu / T
1 x
+o0 ;
_ x sinx 1
Reseni. Jelikoz / — je konvergentni a plati | sinz [< 1, tj. té2 |——| < —;, je
1 x x x
také zadany integral konvergentni. O]



+00 1
Uloha 3.14. Zajimd nds konvergence integrdlu / il
1 x

Reseni. Pouzijeme srovnavaci kriterium, porovnavat budeme nas nevlastni integral

1
z funkee f(z) = % § nevlastnim integralem z funkce g(x) = —. Jelikoz potfebujeme

srovnavat nezaporné funkce, vyuzijeme jesté vétu 3.11, ktera ndm umozni omezit se
na interval (e, +00) kde jiz plati:

1 1
0<g(z) < f(x), konkrétné 0<— < —x,
x x
a tedy
+oo +o0o
0< / g@)dr< [ f(o)de.
+oo K dz
[ et = m [TSE = i o)
= lim (InK —lne) = +o0,
K—+oo
+oo
a tak podle srovnavaciho kriteria 3.10 i () dx diverguje a podle véty 3.11
400 ¢
diverguje i ptivodni f(z)dz.
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