Cviceni ¢. 20 z KMA-MMAN?

17. dubna 2009

1 Snizeni radu diferencialni rovnice

/

Uloha 1.1. Reste 3y’ = L
T

Reseni. Substituce:

Separace proménnych (z = 0 je feSenim):

d d
—=—, hff=hz|, z=Cz Cek
z T

Zpétna substituce:

C
y = Cu, y=§x2+01, C.Ch eR.

Reseni (Cy =

©|Q

):
Yy = Cl + Cgl’2, Cl, Cg e R.

Uloha 1.2. Reste pocdtecni ulohu:

Zpétna substituce:
1
y” = 5 e2x +C4

Substituce:

1 1
Z = y,7 Z = y”, Z = 5 GQI +C47 Z = Z e2$ +O4ZL’ + CQ, 02 € R.

Zpétna substituce:

1 1 C
y,: é_le2x +C4$+CQJ Y= §e2x—|—74x2—|—c21‘+03, C3 GR



Obecné feseni (Cy = %t):
1
Yy = 3 e +C12° + Cox + C3, 1,05, C5 € R.

Pocate¢ni podminky:

1 1 1
y=—-e+C1a® + Cox +Cs, ¢ = 1 e 42C1x + Cy, ' = 3 e +20.

8
y(0) = 1 |[Le®4+C0+C0+Cy = 1 | L4y = 1
y"(0) = 0 1420, = 0 |3+2C, = 0
Tudiz: X - .
Cl:_Z’ 022—1, C’3=§

Partikularni reseni:

2 Linearni diferencialni rovnice 1. radu
Nehomogenni tloha: 3 + p(t)y = q(t).
Ptislusnd homogenni tloha: ¥y’ + p(t)y = 0.

Uloha 2.1 (prednaska). Urcete obecné vesend diferencidlni rovnice y' =t +v.

Reseni. Danou rovnici lze zapsat ve tvaru ¢y — y = t, prava strana je ¢, pfislusna
rovnice homogenni je ¢y —y = 0.

,_ dy . UENDEEURVS co o dy

1. y = —, tedy separaci proménnych pii feSeni homogenni rovnice mame — =
dt’ Yy

dt, z ¢ehoz dostavame obecné FeSeni prislusné rovnice homogenni ve tvaru

y=K-e.

2. Toto feSeni dosadime do dané nehomogenni rovnice s tim, 7ze K = K(t) je
funkce. Proto po dosazeni mame

K . e+K e —K- e =t

dva ¢leny s K se rusi (a to vzdy!) a mame

K =t-e?.
3. Integrujeme:
K = /te_t dt = [metoda per partes] =C —t-e ' —e™".

Toto vypoctené K dosadime do rovnice y = K - e! a dostdvame
y=(C—t-e'—e') €.

Obecné feseni dané nehomogenni rovnice je tedy

y=C-e —t—1.



O
Uloha 2.2 (cviceni). Urcete obecné teseni diferencidlni rovnice y' +y cost = sin 2t.
Resend. Prava strana je sin 2t, pfislusna rovnice homogenni je 3/ + ycost = 0.

’ dy , . e v v, , . , dy
1.y = e tedy separaci proménnych pii feSeni homogenni rovnice mame Y

costdt, z ¢ehoz dostavame obecné feseni piislusné rovnice homogenni ve tvaru

y=K-e " KEecR.

2. Toto feSeni dosadime do dané nehomogenni rovnice s tim, 7e K = K(t) je
funkce. Proto po dosazeni mame

K' e S 4K e 5 (—cost) + K - e ¥ cost = sin 2t;
dva ¢leny s K se rusi (jako vzdy) a mame

K' = et gin 2t.

3. Integrujeme:

. 4 u=2sint v =eMcost
K = /esmtsin%dt = /esthSintcostdt = _
u = 2cost v = et
= 2eMigint — /ZeSi“tcostdt =2eMsint — 25" 40, C eR.
Toto vypoétené K dosadime do rovnice y = K - e~ 5%t a dostavame
y = (2 esint sint — 2€sint —|—C) . e—sint ]
Obecné feseni dané nehomogenni rovnice je tedy
y=2(sint — 1)+ C-e ¥ CeR.
O
oha 2.3. Reste ' + =2te " .
Uloha 2.3. Reste o + 2ty = 2te
Reseni. Reseni HU: .
y=Ce ", CcR.
Reseni NHU:
2 2
y=Ce " +t?e", CecR.
O



3 Bernoulliova diferencialni rovnice
Obecny tvar:

Yy +pt)y =qt)y™, kde m#1, m#O0.

3.0.1 Postup pri feseni Bernoulliovy diferencialni rovnice:

1. Rovnici délime ¢initelem 3™ (pro m > 0 je funkce y = 0 feSenim Bernoulliovy
rovnice, pfidame je k vysledku nakonec):

o1 : )
2. Provedeme substituci =2z, tj. — = 2. Pak do rovnice dosadime
m—1 ym  1—m
a dostaneme tak linedrni rovnici

2+ (1 —=m)p(t)z = (1 —m)q(t).

3. Resime tuto linearni rovnici s neznamou funkei z.

4. V ziskaném FeSeni se vratime k ptvodni proménné dosazenim z = ——.
-

Uloha 3.1 (prednégka). Urcete obecné veseni diferencidlni rovnice y' +y = t\/y
(proy > 0).

Reseni. Provedeme déleni dle bodu 1:

yl
— +y=t.
VY Vi

Substituci /y = 2z dle bodu 2 prejde tato rovnice v rovnici linedrni
22/ +z=1t (2>0).
Obecné feseni prislusné rovnice homogenni je
p=Ke 2!
a metodou variace konstanty dostaneme
K=0C+te? —Ze%t,

takze .
z=Ce 2" 4t -2

a je tim naplnén bod 3.
Dle bodu 4 polozime z = /y a po umocnéni mame vysledné obecné feseni ve
tvaru

. 2
Yy = <C’e’§t+t—2) :



. . , _ , 2 2sinx
Uloha 3.2 (cvideni). Urcete obecné fesent diferencidlni rovnice y'+—y =
x

(proy > 0).

Reseni. Provedeme déleni dle bodu 1:
/

Y 2
VAR

Substituci /y = 2z dle bodu 2 prejde tato rovnice v rovnici linearni

VY,

X

2sinx

T .

95/ 4 22 _ 2sinx
x

(z>0).

x
Obecné feseni prislusné rovnice homogenni je
1

z=K-—

x

a metodou variace konstanty dostaneme

a tim je naplnén bod 3.
Dle bodu 4 polozime z = /y a po umocnéni mame vysledné obecné feseni ve
tvaru

4 Ortogonalni trajektorie

Uloha 4.1. y = 3z + ¢.

Reseni. Jde o soustavu rovnobéznych pfimek o smérnici 3. Derivovanim definujici
rovnice dostaneme

y' =3,
a tak DR popisujici soustavu ortogonalni bude mit tvar:
N
3 3 ’

1
3

tedy jde o soustavu rovnobéznych primek o smérnici —
2




Uloha 4.2. -y =a, a € R.

Reseni. Derivujeme:
ytay =0 = y =-2
x

DR popisujici soustavu ortogonalni bude mit tvar:

J=2 — y—4ViZ+C, CeR
)

5 Izogonalni trajektorie

Soustavy trajektorii diferencidlnich rovnic, které se protinaji pod konstantnim
thlem ¢.

Uhel, pod kterym se dvé kiivky v daném bodé protinaji je definovan jako thel,
ktery sviraji tecny k témto kiivkam v daném bodé prtniku.

Uhel «, ktery svird prvni teéna s osou z je uréen prostfednictvim jeji smér-
nice, coz je tg a. Tato smérnice je dana pravou stranou tvorici diferencialni rovnice
prvniho fadu:

y/:fl(t’y)7 tedy tga:fl(tay)‘

Uhel, ktery svird druhd tecna s osou z, bude o dané ¢ vétsi nebo mensi (to zévisi
na tom, kterym smérem budeme dany thel uvazovat). Jeji smérnice tedy bude

tg(a & ).

Pokud druhou kfivku uvazujeme jako trajektorii diferencialni rovnice 1. fadu

y/ = f2(t7 y),

bude jeji smérnice také dana pravou stranou této DR:

tg(a £ ) = fa(t,y).



tg(a %+ ) rozvedeme pomoci souc¢tovych vzorct a tim ziskdme vztah mezi fi(t,y) a

f2(t7 y)

tgattgp
ty) =tglatyp) = ———m———,
fa(t,y) = tgla £ ¢) [T tgatgy

a tedy
_ filty) ttge

15 fit,y)tgy

Uloha hledani izogonalni soustavy trajektorii tedy zpoéiva v tom, Ze k dané
soustavé car najdeme DR

fa(t,y)

y' = fit,y),
nacez resenim DR
,_ htby) gy
15 fit,y)tgy
dostaneme soustavu car, resp. dvé soustavy car, které se s tou ptivodni protinaji
pod thlem ¢.

Uloha 5.1. Najdéte obé soustavy car, které se protinaji se soustavou hyperbol
xy=a, a€R,
7 / 7T
pod konstantnim wuhlem ¢ = 1
Resend. Derivujeme:
r Y
ytay =0 = ¢ =-=(=filz.y)).

DR ¢ = fo(z,y) popisujici soustavu izogonalni bude mit tvar:

+t —Z+tgh
o~ hlwy)ttee gy o T AL
L fi(z,y) tg e l+—2te]
Resime tedy homogenni DR
Co—u4
y ==
1+ ¢
substituci
—z=+1
z:g, xx=vy, Zrx+z=1vy, tedy Zo+z2= Sy
T 14+2
Po upravé dostavame
Z,x:—zjzl—(zj:ZQ)’ Z,x:—Zz:I:(l—zﬁ).
142 142



Nyni jiz rozdélime nasi tlohu volbou znamének na dva pripady:

—2z+ (1 — 2%

142
0 :>z:—1:|:\/§,z5—1—\/§azz—1+\/§jsou dvé feseni, ktera budou

pozdéji zahrnuta do konecného zépisu):

feSime separaci proménnych (—z? — 2z + 1 =

(+) Rovnici 2’z =

1+=2 d dx
_— Az — -
—22 - 22+1 x
/ 142 d dx
_— Az — -
—22—-22+1 x
1 —2z—2 d dz
- —_——dz = -
-2 ) —22—-2z+1 xz’
1 2
— |-z —2z+1| = Infzg[+InCy, C; >0,
ln‘—z2—2z+1{ = 2In|z|+InCy, Cy >0,
C
‘—22—22—1—1! = —22,
x
2 c e
—2"=2z2+1 = —, C€R, (zahrnuta feseni pro C' = 0),
x
2
() 2t = &
x x x

—y?—2zy+2® = C, CeR.




2_22-1

(—) Rovnici 2z = = . © "~ Yesime podobné (22 —2: —1=0 = z=1+72,
—z

2=1—-+v2az=1+ 2 jsou dvé feseni, kterd budou pozdéji zahrnuta do

koneéného zéapisu):

1—
- dz = %,
22 —22—1 x
1—
/_Zdz _ [
22 —-22—1 x
1 22-2 . _ [da
o) 20, 1% T x
1 2
—21n‘z —22—1‘ = lnlz|+InC;, C;>0,
ln‘z2—2z—1‘ = 2In|z|+InCy;, Cy>0,
C
‘22—22—1’ = —22,
x
2 c o
22 =22z—-1 = —, C€R, (zahrnuta feseni pro C' = 0),
T




