
Cvičení č. 16 z KMA-MMAN2

8. a 11. března 2010

1 Další integrační metody

1.1 Integrace součinu goniometrických funkcí

sinnx sinmx =
1

2

[

cos(n − m)x − cos(n+m)x
]

,

sinnx cosmx =
1

2

[

sin(n − m)x+ sin(n+m)x
]

,

cosnx cosmx =
1

2

[

cos(n − m)x+ cos(n+m)x
]

,

sin2 x =
1− cos 2x
2

,

cos2 x =
1 + cos 2x

2
.

Úloha 1.1. Vypočtěte I =

∫

sin 3x sin 4x dx.

Řešení. Integrand upravíme pomocí vzorce v rámečku:

I =

∫
1

2

[

cos(3− 4)x − cos(3 + 4)x
]

dx =
1

2

∫ [

cos(−x)− cos 7x
]

dx =

=
1

2

(∫

cos(x) dx −
∫

cos 7x dx

)

=
1

2

(

sin(x)− sin 7x
7

)

+ C.
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1.2 Goniometrické a hyperbolické substituce

Přehled substitucí:

(1)

∫

R
(

x,
√

a2 − x2
)

dx, substituce x = a sin t (nebo x = a th t),

(2)

∫

R
(

x,
√

a2 + x2
)

dx, substituce x = a tg t (nebo x = a sh t),

(3)

∫

R
(

x,
√

x2 − a2
)

dx, substituce x =
a

cos t
(nebo x = a ch t).

Úloha 1.2. Vypočtěte I =

∫ 1

0

x
√
1− x2 dx.

Řešení. Zřejmě jde o případ (1), kde a = 1. Použijeme substituci x = 1 sin t.

I =

∫

x
√
1− x2 dx =














x = sin t

dx = cos t dt

1− x2 = 1− sin2 t = cos2 t

x = 0⇒ t = 0

x = 1⇒ t = π/2














=

=

∫ π/2

0

sin t
√
cos2 t cos t dt =

∫ π/2

0

cos2 t sin t dt =







z = cos t

dz = − sin t dt

− dz = sin t dt






=

= −
∫ ?

?

z2 dz =

[

−1
3
z3

]?

z=?

=

[

−1
3
cos3 t

]π/2

x=0

= 0 +
1

3
=
1

3
.

Při přechodu od x k t jsme meze transformovali, ve druhém případě ne, stačilo,
že jsme se nakonec vrátili k proměnné t.

Úloha 1.3. Vypočtěte I =

∫
dx

√

(x2 + 4x+ 7)3
.

Řešení. Nejprve je potřeba převést integrand na potřebný tvar (pomocí doplnění
na čtverec a substituce:

I =

∫
dx

√

(x2 + 4x+ 7)3
=

∫
dx

√

[(x+ 2)2 + 3]3
=

[
z = x+ 2

dz = dx

]

=
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=

∫
dz

√

[z2 + 3]3
=

∫
dz

√
z2 + 3

3 =














subst. č. (2), kde a =
√
3

z =
√
3 tg t

dz =
√
3

cos2 t
dt

z2 + 3 = 3 tg2 t+ 3 =

= 3(tg2 t+ 1) = 3 1
cos2 t














=

=

∫ √
3

cos2 t
√

3 1
cos2 t

3 dt =

∫ √
3

cos2 t
(√
3 1
cos t

)3 dt =

√
3

3
√
3

∫ 1
cos2 t
1
cos3 t

dt =

=
1

3

∫
cos3 t

cos2 t
dt =

1

3

∫

cos t dt =
1

3
sin t+ C =

1

3
sin

(

arctg
z√
3

)

+ C =

=
1

3
sin

(

arctg
x+ 2√
3

)

+ C.

Úloha 1.4. Vypočtěte I =

∫ √
x2 − 1
x2

dx.

Řešení. I =

∫ √
x2 − 1
x2

dx =







subst. č. (3), kde a = 1

x = 1
cos t

dx = sin t
cos2 t
dt = tg t 1

cos t
dt






=

=

∫
√

(
1
cos t

)2 − 1
(
1
cos t

)2 tg t
1

cos t
dt =

∫
√

1
cos2 t

− 1
cos t
cos2 t

tg t dt =

∫
√
1−cos2 t
cos2 t

1
cos t

tg t dt =

=

∫ √

sin2 t

cos2 t
cos t tg t dt =

∫
sin t

cos t
cos t tg t dt =

∫

sin t tg t dt = · · · .

1.3 Užití Eulerových vzorců pro výpočet některých inte-
grálů

cos x =
1

2

(
eix+e−ix

)
, sin x =

1

2i

(
eix − e−ix

)
.

eix = cosx+ i sin x, e−ix = cosx − i sin x.

Úloha 1.5. Vypočtěte I =

∫

e2x cosx dx.

3



Řešení.

I =

[

cos x =
1

2

(
eix+e−ix

)
]

=

∫

e2x
1

2

(
eix+e−ix

)
x dx =

=
1

2

(∫

e2x+ix dx+

∫

e2x−ix dx

)

=
1

2

(∫

e(2+i)x dx+

∫

e(2−i)x dx

)

=

=
1

2

(
1

2 + i
e(2+i)x+

1

2− i
e(2−i)x

)

+ C =

=
1

2

(
1

2 + i

2− i

2− i
e(2+i)x+

1

2− i

2 + i

2 + i
e(2−i)x

)

+ C =

=
1

2

(
2− i

5
e(2+i)x+

2 + i

5
e(2−i)x

)

+ C =

=
1

10

(
(2− i) e(2+i)x+(2 + i) e(2−i)x

)
+ C =

=
1

10
e2x

(
(2− i) eix+(2 + i) e−ix

)
+ C =

=
1

10
e2x ((2− i)(cosx+ i sin x) + (2 + i)(cosx − i sin x)) + C =

=
1

10
e2x

(

2 cos x+ sinx − i cos x+ 2i sin x+

+2 cos x+ sinx+ i cos x − 2i sin x
)

+ C =

=
1

10
e2x (4 cos x+ 2 sinx+ i(− cos x+ 2 sinx+ cosx − 2 sin x)) + C =

=
1

5
e2x (2 cosx+ sinx) + C.

1.4 Vlastnosti určitého integrálu závislé na integrované
funkci

Věta 1.6 (lineární vlastnosti).

(1) Je-li f ∈ R(〈a, b〉), k ∈ R, pak kf ∈ R(〈a, b〉) a platí
∫ b

a

kf(x) dx = k

∫ b

a

f(x) dx.

(2) Je-li f, g ∈ R(〈a, b〉), pak (f + g) ∈ R(〈a, b〉) a platí
∫ b

a

[
f(x) + g(x)

]
dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx.

Věta 1.7 (vlastnosti vyjádřené nerovnostmi). Nechť f, g ∈ R(〈a, b〉).
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(3) Je-li f(x) ≥ 0 na 〈a, b〉, pak
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0.

(4) Je-li f(x) ≤ g(x) na 〈a, b〉, pak
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx.

(5) |f(x)| ∈ R(〈a, b〉) a platí
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
≤

∫ b

a

|f(x)| dx.

Úloha 1.8. S využitím nerovnosti (4) z předchozí věty dokažte, že
∫ 1

0

x3

2− sin4 x dx ≤ 1
4
ln 2.

Řešení. Vyjdeme z nerovnosti pro funkci sinx:

| sin x| ≤ |x|, x ∈ R,

ze které přejdeme na
sin4 x ≤ x4, x ∈ R.

Integrovaný zlomek tedy můžeme na uvažovaném intervalu odhadnout:

x3

2− sin4 x ≤ x3

2− x4
, zde pro x ∈ [0; 1].

Podle (4) dostaneme:

∫ 1

0

x3

2− sin4 x dx ≤
∫ 1

0

x3

2− x4
dx

=

[

−1
4
ln(2− x4)

]1

x=0

= −1
4
(ln 1− ln 2) = 1

4
ln 2.

1.5 Vlastnosti určitého integrálu závislé na intervalu in-
tegrování

Věta 1.9 (aditivita integrálu). Nechť a < c < b. Pak f ∈ R(〈a, b〉), právě když
f ∈ R(〈a, c〉) ∧ f ∈ R(〈c, b〉). Přitom platí

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.
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Obrázek 1: Graf funkce y = |x − 1| − 2x |x+ 2|.

Úloha 1.10. Vypočtěte I =

∫ 2

−3
|x − 1| − 2x |x+ 2| dx.

Řešení. Pro integraci výrazů s absolutní hodnotou rozdělíme na intervaly:

x 〈−3,−2〉 〈−2, 1〉 〈1, 2〉

|x − 1| 1− x 1− x x − 1

|x+ 2| −(x+ 2) x+ 2 x+ 2

|x − 1| − 2x |x+ 2| 1− x+ 2x(x+ 2) 1− x − 2x(x+ 2) x − 1− 2x(x+ 2)

po úpravě 2x2 + 3x+ 1 −2x2 − 5x+ 1 −2x2 − 3x − 1

Po rozdělení na tři integrály a dosazení dostaneme:

I =

∫ −2

−3
(2x2 + 3x+ 1) dx+

∫ 1

−2
(−2x2 − 5x+ 1) dx+

∫ 2

1

(−2x2 − 3x − 1) dx.
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Nyní již provedeme výpočet:

I =

∫ −2

−3
(2x2 + 3x+ 1) dx+

∫ 1

−2
(−2x2 − 5x+ 1) dx+

∫ 2

1

(−2x2 − 3x − 1) dx =

=

[

(
2

3
x3 +

3

2
x2 + x

]−2

x=−3

+

[

−2
3
x3 − 5

2
x2 + x

]1

x=−2

+

[

−2
3
x3 − 3

2
x2 − x

]2

x=1

=

=

[(
2

3
(−2)3 + 3

2
(−2)2 + (−2)

)

−
(
2

3
(−3)3 + 3

2
(−3)2 + (−3)

)]

+

+

[(

−2
3
13 − 5

2
12 + 1

)

−
(

−2
3
(−2)3 − 5

2
(−2)2 + (−2)

)]

+

+

[(

−2
3
23 − 3

2
22 − 2

)

−
(

−2
3
13 − 3

2
12 − 1

)]

=

=

[(

−16
3
+ 6− 2

)

−
(

−18 + 27
2

− 3
)]

+

[(

−2
3
− 5
2
+ 1

)

−
(
16

3
− 10− 2

)]

+

+

[(

−16
3

− 6− 2
)

−
(

−2
3
− 3
2
− 1

)]

=

=
−16− 2− 16− 16 + 2

3
+

−27− 5 + 3
2

+ (4 + 21 + 1 + 12− 8 + 1) =

− −48
3

− 29
2
+ 31 = −16− 14− 1

2
+ 31 =

1

2
.

1.6 Integrace metodou per partes

Věta 1.11. Jsou-li u′, v′ spojité na 〈a, b〉, pak
∫ b

a

u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]bx=a −
∫ b

a

u′(x)v(x) dx.

Úloha 1.12. Vypočtěte I =

∫ π

0

x sin x dx.

Řešení.

I =

[
u = x u′ = 1

v′ = sinx v = − cos x

]

= [− cos x]πx=0 +
∫ π

0

cos x dx = · · · = π.
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1.7 Integrace metodou substituční

Máme-li při výpočtu určitého integrálu použít substituci, pak můžeme

• nejprve vypočíst primitivní funkci a pak použít Newtonův vzorec,

• nebo můžeme provést transformaci mezí. V závislosti na tom, jakou substi-
tuci provádíme (h(x) = t nebo x = ϕ(z)) použijeme jednu z následujících
dvou vět.

Věta 1.13 (substituce h(x) = z). Nechť f(x) má tvar f(x) = g
[
h(x)

]
h′(x), kde

h′(x) je spojitá na 〈a, b〉 a g(z) je spojitá pro všechna z = h(x), pokud x ∈ 〈a, b〉.
Pak ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

g
[
h(x)

]
h′(x) dx =

∫ h(b)

h(a)

g(z) dz. (1)

Úloha 1.14. Vypočtěte I =

∫ π

2

0

sin3 x cos x dx.

Řešení. Použijeme předchozí větu, neboť zřejmě funkce

sin3 x cos x má tvar g
[
h(x)

]
h′(x),

kde
h(x) = sinx a g(z) = z3.

Dále máme ověřit, že

h′(x) = cosx je spojitá na 〈a, b〉 =
〈

0,
π

2

〉

,

což jistě je, a

g(z) = z3 je spojitá pro všechna z ∈ h (〈a, b〉) = sin
(〈

0,
π

2

〉)

= 〈0, 1〉 ,

což je jistě také pravda.
Substitucí sin x = z tedy bude

I =

[
h(x) = sin x = z, h(a) = sin 0 = 0

h′(x) dx = cosx dx = dz, h(b) = sin π
2
= 1

]

=

∫ 1

0

z3 dz =

[
z4

4

]1

0

=
1

4
.

Věta 1.15 (substituce x = ϕ(z)). Nechť A ≤ a < b ≤ B, nechť f(x) je spojitá na
〈A,B〉, ϕ′(z) nechť je spojitá na 〈α, β〉 a nechť pro z ∈ 〈α, β〉 leží ϕ(z) v intervalu
〈A,B〉, ϕ(α) = a, ϕ(β) = b. Pak

∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f
[
ϕ(z)

]
ϕ′(z) dz. (2)
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Úloha 1.16. Vypočtěte I =

∫ 1

0

√
1− x2 dx.

Řešení. I =

[
x = sin z x = 0⇒ z = 0
dx = cos z dz x = 1⇒ z = π

2

]

=

∫ π

2

0

√

1− sin2 z cos z dz =
∫ π

2

0

cos2 z dz =

[
1

2
z + sin 2z

]π

2

z=0

=
π

4
.

Zde jsme hledali α a β z rovnic

sin(α) = ϕ(α) = a = 0,

sin(β) = ϕ(β) = b = 1,

a tak máme (nejjednodušší řešení, ale možností je více a je lhostejné, kterou z
nich vybereme)

α = 0 a β =
π

2
.

Máme ověřit, že derivace substituční funkce je spojitá na zvoleném intervalu
〈
0, π
2

〉
, což je jistě pravda, neboť ϕ′(z) = cos(z) je spojitá funkce. Dále nás zajímá,

kam substituční funkce zobrazí interval 〈α, β〉 =
〈
0, π
2

〉
,

ϕ
(〈

0,
π

2

〉)

= 〈0, 1〉 .

Zde tedy k rozšíření původního intervalu 〈a, b〉 = 〈0, 1〉 nedochází, a tak stačí
vyšetřit případ A = a = 0 a B = b = 1, a tedy vyšetřit spojitost původní
integrované funkce f(x) =

√
1− x2 na intervalu 〈A,B〉 = 〈0, 1〉, což zřejmě

opravdu je.

Úloha 1.17. Vypočtěte

∫ ln 5

0

e2x√
ex −1

dx.

Řešení.

∫ ln 5

0

e2x√
ex −1

dx =










z = h(x) =
√
ex −1, z2 = ex −1, ex = z2 + 1

dz = h′(x) dx = ex

2
√
ex −1
dx

x = 0 ⇒ z =
√
e0−1 = 0

x = ln 5 ⇒ z =
√
eln 5−1 = 2










=

=

∫ ln 5

0

2 ex
︸︷︷︸

g[h(x)]

· ex

2
√
ex −1

︸ ︷︷ ︸

h′(x)

dx =

∫ ln 5

0

2
[(√
ex −1

)2
+ 1

]

︸ ︷︷ ︸

g[h(x)]

· ex

2
√
ex −1

︸ ︷︷ ︸

h′(x)

dx =

=

∫ 2

0

2(z2 + 1)
︸ ︷︷ ︸

g(z)

dz = 2

∫ 2

0

(z2+1) dz = 2

[
z3

3
+ z

]2

z=0

= 2[(
8

3
+2)−(0)] = 28

3
.
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Poznámka 1.18 (K. Rektorys a kol.: Přehled užité matematiky). Jak nesmíme
provádět integraci substitucí, vyplývá z těchto příkladů:

Příklad 1.19. Integrál

∫ 4

1

√
x2 − 1 dx nelze integrovat substitucí x = sin z, neboť

pro žádný interval α ≤ z ≤ β nebude x = sin z probíhat interval 〈1, 4〉. Daný
integrál lze jistě řešit například substitucí

√
x2 − 1 = z−x. Přitom bude 1 ≤ x ≤

4, 1 ≤ z ≤ 4 +
√
15.

Příklad 1.20. Řešme integrál
∫ π

0

1 + tg2 x

1 + k tg2 x
dx, k > 0, k 6= 1.

Substituce:

tg x = z,
1

cos2 x
dx = dz, (1 + tg2 x) dx = dz; tg(0) = 0, tg(π) = 0.

Je tedy
∫ π

0

1 + tg2 x

1 + k tg2 x
dx =

∫ 0

0

dz

1 + k2z2
= 0.

Výsledek je zřejmě nesprávný, neboť integrál z kladné funkce je kladný a nemů-
žeme dostat jako výsledek nulu. Chyba vzniklá substitucí tg x = z je v tom, že tg x
je v 〈0, π〉 nespojitá v bodě x = π

2
.

2 Počáteční úvahy o výpočtu obsahu geomet-
rických útvarů v rovině

Úloha 2.1. Vypočtěte obsah obrazce ohraničeného parabolou y = 1− x2 a osou
x.

P

Řešení. Po načrtnutí grafu zjistíme, že jde vlastně o úlohu na výpočet určitého
integrálu (dotčený graf paraboly leží nad osou x), u které ale nejprve musíme
nalézt integrační meze. Jde o průsečíky paraboly s osou x, tedy nulové body:

y = 1− x2 = 0, x2 = 1 =⇒ x1 = a = −1, x2 = b = 1.
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P =

∫ 1

−1
(1− x2) dx =

[

x − x3

3

]1

x=−1

= 1− 1
3
+ 1− 1

3
=
4

3

[
j2

]
.

Úloha 2.2. Vypočtěte obsah obrazce ohraničeného parabolou y = x2+1 a přím-
kou y = 3− x.

P

A

Řešení. Z obrázku je zřejmé, že meze pro výpočet najdeme jako x-ové souřadnice
průsečíků obou grafů, tedy z rovnice:

x2 + 1 = 3− x, x2 + x − 2 = 0, x1 = a =
−1−

√
9

2
= −2, x2 = b = 1.

Dále z obrázku víme, že

A =

∫ 1

−2
(x2 + 1) dx =

[
x3

3
+ x

]1

x=−2

=
1

3
+ 1 +

8

3
+ 2 = 6 [j2]

a

A+ P =

∫ 1

−2
(3− x) dx =

[

3x − x2

2

]1

x=−2

= 3− 1
2
+ 6 + 2 =

21

2
[j2].

A tedy dohromady:

P = (A+ P )− A =
21

2
− 6 = 9

2
[j2].
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