Cviceni ¢. 16 z KMA-MMAN?2

8. a 11. bfezna 2010

1 Dalsi integracni metody

1.1 Integrace soucinu goniometrickych funkci

sin nx sin mx

sin nx cos mx

Ccosnx cosmx

sin? z

COsS™ T

:cos(n —m)x — cos(n + m)x} :

DN | —

sin(n — m)x + sin(n + m)x] ,

N —

—|cos(n —m)x + cos(n + m)x] ,
1 —cos2z

2 )
1+ cos2x

5 .

Uloha 1.1. Vypoctéte I = /sin 3rsindx dx.

Reseni. Integrand upravime pomoci vzorce v ramecku:

I= /%[005(3 — 4)x — cos(3 + 4):(:] doe = %/[cos(—x) — cos 74 dz

_ % ( / cos(z) da — / cos Tz dx) _ % (sin(m) - Sin;x) el



1.2 Goniometrické a hyperbolické substituce

Piehled substituci:

(1) /R <x, a? — x2> dz, substituce x = asint (nebo x = atht),

(2) /R <x, Va2 + x2> dz, substituce x = atgt (nebo z = asht),

(nebo z = acht).

(3) /R (x, Va?— a2> dz, substituce z =

cost

1
Uloha 1.2. Vypoctéte I = / V1 —x2de.
0

Re$end. Z¥ejmé jde o piipad (1), kde a = 1. PouZijeme substituci z = 1sint.

T =sint
dx = costdt
Iz/xﬂdx: 1—22=1—sin?t = cos’t | =
r=0=t=0
i r=1=t=mn/2 |

z = cost
w/2 w/2
:/ sint\/cosztcostdt:/ cos?tsintdt = dz = —sintdt | =
0 0
—dz =sintdt

? ? w/2
1 1 1 1
/? 2’ dz 37 » 5 Cos - +3=3

Pti prechodu od z k t jsme meze transformovali, ve druhém ptipadé ne, stacilo,

Ze jsme se nakonec vratili k proménné ¢. O]
" dz
Uloha 1.3. Vypoctéte I = .
V(22 +4a +7)3

Resend. Nejprve je potieba pfevést integrand na potiebny tvar (pomoci doplnéni
na ¢tverec a substituce:
z=x42

dx dx
]:/\/(x2+4x+7)3:/\/[($+2)2+3]3: [ dz = dx




subst. & (2), kde a = v/3 |
z = \/gtgt

/ dz / dz
B A e [ pm— dz = 3 qt =
JEvar VAR T

22 +3=3tg’t+3=
= 3(tg?t+ 1) =32

L cos?t

[ L
(V)

Ccos

=
— / COS 1t 5 dt —
\/ 30052t

1 3¢ 1 1 ]
:§/ZZZ2tdt:g/costdt:gsint—i—C:gsin(arCtg%) L O =

1 2
= —sin (arctg i) +C. O
3 V3
2 -1
Uloha 1.4. Vypoctéte I :/—de.
T
subst. ¢. (3), kde a =1
- va2—1
Reseni. I = /x—2 dr = T = Colst =
T
dr = csci:Qtt dt = 1:gtcost dt
- 1 Cos2 lcgsOS2t
/ V(&) / Voot 7 tgtdt / Vol totdt =
cos t COS t cos2 ¢ cos t

. 2 .
sin“t sint

:/\/ o Costtgtdt:/icosttgtdt:/sinttgtdt:---. n
cos?t cost

1.3 Uziti Eulerovych vzorcu pro vypocet nékterych inte-
grala
1 T —ix : 1 T —iT
cosx:—(e +e ), smx:—,(e —e )
2 29
e =cosx +isinz, e =cosx— isina.

Uloha 1.5. Vypoctéte I = [ e** cosx dz.
yp



cosx = % (e™ +e‘”)} = /623: % (e +e ™) xda =

(/GQ:B—I—ZI dx—i—/e%_m dIL‘) _ 5 (/ (2+14)z dZE+/ (2—d)z dIE) —
1
(2+z T ( —i)x C =
2 —1 ) *

2—i e L 1 2+ o2 Z”)—I—C—

(2+z2—z 2—i2+2

— e 2E 0 o Z)I)JFC—
5

—Z) (2+9)z —|—(2—{—Z) (2—i)w> —l—C:

~
Il
| — |

1
2+z
1

N[ —= N~ N~ N

5

—_
’—‘o|’_‘

= e ((2 — i) +(2+1i)e ) +C =

= —e¥((2—1i)(cosx +isinx) + (2 +i)(cosz —isinz)) + C =

= —e2m(2(:osx+sinx—icosx—i—Qisinac—l—
—|—2cosx+sinx—|—icosx—2isinx> +C =

= —062”” (4cosx + 2sinx + i(—cosx + 2sinx + cosx — 2sinz)) + C =

= —e*(2cosx +sinz) + C.

]

1.4 Vlastnosti urcéitého integralu zavislé na integrované
funkci

Véta 1.6 (linearni vlastnosti).

(1) Je-li f € R({a,b)), k € R, pak kf € R({a,b)) a plati

/abkf(a:)da::k/abf(x)daz.

(2) Je-li f, g € R((a,b)), pak (f + g) € R({a,b)) a plati
/ [f(z) +g(x)]de= [ f(z)dw +/ g(z) dz.

Véta 1.7 (vlastnosti vyjadiené nerovnostmi). Necht f,g € R({(a,b)).



(3) Je-li f(x) >0 na (a,b), pak/ f(z)dz > 0.

(4) Je-li f(x) < g(z) na (a,b), pak/ flz)dz < / g(x)dx.

l%@m

Uloha 1.8. S vyuZitim nerovnosti (4) z predchozi véty dokaste, e

1 3 1
/ x—‘4dx§—ln2.
0o 2—sin"x 4

Reseni. Vyjdeme z nerovnosti pro funkci sin z:

(5) |f(x)] € R({a,b)) a plati S/ |f ()] da.

|sinz| < |z|, z€R,
ze které prejdeme na
sinfz <z, zeR
Integrovany zlomek tedy mizeme na uvazovaném intervalu odhadnout:

a3 x3

i, S g zde pro z € [0;1].

Podle (4) dostaneme:

1 3 1 3
/ x—,4 dr < / v dx
0 2—sin"x 0o 2—uat
1 1
= |:_Z 111(2 — x4):| L

1 1
= ——(Inl—-In2)=-In2.
4 4
[

1.5 Vlastnosti urcéitého integralu zavislé na intervalu in-
tegrovani

Véta 1.9 (aditivita integralu). Necht a < ¢ < b. Pak f € R({a,b)), prdvé kdyZ
f € R({a,c)) N f € R({c,b)). Pritom plati

K%@mzfﬂ@m+[ﬂ@m



rio

-5

r—15

Obrazek 1: Graf funkce y = |z — 1| — 2z |z + 2|.

2
Uloha 1.10. Vypoctéte I = / |z — 1] — 22 |z + 2| dz.
-3

Reseni. Pro integraci vyrazu s absolutni hodnotou rozdélime na intervaly:

|lx — 1] 1—z l—=z x—1
|z + 2| —(x+2) T+ 2 xr+2

v — 1| — 2z |z + 2|

1 —a+2z(x+2)

1—z —2x(z +2)

r—1—2x(x+2)

po upravé

202 +3x + 1

—222 —hr+1

—222 —3xr—1

Po rozdéleni na tii integraly a dosazeni dostaneme:

-2
I:/ (2x2+3x+1)dx+/

3

1

-2

2
(—22% — b5z + 1)dw +/ (—22° — 3z — 1) dz.
1




Nyni jiz provedeme vypocet:

-2 1 2
I = / (2x2+3x+1)dx+/ (—2m2—5x+1)dx+/(—2:1:2—3;1:—1)dx
— 1

-2

N NGEREE

-16-2-16—-16+2 —27—5+3
= 3 i + 5 i +(4+214+1+12-8+1) =

18 29+31— 16 — 14 1+31—1
3 2 N 2 2

1.6 Integrace metodou per partes

Véta 1.11. Jsou-li v, v’ spojité na {(a,b), pak
b b
/ u(z)v'(z) dz = [u(z)v(z)]_, —/ o' (z)v(z) de.
Uloha 1.12. Vypoctéte ]:/ rsinzdz.
0
Resend.

j U=z uw =1
| v =sinx v=—cosz

}:[—cosx];rzo—i-/ cosxdr =--- =.
0



1.7 Integrace metodou substitucéni

Méame-li pfi vypoctu urcitého integralu pouzit substituci, pak mizeme

e nejprve vypocist primitivni funkci a pak pouzit Newtontv vzorec,

e nebo mizeme provést transformaci mezi. V zavislosti na tom, jakou substi-
tuci provadime (h(z) = t nebo x = ¢(z)) pouzijeme jednu z nasledujicich

dvou vét.

Véta 1.13 (substituce h(z) = 2). Necht f(z) md tvar f(z) = g[h(z)| W (z), kde
h'(z) je spojitd na {(a,b) a g(2) je spojitd pro vsechna z = h(x), pokud x € (a,b).

Pak
h(b)

/abf(x) dr = /abg[h(x)}h’(x) dx :/ 9(2) dz.

h(a)

2
Uloha 1.14. Vypoctéte I :/ sin® z cos x dx.
0

Reseni. PouZijeme predchozi vétu, nebot ziejmé funkce

sin® zcosz ma tvar  g[h(z)|H (z),

kde
3

h(.fC) =sinx a g(z) = z°.
Dale mame ovérit, ze
h/(x) = cosz je spojitd na (a,b) = <0’ g> :
coz jisté je, a

g(z) = 2* je spojita pro viechna z € h ((a, b)) = sin <<0, g>>

coz je jisté také pravda.
Substituci sinx = z tedy bude

h(z) =sinz = z, h(a) =sin0 =0 1 .
I = :/ 2dz = [
0 4

P'(r)dz = coszdr = dz, h(b) =sinf =1

Véta 1.15 (substituce z = ¢(z)). Necht A < a < b < B, necht f(z) je spojitd na
(A, B), /(%) necht je spojitd na (o, 3) a necht pro z € {a, 3) lezi p(z) v intervalu

(A, B), p(a) =a, ¢(B) =b. Pak

/abf(x) dzr = /jf[go(z)}gp’(z) dz.



1
Uloha 1.16. Vypoctéte I :/ V1—a22de.
0

5 r =sinz r=0=2=0 3 '
Reseni. I = - | = V1 —sin?zcoszdz =
dr =coszdz rz=1=2=7 0

s 1 z
/Zcoszzdz: [—z+sin22] ::
0 2 2=0 4

Zde jsme hledali « a (3 z rovnic

sin(a) = p(a) =a =0,
sin(B) = p(8) =b=1,

a tak mame (nejjednodussi feSeni, ale moznosti je vice a je lhostejné, kterou z
nich vybereme)

a=0 a ﬁ:g.

Mame ovérit, ze derivace substitu¢ni funkce je spojita na zvoleném intervalu
(0, %), coz je jisté pravda, nebot ¢'(z) = cos(z) je spojité funkce. Dale nés zajima,
kam substitucni funkce zobrazi interval (a, 3) = <O, g>,

((03) =0,

Zde tedy k rozsifeni ptivodniho intervalu (a,b) = (0,1) nedochazi, a tak staci
vySettit pfipad A = a = 0 a B = b = 1, a tedy vySetfit spojitost ptvodni
integrované funkce f(x) = /1 — 22 na intervalu (A, B) = (0,1), coz zfejmé
opravdu je.

n
B Inb eQx
Uloha 1.17. Vypoététe/ dz.
0 e? —1
[ 2=h(z) =Ver—1, 22=e"—-1, e =22+1]
In5 2 — B — ¢
Resent. / ex - dr = dz = W(z)de = 2 —1 dz
‘ ¢ r=0 = z=+e0l-1=
i r=Inb = z=+eb-1= |
Inb T Inb T
e 2 e
= 2¢" - ———=dx = 2[ e* —1 —i—l]-—dx:
/0 2ver —1 /0 N ( ) ,  2ye*—1
glh(z)] —— ~~ N——
B (z) glh(z)] R (x)
2 2 3 2
8 28
_ / 22+ 1) ds = 2/ (:241)dz = 2 {Z— —I—z} —oBh— =B o
0 S~ 0 3 20 3 3

9(2)



Poznamka 1.18 (K. Rektorys a kol.: Prehled uzité matematiky). Jak nesmime
provadét integraci substituct, vyplyva z téchto prikladi:

4
Priklad 1.19. Integrdl/ Va2 — 1dx nelze integrovat substituci v = sin z, nebot

1
pro Zadny interval « < z < [ nebude x = sinz probihat interval (1,4). Dany
integral lze jisté resit napriklad substituci V12 — 1 = z — x. Pritom bude 1 < x <
4,1 < 2<44v15.

Piiklad 1.20. Resme integrdl

T 1+ tg?
/ﬂdx, k>0, k41
0

1+ ktg?x
Substituce:
tgr = dr=d 1+tg?x)de = dz; tg(0) =0, t =0.
gr = z, cos? 1 x <, ( + tg SE) x Z5 g() ) g(ﬂ)
Je tedy

T 14tg?r O dz
o 1+ktg®x o 1+k%z

Visledek je zrejmé nesprdavniy, nebot integral z kladné funkce je kladny a nemii-
zeme dostat jako vysledek nulu. Chyba vznikld substituci tgx = z je v tom, Ze tgx
je v (0,m) nespojitd v bodé x = 7.

2 Pocatecni uvahy o vypoc¢tu obsahu geomet-
rickych atvara v roviné

Uloha 2.1. Vypoctéte obsah obrazce ohraniceného parabolou y = 1 — 22 a osou

x.

A 0 1

Reseni. Po nacdrtnuti grafu zjistime, Ze jde vlastné o tilohu na vypocet urcitého
integralu (dotéeny graf paraboly lezi nad osou z), u které ale nejprve musime
nalézt integracni meze. Jde o pruseciky paraboly s osou z, tedy nulové body:

y=1-2>=0, 2°=1 = s1=a=-1, z2,=b=1.

10



Uloha 2.2. Vypoctéte obsah obrazce ohraniceného parabolou y = x>+ 1 a piim-
kouy =3 — x.

-2 0 1

Reseni. Z obrazku je zfejmé, ze meze pro vypocet najdeme jako z-ové soutadnice
prusecikt obou grafti, tedy z rovnice:

_S1-V9

?4+1=3-2, 2°42-2=0, z1=a= 5 =—-2, x3=0b=1
Dale z obrazku vime, Ze
1 3 1
1 8
A:/(x2+1)dx:{x—+x] =-+1+-+2=6[7
9 3 g O 3
a . )
2 1 21
A+P:/(3—x)dx:[3x—x—] =3—-+6+2="1[.
P 21,_ 5 2 2
A tedy dohromady:
21 9
P=(A+P)—A="—-6=_1
(A+P)-A=2 —6=2 [/
O

11



