Cviceni ¢. 17 z KMA-MMAN2

22. a 25. brezna 2010

1 Aplikace urcitého integralu v geometrii

1.1 Vzorce pro obsah a délku

Obsah Délka kiivky

Explicitné /bf(:v) dx /b 1+ f2(x)de
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1 ©2 P2
Polarné 3 / P2 (@) de / \/p )+ 0% (p) dp
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1.2 Plocha rovinnych obrazcu

Parametricky

Uloha 1.1. Grafy funkci f a g vymezily v roviné jistou konecnou plochu. Vy-
poctéte obsah této plochy, jestlize:

f(x) = 42® + 42 — 80z, g(x) = —22° — 222 + 40z.

Reseni. Nejprve musime zjistit, zda se grafy obou funkei viibec protnou, a jakym
zpusobem:

Priseciky: f(z) =g(x) = x1=-5, 22=0, z3=4.

Situaci si ilustrujeme na nasledujicim obrazku:
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Ze znalosti vzajemné velikosti f(z) a ¢g(z) na intervalech (—5,0) a (0,4) do-
staneme plochy oblasti A a B:

(1)~ ) @+ [ (o) - @)

pokud bychom neznali jejich usporadani, staci vzit:

[ (@ = s@)ae] +| [ (760 - ot0)) oo

P= |- s o

Pro konec¢ny vypocet pouzijeme prostiedni vztah:

/(f(:c) — g(m)) dr = /((4ZL‘3 + 422 — 80:10) - (—2x3 — 22 + 40x)> dz

0
P=m+&:/
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P=Py+ Pp= +
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nebo dokonce

3
= /(63:3 + 627 —1207) ) do = Sa* + 22° — 602 + C.

P= | [ (10 g) /04(f<x>—g<x>)dx
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Uloha 1.2. Grafy funkci f a g vymezily v roviné jistou konecnou plochu. Vy-
poctéte obsah této plochy, jestlize:

f(z) = 32" +62° — 1892%, g(z) = —2* — 22° + 632°.

Reseni. Nejprve musime zjistit, zda se grafy obou funkei viibec protnou, a jakym
zptusobem:

Priseciky: f(z) =g(z) = x1=-9, 29=23=0, 14=171.

Situaci si ilustrujeme na nasledujicim obrazku:
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Nebudeme hledat uspofadani funkci na intervalech (—9,0) a (0,7), a piimo

[ (1) o) s

P=Py+ Pp= ‘/_Z(f(@—g(x))dx
/(f(m) — g(.r)) de = /((3x4 + 62° — 1892%) — (—a* — 22° + 63x2)> dz

+

4
= / (42" +82* —2520%) ) do = —a” + 20" — 84a® + C.

P o= |[ (10 -s@)ar] +| [ (1) - o)) ao
= Egaf’) + 221 — 84x2} 0_5 + E:ﬁ + 221 — 84932};1
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. r = acos’t, T
Uloha 1.3. Urcete obsah asteroidy . 3 te <0, —>.
y = asin’t, 2

_ r = acos’t = p(t),
Reseni. Mame tedy . () te <O, Z>.
y = asin®t =(t), 2

Na nésledujicim obrazku je znézornéna asteroida a postup vypoétu (vyjdeme
ze symetrie asteroidy, a tak vypocteme obsah obrazce A jako ¢tvrtinu obsahu celé
asteroidy):

—a

Pouzijeme vzorec pro vypocet obsahu plochy ohranic¢ené grafem funkce zadané



parametricky:

Py

B B z
/ ydx| = / P(t)¢'(t) dt’ = / (asin®t) (a3 cos® t(—sint)) dt
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A tedy celkova plocha asteroidy je

P=4P, = gwa2.



1.3 Délka oblouku (kfivky)

B B
s:/ ds:/ Vot oy de

) r = acos’t, T
Uloha 1.4. Urcete délku oblouku asteroidy te <0, §>

Yy = a sin® t,
Resend.
r' = —3acos’tsint,
r' = —3acos’tsint,
2%+ y'2 = 9a? (COS4 tsin®t + sin ¢ cos? t) = 9a”sin? t cos? zf(sin2 t + cos? t)

= 9a’sin®tcos?t.

w/2 1 w/2 3

s = / 3asintcostdt = 3a |- sin®t = —q.
0 2 0 2

(Funkce sint i cost jsou na intervalu <0, g> nezdporné, takZe po odmocneéni neni
treba psat absolutni hodnotu.)

3
Délka oblouku asteroidy je s = 5@.

(Celkovd délka asteroidy je tedy 4s = 6a.) O



Objem télesa

Pomoci Riemannova integralu funkce jedné proménné lze pocitat objemy ve
dvou piipadech.

a) Téleso lezi mezi rovinami = = a, * = b a zname funkci P(x), jejiz hodnoty
znamenaji obsah fezu télesa rovinou kolmou k ose x.

Element objemu je
AV = P(z)- Az, tj. dV = P(z)- dz,
a objem télesa je
V= /bP(x) dz.

b) Rotacni téleso, kde osou rotace je osa x a které vznikne rotaci kiivocarého
lichobézniku ohranic¢eného grafem funkce f na intervalu (a, b). Zde je fezem
kruh o obsahu 7[f()]? a plati

vzw/ab[f(x)rdx:w/aby%x.



Uloha 1.5. Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce y = || kolem
osy x na intervalu (—1,1).

Reseni. Vyjdeme ze vzorce pro objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce f kolem
oSy T:

b 1 1 371
V:W/a [f(x)]Qda::w/_ ElR dx:27r/0 r?dr =27 {?] zg[j3].
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y = |z

]

Uloha 1.6. Vypoctéte objem télesa vzniklého rotact grafu funkce y = sin § kolem
osy « na intervalu (0, ).

Reseni. Obdobné jako u predchozi tilohy:

T x ™1 —cosx T T 1 .
V:ﬂ'/ sin2—dx:7r/ ————dr = <[z —sinz]j = = (1) = =7 [}*].
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Povrch rotac¢ni plochy

Jde o plochy vzniklé rotaci kiivky [ kolem osy x. Element povrchu plochy je
AS = 2myAs,
takze diferencial povrchu plochy je
dS = 2myds.

Je-li kiivka [ dana parametricky:

v = (),
y o= o, e

B
s=2r [ vy + )

je-li kiivka [ dana explicitné:

je

je
—27T/f 1+ [f'(z )} dz.

Uloha 1.7. Vypoctéte povrch télesa vzniklého rotact grafu asteroidy kolem osy .

Reseni. Ze symetrie asteroidy vyplyva, Ze celkovy povrch ziskdme jak dvojnaso-
bek povrchu télesa vzniklého rotaci prvniho oblouku asteroidy kolem osy x:

us

6 us
P = 2 (2#/ yds) =2 (2%/2 asin3t3asintcostdt> =
« 0

jus

2 12
= 12#@2/ sin*tcostdt =--- = gﬂa
0

2 Teézisté oblouku

a




Vv

—> stejné statické momenty vici osam.
Hmotnost kiivky m = os, pii jednotkové mérné hmotnosti: oc=1 =
m=Ss.

vy

Téleso: m = 8

5=

Hmotny bod: M, = myr = yr =

M, = mrr = o = =

= |
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Uloha 2.1. Urcete tézisté jednoho oblouku asteroidy.

vvvvv

hustoté) jednoho oblouku asteroidy je
3

m=s= —a.
2
Vzhledem k tomu, ze uvazovany oblouk asteroidy lezi v prvnim kvadrantu a je

symetricky vzhledem k ose prvniho a tfetiho kvadrantu (viz obrazek), tak jeho

Vv

/2 w/2
yds / asin®t 3asintcostdt
m s 3

5(1

yr = T

/2 in® )" 1 2
= 2a/ sin*t costdt = 2a {sm ] = 2a (—_0) = Za.
0 5 |y 5 5

3

Nyni uvazujme jeden element desky, ktery mé sitku Az (= dx).
Staticky moment tohoto elementu vzhledem k ose x je

1
dM, = (ydx)-a-§y

(hmotnost elementu ndsobend ramenem sily), podobné
dM, = (ydzx) -0 - z.
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Staticky moment celé (homogenni) desky vzhledem k osdm je

1t b
Mr—ia/ y* dz, My—a/ xydex.

Tézisté T[xr, yr| rovinné desky je bod, ktery méa vzhledem k soufadnicovym
osam stejny staticky moment jako cela deska, pokud za jeho hmotnost povazujeme
hmotnost m celé desky.

Proto

mxr = My, myrn = M,

b 1/t
/xydx 5/ yrdx
EETam— yr = —H—.
/ydx /ydx

Pokud ma deska tvar oblasti norméalni vzhledem k ose z, tj. je-li

a z toho (po zkraceni o)

T =

a<xz<b 1y <y,

Vv

/ab:v(yz —y1)dx /:M(yz —y1)da

9
b ) Yr = b
/ (Y2 — y1) da / (Y2 — y1) da

Uloha 3.1. Urcete tézisté ,proniho kvadrantu® asteroidy

IrT =

vvvvv
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A opét ze symetrie

3 fog V()¢ (t) dt‘ B 3 fog a? sin® t3a cos® t(—sin t) dt‘ -

P gﬂaz

M,
Tr = Yr = —
m

%a?’ fog sin7t0052tdt‘ 4o

3
/ (1 — cos?)® cos® tsint dt
0

= —
g’ﬂ'a m
cost = z prehozeni
—sintdt = d ) da | 1
= - “ | = | znaménka | = — (1—22)*22dz| =
t=0=2=1 , 7 | Jo
a mezi

t=3=2=0

4a | [* da | 1
- / ((1—32%+ 32" — 2%)2%) dz = / (22 =32* +320 = 2%) dz| =
T 1Jo T 1Jo
I A1 4a1 L3 1) _4a|16] _ 6da
7w [l3 5 7 9, w3 5 7 9 =« |315] 3157
O
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