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1 Nevlastni integraly

1.1 Nevlastni integral vlivem meze
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Definice dava navod i pro jeho vypocet.
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+00. Zadany integral diverguje.

Rozsifeni definice:
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f(z)dz jako lim / f(z)dz (jde o dvojnou limitu).
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Vypocet této dvojné limity lze pfevést na vypocet dvou jednoduchych limit:
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limita neexistuje, tedy dany integral je divergentni. O]
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Hlavni hodnota nevlastniho integralu f (x)dx
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(tj. misto dvojné limity jde o limitu jednoduchou, kde H = —K). (konvergence
ve smyslu hlavni hodnoty.)
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V tloze 1.4 jsme vidéli, ze zadany integral (dvojna limita) diverguje, ale nyni
jsme zjistili, Ze ve smyslu hlavni hodnoty konverguje. O]

1.2 Nevlastni integral vlivem funkce
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lim [ f(x)dz oznacime /f(x) dz
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Je tfeba dat pozor na to, Ze ze zapisu integralu nemusi byt hned patrné, zda
jde o urcity integral Riemanniv nebo integral nevlastni.
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Uloha 1.6. Vypoctéte I:/ —.
0 VT
Reseni. Funkce neni omezena v pravém okoli poc¢atku, tj. bod 0 je singularni, je
vSak integrace schopnd na kazdém intervalu (s, 1), kde s € (0,1).
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Piipad singularniho bodu (nebo vice singularnich bodu) uvnit¥ inter-
valu integrace:

Je-li na daném intervalu integrace vice singularnich bodt, rozdélime tento
interval na podintervaly tak, aby na kazdém z nich byl singularni bod nejvyse
jeden (jako krajni bod), a vySetfujeme integrély z dané funkce na jednotlivych
podintervalech. Jsou-li vSechny tyto integraly konvergentni, pak je konvergentni
i vychozi integral a je roven souctu komponent.
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Uloha 1.7. Vypoctéte I :/

Reseni. Nejprve si nachystame primitivni funkci:
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Singularni body: z; = —1, xo = 1, takze integraci rozdélime na ¢tyfi intervaly:
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Uloha 1.8. Vypoctéte obsah cdsti roviny ohranicené primkami x = 0, x = 4,

=0 a grafem f(x) =

1
r—1

Reseni. Dan4 funkce neni omezend na okoli bodu 1, ve kterém neni defino-
vana. Pii vypoctu plochy budeme tedy muset vypocitat nevlastni integral vli-
vem funkce. Vzhledem k tomu, Ze singularni bod je uvnitf intervalu integrace,
rozdélime jej na dva:
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1.3 Vlastnosti nevlastnich integralua

A
Oba druhy nevlastnich integrali Ize forméalné sloucit do vyjadieni: f(z)dz,

kde A je (jediny) singuldrni bod: bud A = 400 nebo A € R, A > (clz, pri¢emz
funkce f neni omezena v levém okoli bodu A.

A A
Véta 1.9 (linearni vlastnosti). Jsou-li integrcily/ f(z)dz, / g(x) dx konver-

gentni a ¢ € R je libovolné cislo, pak

A
(1) / [f(a:)—l—g(x)] dx konverguje a je roven souctu integrali obou komponent,

A A
(2) / cf(x)dx konverguje a rovnd se c/ f(z)dz.

I nekteré dalsi vlastnosti Riemannova integralu se prenaseji na integraly ne-
vlastni. Napiiklad Vp € (a, A) plati pro konvergentni integral

/aAf(x)da::/apf(x)dx—l—/pAf(x)dx.

1.4 Kriteria konvergence nevlastnich integralua

Véta 1.10 (srovnavaci kriterium). Necht 0 < f(z) < g(z) na (a,A), kde a <
A < +o0, funkce f,g jsou integrace schopné na kazdém intervalu (a,s), kde
s € (a,A), A je (jeding) singuldrni bod. Pak

A A
(1) zkonvergence/ g(x)dx plyne konvergence/ f(z)dx

A A
(2) z divergence/ f(z)dz plyne divergence/ g(x)dx.

Z definice konvergence plyne:

A A
Véta 1.11. Ve € (a, A) plati, Ze mtegrdly/ f(z)dx a/ f(z)dz soucasné
konverguji nebo divergujt. ‘ ‘

P¥i pouziti srovnavaciho kriteria proto neni tfeba uvazovat cely interval (a, A),
ale nerovnost mezi funkcemi stac¢i dokazat jen na jeho ¢asti (c, A).

A
Véta 1.12 (o absolutni hodnoté integralu). Jestlize konverguge / | f(z) | d,
A A ¢
[ rwas < [71 5 a
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pak konverguje i / f(z)dz a plati
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sinz dx
Uloha 1.13. Zajimd nds konvergence integrdlu / -
1 x
= , . T dr , L ., lsinx 1
Reseni. Jelikoz —- je konvergentni a plati | sinz |< 1, tj. téz < —,
1 x? x? x?

je také zadany integral konvergentni.
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Uloha 1.14. Zajimd nds konvergence integralu —dz.
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Reseni. Pouzijeme srovnavaci kriterium, porovnavat budeme nas nevlastni inte-
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gral z funkce f(r) = —— s nevlastnim integralem z funkce g(z) = —. Jelikoz
x x

potfebujeme srovnavat nezaporné funkce, vyuzijeme jesté vétu 1.11, ktera nam
umozni omezit se na interval (e, +00) kde jiz plati:
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a tak podle srovnavaciho kriteria 1.10 i (z) dz diverguje a podle véty 1.11

+oo
diverguje i ptivodni / f(x)dx.
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Elementarni metody reseni obycejnych DR

Separace proménnych
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2 Substituce a) (linearni vyraz)

Uloha 2.1. Naleznéte (obecné) feseni diferencidlni rovnice y' = (dy — t)°.

Resent.

2
AX( = /47_t> { § imaain Vy/m'3>
= 47—7&

Lubstitue ! e =
2=ly-1

)
_2+1




d %4
%/1 /—‘Z-%Jr—q- = 4L£+ /@v\ C)Z / ()7, > 0
2x-1 bt
g iffen
Ax+1 ‘

221 e g, G #0 /C’:t@>
1z 41 T L ) Z
Ko(y%\ ¥ ()1 VOVOZ((LA/(G OI O(DS‘&O{VIQWQ
do tolieto 2 preu | receunl’ %542

{‘(:Qo’{\/ nulo v cita te L ho [leve ngaM§>,

9\%~7 :C.@Qt/ 06//2

o

ga¥q

\

]Zeéevu/ LE"
# AN \

vorte 1r, +tah re e toplsewe Birly e

22 ~1 + .
L/ el 2t

a2+

( x
/% Oa{yovl(o/{a l/w(?e Ve JW@MO-

/\/0“\/\/0(_& P\>QJ SML)SI’T{“&U{Q(’ 5
1
£

i =1 _
[\X@ 2+ +1 =C 6 /CC gl

/;:::::::::::::::::::::::::::::::::::::T

10



3 Substituce b) (homogenni)
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Reseni

Af[/fvs +[£Z/t2)%7: 0 }o/t

AJZ + /él-f?f) % =0
z S-gg &0
R/ A v 0
T t(t-m)+0 =7
iy G 1%
u .
le ow o eunt” v\t(Wa ' N
: t1+(tlm—tl>-//:\+— +0 !
\ (@ ull neyle © Pe teur DI
/}: s /:i_~
b L .
L/ Substituce © T %
- % e
/}j\:%‘t*%
DOSC{ Ofl(vwe ! %1 : %1 5
e T A
S e
2 & 2 L;ifé/ e dhpmeet
z ++0 iz Wtqkmelf\
2z s r L 0/{ \
%S C ’;4’ /‘él 21! ’ 240 Jde o veseu {
(Jt{\’—”\z:O L=0¢ OL o
2lode = - P-L <0
o o' et DR
F, Puo, 220 _3° (\; B, B,
)( J% - 5—%{; | />Z je ves. PR
) - ol ea ), 670 \L@:O
=
g e -0, , 0,#0
le%l = kgt /Z/ z 2 O Céﬁ/@é/ﬁ
Dosacdlime: S ¢k, 420 &, Gl y=tete
K3 =S

11



Uloha 3.2. Naleznéte (obecné) Fesent diferencidini rovnice tdy — ydt = y dy.
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