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1 Aplikace urcitého integralu v geometrii

1.1 Vzorce pro obsah a délku

Obsah Délka kiivky
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2 Tézisté oblouku
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—> stejné statické momenty viici osam.
Hmotnost kiivky m = os, pri jednotkové mérné hmotnosti: oc=1 =
m = s.
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Téleso: m = S

Hmotny bod: M, = myr = yr =

M, = mrr = apr = — =
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hustoté) jednoho oblouku asteroidy je
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m=s= —a.
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Vzhledem k tomu, ze uvazovany oblouk asteroidy lezi v prvnim kvadrantu a je

symetricky vzhledem k ose prvniho a tfetiho kvadrantu (viz obrazek), tak jeho
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Tézisté prvniho oblouku asteroidy tedy lezi v bodé T = ga; 5@ . O]



Nyni uvazujme jeden element desky, ktery ma sitku Az (= dx).
Staticky moment tohoto elementu vzhledem k ose x je
1
dM, = (ydx) - o - 3Y

(hmotnost elementu ndsobend ramenem sily), podobné
dM, = (ydzx) -0 - z.
Staticky moment celé (homogenni) desky vzhledem k osam je
1t b
M, = 50/ y* dz, M, = a/ xydex.

Te&zisté T'[zr, yr| rovinné desky je bod, ktery ma vzhledem k soufadnicovym
osam stejny staticky moment jako cela deska, pokud za jeho hmotnost povazujeme
hmotnost m celé desky.

Proto

mxr = My, myrn = M,

b 1 b
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Pokud mé deska tvar oblasti norméalni vzhledem k ose z, tj. je-li

a z toho (po zkréaceni o)
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Uloha 3.1. Urcete tézisté ,proniho kvadrantu® asteroidy

hustote) prvniho kvadrantu asteroidy je
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m= P = —mad®.
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A opét ze symetrie
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4 Nevlastni integraly
4.1 Nevlastni integral vlivem meze
K +o00
KliI}: / f(z)dx oznacime f(z)dx

Definice dava navod i pro jeho vypocet.
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Uloha 4.1. Vypoctéte [ 9.
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Zadany integral konverguje.
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Uloha 4.2. Vypoctéte [ <4z
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Reseni. / L~ lim L~ lim [lnx]iil = lim (InK—-Inl) =
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+00. Zadany integral diverguje. O]

Rozsireni definice:
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/ f(z)dz jako  lim f(z)dz

—00 H——oo Jp
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+o00 K
f(z)dz jako lim / f(z)dz (jde o dvojnou limitu).
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Vypocet této dvojné limity lze prevést na vypocet dvou jednoduchych limit:
+o0o

- f(z)dz = /_ c f(z)dz + f(z)dz.
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= lim [arctgz]’_, + lim [arctga]™ =

xr=

Resent.

H——o0 K—+o00
T T
= 0-(-3)+2-0=m
2) T3 i
O
P T rdx
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Resend.
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limita neexistuje, tedy dany integral je divergentni. O]
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Hlavni hodnota nevlastniho integralu f(z)dz

+o00 K
V.. N f(z)dz = Kl—lg—loo /_K f(z)dx

(tj. misto dvojné limity jde o limitu jednoduchou, kde H = —K). (konvergence
ve smyslu hlavni hodnoty.)
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Uloha 4.5. Vypoctéte v.p. /_Oo %
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V tloze 4.4 jsme vidéli, ze zadany integral (dvojna limita) diverguje, ale nyni
jsme zjistili, Ze ve smyslu hlavni hodnoty konverguje. O]

4.2 Nevlastni integral vlivem funkce

s b
lim [ f(x)dz oznacime / f(z)dx
s—b~ J, a

Je tfeba dat pozor na to, Ze ze zapisu integralu nemusi byt hned patrné, zda
jde o urcity integral Riemanniv nebo integral nevlastni.
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Uloha 4.6. Vypoctéte I:/ —.
o VT
Reseni. Funkce neni omezena v pravém okoli poc¢atku, tj. bod 0 je singularni, je
vSak integrace schopna na kazdém intervalu (s, 1), kde s € (0,1).
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Piipad singularniho bodu (nebo vice singularnich bodu) uvnit¥ inter-
valu integrace:

Je-li na daném intervalu integrace vice singularnich bodi, rozdélime tento
interval na podintervaly tak, aby na kazdém z nich byl singularni bod nejvyse
jeden (jako krajni bod), a vySetfujeme integrély z dané funkce na jednotlivych
podintervalech. Jsou-li vSechny tyto integraly konvergentni, pak je konvergentni
i vychozi integral a je roven souc¢tu komponent.
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Uloha 4.7. Vypoctéte I :/

Reseni. Nejprve si nachystdme primitivni funkei:
dx 1 1 1 1
= - _ de == (1
/x%—l 2/<x—1 x+1) v 2<n
Singularni body: 1 = —1, x5 = 1, takze integraci rozdélime na ¢tyfi intervaly:
;o /3 ola:__/—1 da +/‘0 da +/“ dz +/ﬁ dz
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= 400 — 00— 00+ oo = nedefinovano.
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Uloha 4.8. Vypoctéte obsah cdsti roviny ohranicené primkami x = 0, x = 4,

1
=0 a grafem f(x) = 1

Reseni. Dané funkce neni omezend na okoli bodu 1, ve kterém neni defino-
vana. Pfi vypoctu plochy budeme tedy muset vypocitat nevlastni integral vli-
vem funkce. Vzhledem k tomu, Ze singularni bod je uvnitf intervalu integrace,
rozdélime jej na dva:
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4.3 Vlastnosti nevlastnich integralt

A
Oba druhy nevlastnich integrali Ize forméalné sloucit do vyjadieni: f(z)dz,

kde A je (jeding) singulérni bod: bud A = 400 nebo A € R, A > a, pficems
funkce f neni omezena v levém okoli bodu A.

A A
Véta 4.9 (linearni vlastnosti). Jsou-li integrdly/ f(z)dz, / g(x) dx konver-

gentni a ¢ € R je libovolné cislo, pak



A
(1) / [f(x)Jrg(x)] dx konverguje a je roven souctu integrali obou komponent,

A A
(2) / cf(z)dz konverguje a rovnd se c/ f(z)dz.

I nekteré dalsi vlastnosti Riemannova integralu se prenaseji na integraly ne-
vlastni. Napiiklad Vp € (a, A) plati pro konvergentni integral

/aAf(as)d:r;:/apf(:v)dx+/pAf(:B)da:.

4.4 Kiriteria konvergence nevlastnich integrali

Véta 4.10 (srovnavaci kriterium). Necht 0 < f(z) < g(z) na (a,A), kde a <
A < 400, funkce f,g jsou integrace schopné na kazdém intervalu (a,s), kde
s € (a,A), A je (jedinyg) singuldrni bod. Pak

A A
(1) zkonvergence/ g(z)dz plyne konvergence/ f(x)dx

A A
(2) z dwergence/ f(z)dz plyne divergence/ g(x)dx.

Z definice konvergence plyne:
A A
Véta 4.11. Ve € (a, A) plati, Ze z'ntegrcily/ f(z)dz a/ f(z)dz soucasné
konverguji nebo diverguyji. ‘ ‘

P¥i pouziti srovnavaciho kriteria proto neni tfeba uvazovat cely interval (a, A),
ale nerovnost mezi funkcemi staci dokazat jen na jeho ¢asti (c, A).

A
Véta 4.12 (o absolutni hodnoté integralu). Jestlize konverguje / | f(z) | dz,
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A
pak konverguje i / f(z)dz a plati
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Uloha 4.13. Zajima nds konvergence integralu / T
1 x
s o o [T d . . . sinz| 1
Reseni. Jelikoz — Je konvergentni a plati | sinz |< 1, tj. téz <,
x x
je také zadany integral konvergentni.
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Uloha 4.14. Zajimd nds konvergence integrdlu —dx.
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Reseni. Pouzijeme srovnavaci kriterium, porovnavat budeme nas nevlastni inte-

1 1
gral z funkce f(x) = =% § nevlastnim integralem z funkce g(z) = —. Jelikoz
x T

potfebujeme srovnavat nezaporné funkce, vyuzijeme jesté vétu 4.11, ktera nam
umozni omezit se na interval (e, +00) kde jiz plati:

1 1
0<g(z) < f(x), konkrétné 0<— < H,
x x
a tedy
+oo +00
0< / g(x)dx < f(z)dx
+oo K dr
dv = i — = lim [Injz]¥ =
/e g(x) dx Jm [ =l [In [[],
= lim (InK —1Ine) = +o0,
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a tak podle srovnavaciho kriteria 4.10 i () dz diverguje a podle véty 4.11
+o0 ¢
diverguje i ptivodni f(z)dz.
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