Cviceni ¢. 20 z KMA-MMAN?

12. a 15. dubna 2010

Elementarni metody reseni obycejnych DR

1 Substituce b) (homogenni)

Této rovnici se rikd homogenni podle toho, ze funkce F' na pravé strané je tzv.
homogenni funkce. Uzijeme substituci z = %, odkud y = zt, tedy 3y = 2+ t2'. Po

dosazeni do dané diferencialni rovnice a po upravé dostaneme rovnici
2't=F(z) — z,

v niz 1ze separovat proménné. Jezto pfitom tuto rovnici délime vyrazem F(z) — z,
musime vyloucit jeho nulovou hodnotu a nakonec opét ovérit, zda z rovnosti
nule nedostaneme dalsi feseni dané rovnice. Nakonec se pak vracime k ptivodni
proménneé.

Uloha 1.1. Reste rovnici 2tyy’ = 3> — t2.

Reseni. Rovnici nejprve upravime na tvar:

y, _ y2 _ t2
2ty
a po déleni citatele i jmenovatele vyrazem ¢ dostaneme uvedeny tvar rovnice,
tedy
2
(3) -
/
Y=
0¥
t

Nyni zvolime novou neznamou funkci vztahem z = %, odkud y = zt, tedy

y' = z+tz'. Po dosazeni do dané diferencialni rovnice dostaneme z+t2' = y22— 1,
a po separaci proménnych mame y
2d:
22+1 t

1



Po integrovani a ipravach dostaneme integral dané diferencialni rovnice ve tvaru
(t—C) +y*=C2%

Vidime, Ze obecnym feSenim je jednoparametrickd soustava kruznic se stfedem
v [C,0] a s polomérem |C|. O

Obrazek 1: Jednoparametrickéd soustava kruznic se stfedem v [C, 0] a s polomérem
|C|, dana rovnici (¢t — C)? + y* = C2.



Uloha 1.2. Naleznéte (obecné) teseni diferencidlni rovnice y* dt + (2 — ty) dy.

Resend.
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Uloha 1.3. Naleznéte (obecné) tesend diferencidini rovnice tdy — ydt = y dy.
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Uloha 1.4. Naleznéte (obecné) Fesent diferencidini rovnice tdy — ydt = ydy.

Resend.
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: art + 01y +mn
c) Rovnice typu ¢/ = f
ol + oy + 72
Ve zvlastnim pripadé, pokud determinant A = 31 gl = 0 nebo 7?2 +72 =
2 D2

0, lze rovnici Tesit separaci proménnych s pripadnou predchozi substituci pro
rovnici homogenni.

Uloha 1.5 (A =0). Reste: (t+y+1)dt+ (2t +2y —1)dy = 0.
Reseni. Upravime:
(t+y+1)dt+(2t+2y—1)dy = 0,

dy —t—y—1
dt 2t +2y — 1

Vidime, ze

=0.

A:’2 2

Jde tedy o specialni ptipad, ve kterém volime linearni substituci:

z=1t+y,

a tedy

d=1+y,

—z—1
22 —1"

—z—1
2z—1

y/:’zl_:l?

+ 1,

—z—1422-1

22z —1 ’

z—2
2z —1’

coz uz je tvar vhodny k separaci. . .

Uloha 1.6 (7, =7, = 0). Reste: y =

3t —y
t+y




Reseni. Vidime, ze specialni ptipad v; = 75 = 0 vede na homogenni rovnici:

y,:3t—y‘i y,:?)—%
t+y ¢ 1+ 4
Provedeme tedy substituci z = %, [l

Je-li A #£ 0 a téz 42 + 2 # 0, provedeme substituci, pfi niZ transformujeme
jak neznamou funkci y, tak nezavisle proménnou t:

Yy = z+r
t = T+4s.

Koeficienty r, s volime tak, abychom pro nezndmou funkei z(7) dostali rovnici

homogenni, tj. aby se vynulovaly absolutni ¢leny v ¢itateli i ve jmenovateli uvede-
d d
ného zlomku. Z transformacnich rovnic plyne dy = dz, dt = d7 (tedy d—Z = ?‘z)
-

a dana rovnice prejde na tvar rovnice homogenni:
ait + Py
y =f (—) ,
ot + Bay
pokud polozime

ars+Gir+vm = 0,
ags + PBor +75 = 0.

Jezto determinant této soustavy A # 0, existuje feseni r, s.
g bt —2y—1

Uloha 1.7. Reste rovnici y' = i
2t —y+1

Reseni. Nejprve fesime soustavu

9s —2r—1 = 0,
2s—r+1 = 0,
jejiz determinant soustavy je A = —1 #0; jer =7, s = 3. Substituce y = 2z + 7,

t = 7 4 3 transformuje rovnici na tvar

5T — 2
/:27;_—_; neboli Z:2—§

z

. ; o , .
rovnice homogenni. Polozime nyni — = u(7), tj. 2 = ur. Z toho 2’ = u + u'r,
7_

takze = g 2, .
— u, odkud u'T = ﬂ
2—u

/ p—
uU+uT S



Po separaci proménnych mame
2—u d

———du T

u?—4u+5 T

nebo téz 5 A d
_ TR qu= 09
u2 —4u+5 T

Po integraci mame
In(u* —4u+5) = —2In|r|+InC;, kde C; >0,

tedy
C
u? —du+5=—.
T

z -7
Jelikoz u = —, 2 =y—-T7,7=1—-3,jeu = i—?)’ takze obecné Teseni dané
T

diferencialni rovnice lze vyjadrit funkei danou implicitneé:

2
y—17 y—17 C
| -4 = kd :
<t—3) t—3+5 (t —3)% e 0#0
]

. 2t — 1
Uloha 1.8. Reste rovniciy' = t—y—l-
t—2y+1

Reseni. Nejprve resime soustavu

2s—r+1 = 0,
s—2r+1 = 0,
2 —1
1 -2
,t=71— % transformuje rovnici na tvar

jejiz determinant soustavy je A = = -3 #0;jer = %7 s = _%,

1

Substituce y = z + 3

2T — 2-—2
S =T neboli 2 = &
T—22 1—-2z2
z
rovnice homogenni. Polozime nyni — = (1), tj. 2 = ur. Z toho 2’ = u + u'r,
T
takze ) ) .
u+u'T = —u) odkud u’T:Qi.
1—2u 1—2u
Po separaci proménnych mame
1—2u d
T qu =2,
u? —u+1 T
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nebo téz
2u—1 dr
——du=—-2—,
u2 —u+1 T

Po integraci mame
In(u®* —u+1)=—2In|r| +InC, kde C >0,

tedy
C
u2—u+1:—2.
T
1

s z . Y . v ,
Jelikoz u = —, 2z = y — %, T=1t+ %, Jeu = t—i-—f’ takze obecné Teseni dané
7‘ =

diferencialni rovnice lze vyjadrit funkci danou implicitneé:

1\ 2 1
-3 -3 C
< f) Ui T ke O,
t+3 t+3 (t+3)
O
2 SniZeni Ffadu diferencialni rovnice
. g Y
Uloha 2.1. Reste y' = =.
T
Reseni. Substituce:
z:y/ Z/:y// z/:E
) x'

Separace proménnych (z = 0 je feSenim):

d d

& —x, In|z| =lnl|z|, z=Cz, CeR.

z x
Zpétna substituce:

! ¢ 2
y = Cux, yZECL’ + Ch, C,C € R.
Resen{ (Cy = £):
Yy = Cl -+ CQ£C2, Cl,CQ e R.
O

Uloha 2.2. Reste pocdtecni ilohu:



Reseni. Substituce:

1
z=y", =y =¥ = §e2‘” +Cy, Cs € R
Zpétna substituce:
1
y" = 3 e +Cy.

Substituce:

1 1
z = yla Z = y”7 7 = 5 621 +O4; Z = Z 62m +C4l‘ + OQ, CQ € R.

Zpétna substituce:
1 1 C
y’: Zeh +Cux +Cs, y= gezw +74$2+021’+03, Cs; € R.

Obecné fegeni (C; = <4):

1
Yy = _62x +Clx2+02$+c37 01702703 e R.

8
Pocatec¢ni podminky:
1 2x 2 / 1 2 i 1 2x
yzge +C12° + Cox + Cs, y=7¢ +2C1x +Cy,  y =5 +2C7.
y(0) = 1 %604—010—1—020—1—03 =1 %—1-03 =1
y(0) = —1 142010+ Cy = —1| 14C = -1
y"(0) = 0 5€°4201 = 0 |3+2C; = 0
Tudiz: 1 5 -
Ci=——, (Cy=—, (C3=-
1 ) 2 47 3 ]
Partikularni reseni:
1, 1, 5 7
y=—-e"——ax*—-xr+ =
8 4 4 8
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