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1 Nalezeni souc¢tu rady pomoci rozkladu na par-
cialni zlomky
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Uloha 1.1 (piednéska). Stanovte soucet vady g _
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Reseni. Nejprve si vypiSeme nékolik prvnich ¢lent studované rady:
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Rozkladem na parcialni zlomky dostaneme pro n-ty clen:
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n-ty castecny soucet se tedy da vyjadrit:
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Pro zajimavost si mtizeme vy¢islit nékteré c¢astecné soucty:
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Posloupnost ¢astecnych soucti je zjevné konvergentni, a tak dostavame:

s=lim s, = lim1-— =1.
Tedy soucet dané rady je s = 1. [l
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Uloha 1.2 (cvi¢eni). Stanovte soucet vady Z
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Reseni. Nejprve si jesté prehlednéji vypiseme nékolik prvnich élenti studované
rady:
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Rozkladem na parcialni zlomky dostaneme pro n-ty clen:
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n-ty ¢astecny soucet se tedy da vyjadrit:
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Pokusime se jej zapsat prehlednéji (rovnici podélime % a do prvniho rfadku za-

piSeme hodnoty z prvniho parcidlniho zlomku a do druhého fadku z druhého
parcidlniho zlomku):
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Z tohoto zapisu by mélo byt ziejmé, Ze ke zlomkéim v prvnim radku, od % az
do jeho konce, existuji opac¢né zlomky ve druhém fadku. Po jejich vzajemném
odecteni nam zbyde:
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a tedy
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Pro zajimavost si miizeme opét vycislit nékteré ¢astecné soucty:
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Posloupnost c¢astecnych soucti je zjevné konvergentni, a tak dostavame:

s = lim s,
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Soucet dané fady je tedy s = £ n

2 Konvergence geometrickych rad

Uloha 2.1. Uzitim geometrickyjch tad urcete, pro kterd x konverguje dand tada,
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a vypoctete jeji soucet: Z <2 S ) .
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Reseni. Nejprve si uvedeme nékolik prvnich ¢lent fady:
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Jde o fadu, ve které figuruje parametr x € R. My mame za kol najit vSechny
takové hodnoty x € R (pokud existuji), pro které dand fada konverguje.
Vzhledem k tomu, Ze pifed sebou mame geometrickou fadu:
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Vime, Ze geometrickd fada konverguje pro |q| < 1, tedy
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Pro x > —2 nedostaneme zadné feseni a pro x < —2 zjistime, ze x < —3.

Celkem tedy mame, zZe |¢| < 1 pro x < —3. Jinymi slovy: dana fada konverguje
pro = € (—oo, —3).

Zbyva tedy zjistit, co je souctem pro x < —3.

Vime, ze soucet konvergentni geometrické rady je
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Zavér: Rada g (2 — ) je konvergentni pro x < —3 a v takovém pripadé
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3 Vyuziti linearnich operaci s radami

Uloha 3.1. Urcete soucet fady
3—2+ 52 + 52 + 5 _ 2 +
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Reseni. Budeme hledat n-ty ¢len. Je zfejmé, ze jde o soucet élend dvojiho cha-
rakteru, a tak mizeme pro zacatek pouzit zavorky:
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Danou radu bychom tedy mohli ziskat jako rozdil dvou fad. Pokud by tyto rady
byly konvergentni, pak jejich rozdil bude také konvergentni a bude se rovnat
rozdilu soucti danych rad.

Dvé dotcené tady jsou geometrické a konvergentni:
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Jejich rozdil je tedy konvergentni se souc¢tem rovnym rozdilu dil¢ich soucti:
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Dané fada mé soudet s = 3. O

4 Nutna podminka konvergence

5 Srovnavaci kriteria konvergence pro rady s
nezapornymi cleny

Véta 5.1 (1. srovnéavaci kriterium). Méjme tady > a,, Y. b, a necht pro skoro
vsechna n plati a,, < b,. Pak

e 2z konvergence majorantni tady > b, plyne konvergence tady > a,
e a z divergence minorantni fady »  a, plyne divergence fady > b,.

Dikaz. Predpokladejme, Ze nerovnost a, < b, plati jiz od n = 1 (jinak mtzeme
vynechat ¢leny, kde tato nerovnost neplati, aniz se zméni chovani fad). Pak pro
castecné soucty s,, o, téchto fad plati taz nerovnost s, < o0,. Z konvergence
o, — 0 a z nerovnosti o, < o plyne s,, < o, takze také {s,} je konvergentni. [J

Uloha 5.2. Rozhodnéte o chovdni vady Ze%’”.
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Reseni. Rada > e ™™ je geometrickd fada s kvocientem ¢ = — < 1 a je tedy
e
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konvergentni. Jezto e < 3 pro vSechna n, jeen ™™ =en -e™™ < 3-e7", coz je ¢len
konvergentni geometrické rady. Proto také dana rfada je konvergentni. [l

Véta 5.3 (2. srovnavaci kriterium). Méjme dvé kladné fady > an, > b, a necht
existuje
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Pak pro K € (0,400) maji 0obé tady stejné chovani.



Princip dukazu. Yo > 0 plati pro skoro vSechna n:
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a tvrzeni plyne z 1. srovnavaciho kriteria. ]

Kriterium lze doplnit pfipadem K = 0 (pak plati stejné tvrzeni jako u 1.
srovnévaciho kriteria) a pfipadem K = +oo (pak plati analogické tvrzeni, ale se
zaménou obou Fad).
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Uloha 5.4. Rozhodnéte o konvergenci rady Z —
an

, kde a >0, an+b > 0.
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Reseni. Danou fadu srovname se zakladni harmonickou rfadou. Jezto
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maji obé fady stejné chovani, tedy dana rada je divergentni. [l

Véta 5.5 (3. srovnavaci kriterium). Méjme kladné tady > a,, > b,. Necht pro
skoro vsechna n plati

An+1 < bn+1.
an — Do

Pak
e 7 konvergence rady > b, plyne konvergence fady > a,
e a z divergence 7ady _ a, plyne divergence fady »_ b,.

Princip dikazu. Nechf uvedena nerovnost platiuzodn =1.Prok=1,2,...,n—

apr1 _ bry Y .
< 2 Jestlize je vSechny mezi sebou vy-
Qj k
nasobime (provedte!), dostaneme po tpravé a, < 3+ by a tvizen{ véty plyne z

1. srovnavaciho kriteria. O

1 uvazujme n — 1 nerovnosti



