Kapitola 15

Ciselné fady

15.1 Zakladni pojmy

Definice 15.1.1. Symbol a1 + as + --- +a, + ---, kde n € N, a, € R, se

“+o00

nazyvéa ¢tselna rada. Jind oznaceni: E A, E a, (vynechdme-li podminku

n=1

pro n, uvazujeme ¢leny od nejmensiho n € N, pro néz mé vyraz a,, smysl).

Ciselnou fadu lze tak povazovat za zobecnéni souc¢tu koneéného poétu real-
nych cisel. Zakladnimi otazkami jsou: jak a kdy priradit fadé ¢islo, které by bylo
vhodné nazvat souctem rady, a které z vlastnosti konecnych souctl se prenaseji
i na fady, jez lze pak povazovat za soucty nekonecné.

Definice 15.1.2. e Cislo a, se nazjva n-ty clen vady;

¢islo s, = a; + as + - - - + a,, se nazyva n-ty cdstecny soucet,;
posloupnost {s,} se nazyva posloupnost ¢dstecnych soucti;

rfada E a, se nazyva konvergentni, pravé kdyz existuje vlastni limita

s= lim sp;
n—-+0o00
+00
tato limita s se nazyva soucet Tady E a, a piseme E Gy = S;
n=1

fada E a, se nazyva divergentni, pravé kdyz neexistuje vlastni lim s,
n——+o00

tj. kdyZz tato limita je nevlastni (pak ji téZz nazyvame soucet Fady) nebo
neexistuje (pak fada nemé soucet);

fada anq1+apio+- -+ a téz jeji soucet r, (pokud existuje) se nazyva zbytek
fady > a, (po n-tém Clenu).



Ztejmé pro konvergentni fadu je s = s,, + 1, , tedy r, — 0.

U kazdé rady vyvstévaji dva problémy: zda rada konverguje, a kdyz kon-
verguje, tak stanovit jeji soucet. V nékterych pripadech lze k odpovédi na oba
problémy vyuzit definice konvergence a souc¢tu rady.

+o0
1
Uloha 15.1.3. Stanovte soucet rady Z _—
“—~ n(n+1)

Reseni. Rozkladem na parcialni zlomky dostaneme pro n-ty ¢len:

1 _1—|—n—n_ 14+n n 1 1

ap =

nn+1)  nn+1)  nn+1) nn+l) n (©+1)

S S WP
n n+1/ n+1’

n-ty castecny soucet se tedy da vyjadrit:

S I I (S I
n = 2 23

takze s, — 1, a tedy soucet dané rady je s = 1. [l
“+oo

Geometricka rada Z aq"”
n=1

Dalsim prikladem fady, u niz lze snadno rozhodnout o konvergenci a urcit jeji
soucet, je geometrickd rada

a+aq+&q2+...+&qn+... .
Zopakujme si, ze jeji n-ty castecny soucet a zbytek po n-tém clenu jsou: je:

n

aq

Geometricka rada tedy

e pro |¢q| < 1 konverguje a jeji soucet je s = ay ;
—dq
e pro q > 1 diverguje, s = +o0 - sgna;

e pro ¢ < —1 neexistuje lim s, fada diverguje, soucet neexistuje;

e pro ¢ = 1 mame divergentni fadua+a+---+a+--- =400 -sgna.



+o0
1
Zakladni harmonicka rfada E -
n
n=1

je dalsi dulezity priklad ciselné rady. Plati

1—|—1—|—1+1—|—1+ —i—l
Sn: —_ —_ — —_ o .. -,
2 3 4 5 n
pricemz
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+->2--==, -4+ -4 -—F=—>4-—=— td.
5t17% 172 5tgtrtg sy @
takze
1 1 1 1
s1 =1, 82:1+§, S4>1+2'§, 58>1+3'§7 52n>1+n-§.

Jezto vybrana posloupnost {sen} je divergentni (ma limitu +o00), je také po-
sloupnost ¢asteénych souctu {s,} divergentni. Tedy:

Zdkladni harmonickd rada je divergentni, s = +00.

Tento fakt bychom sotva odhalili sou¢tem nékolika prvnich ¢lent fady, nebot
napiiklad:

Stisic — 7, 48 ... 5 Smilion — ]_4, 39....
Ukazme si jesté jeden instruktivni priklad, jak lze dokazat divergenci néjaké rady
primo vyuzitim definice.

+oo

; 1
Uloha 15.1.4. Dokazte divergenct rady E
n=1

NG

Resend.
1 1 1 1
Sp=14+—4=+—4+-+—F7=>n-—==yn— +0,
BT T Y
tedy dana fada je divergentni. O]

15.2 Neékteré vlastnosti ¢iselnych rad

Véta 15.2.1 (nutnd podminka konvergence). Konverguje-li fada Zan, pak
lim a,, = 0.

Dikaz. Tvrzeni plyne ze vztahu s, = s,_1 + a, a z toho, ze lims, = lims,_; =
S. [



Uvedend podminka konvergence neni postacujici, nebof naptiklad zdkladni
harmonické fada tuto podminku spliiuje, i kdyz je divergentni.

Nékteré formulace vlastnosti fad se zjednodusi, jestlize zavedeme pojem cho-
vani rady.

Definice 15.2.2. Rikdme, ze dvé fady maji stejné chovani, pravé kdyz jsou obé
konvergentni, nebo obé maji nevlastni soucet nebo obé nemaji soucet.

Véta 15.2.3 (o vynechéani prvnich k ¢lenit). Chovdni fady se nezméni, vynechame-
li jejich prunich k clena.

Princip dukazu. V ptvodni fadé je
Sp=a1 +az+ -+ ap,
v upravené rfadé je Castecny soucet
Om = Q41 + Qg2 + - + Qpm.

Pro n > k polozme n = k + m; pak s, = sx + o,,, Castecné soucty s,, o, se
navzajem lisi jen o konstantu s, a odsud plyne tvrzeni pro vsSechny tii druhy
chovani. O

Definice 15.2.4 (linedrni operace).
e Sou¢tem fad > a,, > b, nazyvame fadu > (a, + by,),
e rozdilem fadu ) (a, — by,).
e Nasobkem fady ) a, ¢islem ¢ € R nazyvame fadu ) ca,,.

Véta 15.2.5 (o linearnich operacich s fadami). Necht > a, = s, > b, = o,
c €R, c#0. Pak plati

Z(an—i-bn) =s+o, ann:cs

ve vsech pripadech, kdy ma smysl prava strana téchto rovnosti. Navic pro ¢ = 0
je vidy > ca, = 0.

Diikaz. Plyne z véty o linearnich operacich s posloupnostmi, nebot s = lim s,
o = limao,. ]

Tato véta neplati naopak: Z konvergence fady > (a,+0b,) neplyne konvergence

fad > an, > by; uvazte piiklad » (1 —1).



Véta 15.2.6 (asociativni zédkon pro fady). Necht

E a, = §

a {k,} je libovolnd rostouci posloupnost prirozenych cisel.

Je-ly

1 = a1+ax+---+ag,

Cy = Qg1 T Agyy2 00 Ay,

Cn Q141 T Qg2 1 000+ A,
Pak

g Cp, = S.

Diikaz. Je-li {s,} posloupnost ¢asteénych souctt fady > a, a {o,} posloupnost
¢asteénych souctt fady > ¢,, pak 0 = s, nebot {0,} je posloupnost vybrana z
posloupnosti {s,} a ma proto tutéz limitu. O

Véta neplati naopak: naptiklad konverguje-li fada skupin ¢lenti, nemusi byt
fada po odstranéni zévorek konvergentni; uvazte opét fadu > (1 — 1).

15.3 Rady s nezapornymi ¢éleny

Rady Y a, s nezapornymi ¢leny, a,, > 0, maji nékteré vyznacné vlastnosti
pokud jde o konvergenci a jeji zjistovani. Jsou zaloZeny zejména na tom, Ze po-
sloupnost {s, } jejich ¢asteénych soucti je neklesajici, takze ma vzdy limitu. Tedy:

Je-li posloupnost {s,} shora omezend, je fada > a, konvergentni,
neni-li {s,} shora omezend, mé fada »_ a,, soucet +oo.

V tomto paragrafu pojedname zejména o kriteriich konvergence nebo divergence
(kazdé kriterium vyjadiuje postacujici podminku a je pfizptisobeno pro praktické
vyuziti).

Pro vSechny fady v kapitole 15.3 nechf tedy plati a,, > 0 a pokud
bude tteba, aby a, > 0, budeme mluvit o kladnych tfadach.

Prvni skupina tii kriterii je zndma pod spole¢nym nazvem srovndvact kriteria.
Jejich spoleénym znakem je to, ze zkoumanou fadu urc¢itym zptisobem srovname
s vhodnou zndmou fadou a na zakladé tohoto srovnani vyslovime zavér o kon-
vergenci nebo divergenci.



Véta 15.3.1 (1. srovnavaci kriterium). Méjme fady > an, Y b, a necht pro skoro
vsechna n plati a,, < b,. Pak

e 2z konvergence majorantni tady > b, plyne konvergence rady > ay,
e q z divergence minorantni fady Y a, plyne divergence fady > b,.

Diikaz. Predpokladejme, Ze nerovnost a,, < b, plati jiz od n = 1 (jinak mtizeme
vynechat ¢leny, kde tato nerovnost neplati, aniz se zméni chovani fad). Pak pro
castecné soucty s,, 0, téchto fad plati taz nerovnost s, < o,. Z konvergence
0, — 0 a z nerovnosti o, < o plyne s, < o, takze také {s,} je konvergentni. [J

Uloha 15.3.2. Rozhodnéte o chovdni fady Ze%_".

g _ 1
Reseni. Rada > e™™ je geometrickd fada s kvocientem ¢ = — < 1 a je tedy
e

(v 1 " L1 1 _ L.y
konvergentni. Jezto e < 3 pro vSechna n, jeen " =en-e™" < 3-e7 ", coz je ¢len
konvergentni geometrické fady. Proto také dana fada je konvergentni. O]

Véta 15.3.3 (2. srovnévaci kriterium). Méjme dvé kladné tady > a,, > b, a
necht existuje

lim %:K.

n—-+4o0o n

Pak pro K € (0, +00) maji obé tady stejné chovani.

Princip dukazu. Yo > 0 plati pro skoro vSechna n:

(0<)K—5<Z—"<K+g:>(K—a)bn<an<(K+a)bn

a tvrzeni plyne z 1. srovnavaciho kriteria. O]

Kriterium lze doplnit pfipadem K = 0 (pak plati stejné tvrzeni jako u 1.
srovnavaciho kriteria) a pfipadem K = +oo (pak plati analogické tvrzeni, ale se
zdménou obou fad).

1
an +

Uloha 15.3.4. Rozhodnéte o konvergenci Tady Z % kde a > 0, an+b > 0.

Reseni. Danou fadu srovname se zakladni harmonickou fadou. Jezto

n 1

lim —— = lim =—->0,
n—oo - n—oo an + b a
maji obé fady stejné chovani, tedy dana rada je divergentni. O]



Véta 15.3.5 (3. srovnavaci kriterium). Méjme kladné fady > a,, > b,. Necht
pro skoro vsechna n plati

nt1 b1
a, ~— b,

Pak
e 7 konvergence tady > b, plyne konvergence rady > a,
e a z divergence 7ady »_ a, plyne divergence rady Y b,.

Princip dikazu. Necht uvedena nerovnost platiuzodn =1.Prok =1,2,...,n—

Ak+1 b1 Y .

1< 2L Jestlize je vSechny mezi sebou vy-
Qy, k

nasobime (provedte!), dostaneme po tpravé a, < % - b, a tvrzeni véty plyne z

1. srovnéavaciho kriteria. O

1 uvazujme n — 1 nerovnosti

Véta 15.3.6 (podilové, d’Alembertovo kriterium). Necht >’ a,, je kladnd tada.

1) Existuge-li ¢islo q € (0,1) tak, Ze pro skoro vsechna n je (D, :)GZ—:l <gq,
pak tada ) a, konverguje.

2) Jestlize pro skoro vSechna n je D, > 1, pak tada ) a, diverguje.

Princip dukazu. 1. tvrzeni dostaneme, kdyz ve 3. srovnavacim kriteriu pouzijeme
jako Y b, konvergentni geometrickou fadu ¢".

Druhé tvrzeni vlastné znamenad, Ze fada nespliiuje nutnou podminku konver-
gence. [
Uloha 15.3.7. Rozhodnéte o k a1+ 42432 2 32

oha 15.3.7. Rozhodnéte o konvergenci ra — -t —+ =+ —

J YITETE T e T he
23
g§<+....
Reseni. Vidime, ze v fadé jsou ¢leny dvou druht:

3. 2k—1 2k—1

Aok = ——3 a2k—1 = T3 _7-
5k ’ 5k—1

Musime tedy vysSettit dva podily dvou po sobé jdoucich clenti:

age  3-2F1 2Rl 3 agy, 28 3.2F1 2
ask—1  HF  TBFL B ag, 5K BF 3
V obou ptipadech D, < % < 1, takze fada konverguje. O

Toto kriterium se cast€ji pouziva ve své limitni podobé.



Véta 15.3.8 (limitni podilové kriterium). Necht >’ a,, je kladnd Tada a ezistuje

. Ap+1
lim —/= = A.

n—oo  (y

Pak

e pro A < 1 dand rada konverguje

e a pro A > 1 rada diverguje.

Princip dikazu. Necht A <1, e = %. Pak pro skoro vSechna n je D,, < A + ¢,
takze podle podilového kriteria fada konverguje.
Pro A > 1 dokdzeme podobné divergenci volbou ¢ = A — 1. m

Uvédomime si, Ze pro A = 1 nedava toto kriterium odpoveéd.
. . . n
Uloha 15.3.9. Rozhodnéte o konvergenci rady Z o

n—i—l'n_ln—l—l 1

Reseni. D,, = Sl on — 3 o —3 < 1, rada tedy konverguje. [l

Véta 15.3.10 (odmocninové, Cauchyovo kriterium). Necht ) a, je Tada s ne-
zapornymai cleny.

1) Existuge-li ¢islo q € (0,1) tak, Ze pro skoro vSechna n je

(On :> vV an < q,
pak tada Y a, konverguje.
2) Jestlize pro nekonecné mnoho n je C, > 1, pak tada ) a, diverguje.

Diikaz. 7 nerovnosti C,, < ¢ plyne a, < ¢", takze konvergence plyne z 1. srovna-
vaciho kriteria (majorantou je konvergentni geometricka rada).
Nerovnost C;, > 1 znamen3, Ze a,, > 1, takze fada nespliiuje nutnou podminku
konvergence. O
1 1 1

. 1
Uloha 15.3.11. Rozhodnéte o konvergenci Tady £ + = + = + - 4l

Reseni. Vyzkousime podilové kriterium.

11 5\" 5
Pro n liché je D, = =2 S <1,
ro n licne je 7n+1 5 7 (7) < 7 <

[ 1 11 /7\"
ale pro n sudé je D”:Wﬁzg(g) — 400.

Podilové kriterium tedy nedéva odpovéd, ani jeho limitni verze.

8



Pouzijeme odmocninové kriterium.

1
Pro n liché je (), = 5
. 1
pro n sudé je C, = -
1
tedy Vn € N plati ), < R < 1 a rada konverguje. O

Jak naznacuje tento piriklad, bylo by mozno dokazat, ze odmocninové krite-
rium je siln€jsi nez kriterium podilové.

Véta 15.3.12 (limitni odmocninové kriterium). Necht > a,, je Tada s nezapor-
nymi cleny a existuje lim {/a, = A. Pak pro A < 1 dand rada konverguje a pro
A > 1 rada diverguje.

Dikaz. Provadi se stejné jako u limitniho podilového kriteria. O

Uloha 15.3.13. Urcete, zda tada

je konvergentni.
(Inn)»

_ 1
Reseni. C,, = o 0 < 1, tedy dana rada konverguje. ]
nn

Vsimnéme si, ze na fadu z tlohy 15.3.11 nelze pouzit limitni odmocninové
kriterium, nebot posloupnost {C,,} nemé limitu. Kazdé kriterium je zpravidla
vhodné pro urcité typy rad, bez ohledu na jeho ,silu“. Takto budeme chapat i
nas vybér kriterii. Existuje vSak cela posloupnost kriterii konvergence, v nichz
kazdé dalsi je ,silnéjsi“ nez predchozi. Ovsem ,silnéjsi“ kriterium je zpravidla

vvvvvv

Véta 15.3.14 (Raabeovo kriterium). Necht > a,, je kladnd Tada.

1) Ezistuje-li ¢islo r > 1 tak, Ze pro skoro vSechna n je

(=) (2 1) =

Qp41

pak tada Y a, konverguje.
2) Jestlize pro skoro vSechna n je R, < 1, pak tada diverguge.

I toto kriterium ma svou limitni verzi (viz nésledujici Glohu).

oo
3 . . 2n -1 1
Uloha 15.3.15. Rozhodnéte o konvergenci rad .
J Y ; )l 2n+1




Reseni. (Definice dvojnych faktoridlt: 6!! =6-4-2, 911 =9.7-5.3-1.)
Pfi pouziti Raabeova kriteria je vhodné stanovit (a upravit) nejprve D,,. Po

kraceni je tedy D CGn+1) 1, takie podilové kriterium nedévs
zkraceni je te n = — 1, takze podilové kriterium nedava
) Y (2n 4+ 2)(2n + 3) P
odpovéd. Ale
1 6n% + 5n 3
Rn g _— 1 —_ e = — -,
"(Dn ) m?tan+1 2
fada konverguje podle limitniho Raabeova kriteria. O]

Uvédomime si, ze podle zaddného z uvedenych kriterii nelze rozhodnout o di-
vergenci zakladni harmonické fady. Tuto schopnost méa vSak integralni kriterium.

Véta 15.3.16 (Integralni kriterium). Necht cleny tady > a, jsou hodnotami

kladné nerostouct funkce f, kterd je integrace schopnd na kazdém intervalu (1, K,
+00
K € R; tedy a, = f(n). Pak Tada ) a, a nevlastni integrdl (x)dz sou-
1
casné konverguji nebo diverguji.

Diikaz. plyne z porovnani / f(z)dz s vhodnymi ¢asteénymi soucty rady. [
1

+o00
. 1
Uloha 15.3.17. Rozhodnéte o konvergenci tad E —, kde s € R.
ns
n=1

+00
Resent. e Rady E — se nazyvaji harmonické.
n
n=1

e Pro s < 0 jsou zfejmé divergentni, protoze nespliiuji nutnou podminku
konvergence.
Necht tedy dale s > 0.

e Pro s = 1 dostavame zdkladni harmonickou radu, ktera je dle 15.1 diver-

gentni.

1 1
e Jellis <1 jen”<n = — > —, takze dle 1. srovndvaciho kriteria
n

jsou harmonické fady pro s < 1 rovnéz divergentni.
Pro dalsi studium harmonickych rad pouzijeme integralni kriterium:

e Funkce dana predpisem f(z) = ;% je pro s > 0 nerostouci a kladna, inte-
grace schopné (protoZe je spojitd) na kazdém intervalu (1, K), K € R a
Vn € N je (a, =)= = f(n).

10



e Pro s # 1 je nevlastni integral

400 dx . x—s—O—l K ) Kl—S 1
I = = lim = lim — .
1 ¥ K—too|—Ss+1] , K-oto\l—-s 1-—35

T

e Vidime, Ze pro s < 1 je K'=% — 400, nevlastni integral a tedy i harmonické
fady jsou divergentni.

e Pro s > 1 je K'™* — 0, nevlastni integral a tedy i harmonické fady jsou

konvergentni.
e Pros=1jel = Klim In K = 400, tedy zdkladni harmonicka rada je
— 400
divergentni.

Zavér: Harmonické fady jsou konvergentni pro s > 1 a divergentni
pro s < 1.

15.4 Rady s libovolnymi ¢leny, absolutni kon-
vergence

V ¢iselné fadé ) a, mohou byt nékteré ¢leny kladné a nékteré zéporné (nulové
nejsou zajimavé, protoze pro zjistovani konvergence fady nebo souctu rady je
1ze vynechat). Je-li zdpornych ¢lenti jen koneény pocet, zachazime pii zjisfovani
konvergence s fadou, jako by méla jen kladné ¢leny (podle véty o vynechéani
prvnich & ¢lent). Jsou-li v8echny ¢leny fady zaporné, lze konvergenci zjistovat pro
kladnou fadu — > a,, a takto lze vy¥Fidit i pfipad koneéného poctu kladnych ¢lend.
Proto zbyva jediny podstatny ptipad, tj. Ze fada ) a, mé nekonetné mnoho
kladnych ¢lent a nekonec¢né mnoho ¢lent zapornych. Z praktickych divodia vsak
nebudeme vylucovat ani existenci nulovych ¢lent, nebot dulezité ¢iselné rady
vznikaji ¢asto z funkénich (mocninnych) fad po dosazeni za nezavisle proménnou
a nékteré cleny mohou byt tedy nulové.

Provedme nejprve nékolik induktivnich ivah. Zavedme oznaceni

a’ =max{a,0}, a =max{—a,0}.

Pak ziejmé plati:
a=at—a, |a|=a"+a".

K fadé > a, tak lze vytvofit fady
Doans 2t Dl

11



vsechno to jsou fady s nezapornymi cleny. Oznac¢me

1 + "o —
S—E a,, S—E a,,
pricemz
0<s,s" <+o0.

Z linearnich vlastnosti fad plyne:

Konverguji-li fady > a;, > a,,, pak konverguji i fady > a,, Y |ay]

Zan =5 -4 Z la,| = s+ §".

Prvni z téchto vztahii plati i ve vSech dalsich pripadech, kdy méa smysl rozdil

s' — §" (tj. mimo pfipadu oo — 00), druhy plati vzdy.

Vime, Ze linearni operace neplati obracené, tedy

a plati

z konvergence suman neplyne konvergence fad > a}, > a, .

Ovsem z konvergence > |a,| plyne, Ze ¢astetné soucty fady > (a)f +a;) jsou
omezené, takze jsou omezené i ¢astecné soucty obou fad > al, > a, obé tyto
fady jsou tedy konvergentni a také fada > a, je konvergentni.

Tak jsme dostali:

Véta 15.4.1 (o konvergenci fady absolutnich hodnot).

1) Rady Y af, > a, konverguji, pravé kdyZ konverguje fada . |ay,]|.

2) Z konvergence tady Y |a,| plyne konvergence fady > ay,.

Tato véta je zakladem pro definici vyznamného pojmu absolutni konvergence.
Definice 15.4.2. Rada Y_ a,, se nazjvé

e absolutné konvergentnt, pravé kdyz konverguje fada Y |a,| a nazyva se

e neabsolutné konvergentni, pravé kdyz je konvergentni a pritom fada
> |an| je divergentni.

VySetfovani absolutni konvergence tedy znamena zabyvat se fadou > |a,|
s nezapornymi Cleny, k ¢emuz lze pouzit kriteria konvergence uvedena v pred-
chozich paragrafech. Zbyva tedy zejména piipad neabsolutné konvergentnich fad
s libovolnymi ¢leny.

12



15.5 Alternujici rady
Jde o dilezity a casto se vyskytujici zvlastni pripad fad s libovolnymi ¢leny:
co—catcz—cyt+ (=) e 4

kde {c,} je posloupnost kladnych ¢isel. Zakladni kriterium konvergence alternu-
jicich Tad je prekvapivé jednoduché.

Véta 15.5.1 (Leibnizovo kriterium konvergence). Necht {c,} je monotonni nu-
lova posloupnost kladnych cisel. Pak rada Z(—l)”’lcn konvergugje. Pritom pro
zbytek r, rady plati:

Cn+1 — Cn+2 < |rn| <Cpy1 @ sSgnry = (_1)n

Diikaz. Nejprve ukazeme, Ze posloupnost {sox} sudych ¢asteénych souctt vy-
brana z posloupnosti {s,} ¢aste¢nych souctu je neklesajici:

Sok+2 = Sok + Cok41 — Cok+42 > S2k-
Déle vidime, ze posloupnost {sg;} je shora omezena:
Sok = €1 — (ca — ¢3) — (€4 — ¢5) — -+ — (Cap—2 — Cok—1) — Cax < C1.

Z toho plynou dva zavéry:

1. ds = lim sop,

2. 01— <s<c.
Dale ukazeme, Ze s je také limitou posloupnosti lichych ¢astecnych soucti:

S2k—1 = S2k — Cak;

prava strana konverguje k rozdilu s — 0, tedy k s, proto sqop_1 — s, takze s, — s,
tedy fada je konvergentni a ma soucet s.
Zbytek po n-tém c¢lenu je opét alternujici fada; tvrzeni o jejim souctu r, plyne

z vysSe uvedeného 2. zavéru. O]
- y . 1 1 1 1
Uloha 15.5.2. Rozhodnéte o konvergenci rady 1—5—1—5—1—#- (=) T =
n
Reseni. Dané fada je alternujici a posloupnost {c,} = {%} je monoténni nulova,
takze podle Leibnizova kriteria je dana rada konvergentni. O]

Alternujici fada z prikladu 15.5.2 je prikladem neabsolutné konvergentni rady,
nebot fada absolutnich hodnot je divergentni zdkladni harmonické rada.

Radam, které splituji pfedpoklady Leibnizova kriteria, se téz fika vady leibni-
zovské. Leibnizovské fady se Casto a s vyhodou pouzivaji pfi numerickych vypo-
¢tech (pfi pfiblizném vypoctu konstant, které jsou souctem ¢iselné fady), nebot
umoznuji velmi jednoduchy odhad chyby metody.
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15.6 Prerovnavani Ciselnych rad

Sc¢itani koneéného poctu cisel je asociativni a komutativni. Je tedy otazka,
v jaké formé tyto dvé vlastnosti prechazeji nebo neprechazeji na fady jakozto
zobecnény soucet. V clanku 15.1 je ukézano, ze asociativnost se v jisté podobé
zachovava: cleny fady lze ,zavorkovat®, ale obecné v fadé nelze zavorky odstra-
novat.
zaménime-li pofadi tfeba u prvnich dvou ¢leni fady (nebo u prvnich n — napfiklad
milionu — ¢lent fady), nestane se nic, pokud jde o chovani fady resp. o jeji soucet,
protoze jde vlastné o uplatnéni komutativnosti v koneéném souctu s,. Budeme
se proto zajimat o pripady, kdy ,zména poradi“ ¢lent fady zasahuje nekonec¢né
mnoho ¢lent fady.

Definice 15.6.1. Rikdme, 7e fada Y b, vznikla pierovnanim fady > a,,, pravé
kdyz existuje bijekce 5 : N — N takova, Ze Vn € N: b, = ag().

Definice tedy iika, Ze n-ty ¢len prerovnané fady je [(n)-tym clenem tady
ptivodni. Obrécené n-ty ¢len ptivodni fady je 3'(n)-tym ¢lenem v fadé prerovnané,
kde [’ je bijekce inverzni k 3.

1
Napriklad alternujici fadu 1 — - + - — — 4 - - - lze pferovnat tak, Ze vezmeme

3 4
sttidaveé vzdy tii cleny kladné a jeden zaporny:

1
14 -

+1 1 1 1
3 5

1 1
PR R R TR
Zde

Bn) ={(1,1),(2,3),(3,5), (4,2),(5,7),(6,9),... }.

Véta 15.6.2 (o pferovnani fad s nezdpornymi ¢leny). Necht > a, je konver-
gentni Tada s nezapornymsi cleny.
Potom kaZdd tada, kterd vznikne pferovnanim tady > a,,

— je konvergentni a
— jeji soucet je roven souctu rady puvodni.
Diikaz. — Pro fadu ) a, je n-ty ¢asteény soucet s, — s.

— Oznacme )Y b, fadu, ktera vznikne prerovnanim fady » a,, a o, jeji n-ty
castecny soucet;

ziejmé {s,}, {o,} jsou neklesajici posloupnosti.

— Uvazujme o,, a m = max {5(1), 8(2),...,8(n)}.

- Pak 0, < s, <'s, takze fada > b, je konvergentni a ma soucet o < s.
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— Prerovnanim se tedy soucet fady nezvétsi.

— Jestlize nyni fadu ) b, prerovname zpét na » _ a,,, pak podle 1. ¢asti diikazu
se soucCet opét nezvétsi, takze s < o.

— Proto o = s, soucet prerovnané rady je tyz.
O

Véta 15.6.3 (o prerovnani absolutné konvergentnich fad). Necht > a, je ab-
solutné konvergentni rada.
Potom kazda tada, kterd vznikne prerovndnim tady »_ ay,

- je konvergentni a
— jeji soucet je roven souctu rady puvodni.

Dikaz. — Oznaéme Y b, fadu, kterd vznikne pferovnanim fady Y a,;
— pak > |b,| vznikne pferovnanim konvergentni fady > |a,|, takze

— podle ptedchozi véty je > |b,| konvergentni,

tedy > b, je absolutné konvergentni;

jeji soucet oznacme o.

Je-li s = > a,, pak s = s — ¢, kde ' = > al a s’ = > a, jsou soucty
fad s nezdpornymi cleny.

— Podobné 0 =o' — 0", kde 0/ = > bf, 0" =>"0; .

— Prerovnéani fady ) a, na fadu )b, indukuje pferovnani fady > a' na
fadu b} a prerovnéani fady > a, na fadu ) b, .

— Jetedy o/ = ¢, 0" = §", takze 0 = s.
[

Ptedchozi véta potvrzuje rozsifeni platnosti komutativniho zakona pro sci-
tani konecného poctu cisel na fady absolutné konvergentni. U fad neabsolutné
konvergentnich nastava novy jev. Nejprve vSak pripomenme, Ze u téchto fad je
s’ =400 a téz 8" = +oo i kdyz i zde je a,, — 0.

Véta 15.6.4 (Riemannova — o prerovnavani fad neabsolutné konvergentnich).
Je-li fada Y a, neabsolutné konvergentni, pak pro kazdé B € R* lze tadu prerov-
nat tak, Ze prerovnand tada ) b, md soucet B.

Dikaz. Z fady > a, vytvorime dvé fady: > p, a >. ¢, a to tak, ze
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— do 1. fady dame bez zmény poradi vSechna nezaporna a, a

— do druhé fady dame absolutni hodnoty zapornych clent a,,.

Jde vlastné o fady > al a > a, po vynechani nadbyteénych nulovych ¢lent.

Pak kazdy ¢len fady > a, padne pravé do jedné z fad > p, a > qn
v puvodnim usporadani.

Z neabsolutni konvergence ) a,, mame

anz—l—oo a an:—l—oo.

Déle se diikaz vede konstruktivné, tedy k libovolné zadanému B zkonstruujeme
prerovnani tak, Ze soucet prerovnané rady bude B.

a)

Necht B je realné ¢islo (naptiklad kladné).
(1) Nejprve vezmeme pravé tolik kladnych ¢leni, aby
pL+p2+--+p, > B (tj. bez p,, je souet < B).

To Ize vzhledem k tomu, ze > p, = +o0.

(2) Dale vezmeme pravé tolik zapornych clent, aby
ptpet+p, —(@+-+4qs) < B (tj. bez g5, je soucet > B).

To 1ze vzhledem k tomu, Ze Y ¢, = +oc.

(3) Pak vezmeme préavé tolik kladnych ¢lenti, aby pro ¢astecny soucet pla-
tilo
Orytrsy, > B, atd.
Vidime, ze takto se ,Cerpaji“ jak kladné cleny, tak zaporné, takze kazdy
¢len a,, puvodni fady se dostane do pferovnané tady > b,. Jezto a, — 0,
je pn — 01g, — 0, tedy b, — 0. Z uvedené konstrukce prerovnani plyne

lop, — Bl < |by| — 0, tedy o, — B.

Nechf B = +o00. Predchozi konstrukci nelze pfimo pouzit, protoze nelze
vzit tolik kladnych clenti, aby ¢astecny soucet byl vétsi nez +oo. A je tieba
téz zajistit ,Cerpani“ zapornych ¢leni. Postupujeme tedy takto:

Nejprve vezmeme praveé tolik kladnych clenti, aby
p1+p2+"'+p7"1 > 17

pak jeden zaporny, pak tolik kladnych ¢lent, aby castecny soucet o,, 1 > 2,
pak opét jeden zaporny, atd.

Jezto g, — 0, lze jiz jednoduchou tvahou (provedte ji!) dospét k zavéru, ze
o, — +00.
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]

Z dtikazu Riemannovy véty plyne, Ze i z nékterych divergentnich fad lze pre-
rovnanim vytvorit fady (neabsolutné) konvergentni s libovolné pfedem zadanym
souc¢tem. Jde o fady, které spliuji nutnou podminku konvergence a kde s’ = +o0
a s’ = +4oo.

Uloha 15.6.5. Prerovnejte neabsolutné konvergentni fadu Y a,, tak, aby prerov-
nand rada nemeéla Zadny soucet, ani nevlastni.
15.7 Mocninné rady
Geometricka fada
a+ar+ar®+---+azx" +---

je pfikladem mocninné fady. Tato fada je konvergentni pro vSechna = € (—1,1);
toto je tzv. obor konvergence geometrické rady.

Definice 15.7.1. Necht ag, a1, as,...,a,,... je ¢iselnd posloupnost. Pak fada
+oo
ap+ a1x + agx® + -+ apx" - = Z anx" <struéné Z anx">
n=0

se nazyva mocninna rada.

Véta 15.7.2 (o konvergenci mocninnych fad). Jestlize mocninnd tada ) ap,z"
konverguje pro x = x1(# 0), pak konverguje absolutné pro vsechna x z intervalu
(—|x1], |x1]). Jestlize mocninnd tada ) a,a™ diverguje pro x = xo, pak diverguje
pro véechna x vné intervalu (—|xsl, |xal).

Diikaz. Z konvergence fady ) a,x plyne, zZe |a,z"| — 0, tedy IM tak, ze Vn je
lan,zt| < M. Pak pro |z] < |x1| plati

n n

X

T

x

<M

lana™| =

Prvni tvrzeni plyne z 1. srovnavaciho kriteria, nebot na pravé strané je clen
konvergentni geometrické posloupnosti. Druhé tvrzeni plyne z neptimého diikazu
uzitim tvrzeni prvniho. [l

Pro kazdou mocninnou fadu tak nastava jedna z moznosti:
- konverguje jen v bodé 0,

- konverguje pro vsechna z,
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- existuje pro ni ¢islo R zvané polomér konvergence tak, ze uvnitt intervalu
(—R, R) tada konverguje (absolutné) a vné intervalu (—R, R) fada diver-
guje.

(V predchozich dvou pfipadech klademe R = 0, resp. R = +00.)

Obor konvergence pak dostaneme tak, ze k intervalu (—R, R) pfidame ty
krajni body intervalu konvergence, v nichz fada konverguje. Tato konvergence
miiZze byt i neabsolutni.

n

+00

Uloha 15.7.3. Stanovte obor konvergence vady Z %
n n

n=1

Reseni. VysSetfime absolutni konvergenci uzitim Cauchyova limitniho kritéria:

o |z|
Co=4{/—=-""L " <c1=|z|<2=R=2.
n2n  2um 2 2

Jesté vysetiime krajni body intervalu konvergence, tj. body 2 a —2. Dosadime-li
do ¢lentd fady = = 2, dostaneme po zkraceni zakladni harmonickou radu, ktera je
divergentni. Dosadime-li x = —2, dostaneme alternujici neabsolutné konvergujici
fadu (nebof fadou absolutnich hodnot je zdkladni harmonickad fada). Oborem
konvergence je tedy interval (—2,2). O]

15.8 Nasobeni rad

V odstavci 15.2 byly pripomenuty linedrni operace s fadami: s¢itani fad a
nasobeni fady redlnym cislem. Vidéli jsme, ze vlastnosti konecnych souctt se
na fady prenéseji s jistymi vyhradami: naptiklad konvergentni fady lze secist a
soucet je opét konvergentni rada, ale konvergentni fadu ve tvaru souctu nelze
obecné rozdélit na soucet konvergentnich rad.

P1i nasobeni kone¢nych souctt

a=(a;+--+a,), b=(0b1+ - +by)

nasobime kazdy ¢len jednoho souc¢tu kazdym c¢lenem druhého souctu a pii libo-
volném usporadani takto vzniklych soucinti a;b; dostaneme vzdy tyz vysledek
ab. Riemannova véta z 77 nas varuje, abychom neocekavali totéz pro libovolné
konvergentni fady. V dalsi ¢asti odstavce predpokladejme n € Ny, tedy > a, je
symbol pro fadu

ag+ai+as+---.

Uvazujeme-li analogii s konecnymi soucty, ocekavame, ze vysledkem nasobeni
dvou fad by méla byt fada, v niz jsou vSechny souciny, kde kazdy ¢len jedné rady
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nasobime kazdym clenem druhé fady. Toto néasobeni lze zorganizovat pomoci
»Ctvercového schématu® (x):

Qo ay (45} as

bo aobo aq bo (05} bo as bo
by || agby | a1by | azby | azby
by || agby | aibs | azby | asby
bz || apbs | a1bs | azbz | asbs

Nyni jde o to, jak vSechny prvky tohoto schématu usporadat. Nelze naptiklad
»po Fadcich“ nebo ,po sloupcich“ (to bychom nepouzili vSechny prvky), ale lze
napiiklad ,po diagonalach®:

aobo + a0b1 + albo + a062 + a1b1 + -

Pro uspofadani prvki ze schématu vsak lze pouzit i pravidlo ¢tverci (,,ramo-
vani“), které da radu

aobg + a0b1 + albl + a160 + CLQbQ + CL1b2 4+ -

Véta 15.8.1 (Cauchyova o nésobeni fad). Jsou-li fady > a,, > b, absolutné
konvergentni a maji soucet a resp. b, pak rada vytvorend ze soucinu dle schématu
(x) vzatych v libovolném potadi je také absolutné konvergentni a md soucet ab.

Dikaz. K fadé ) a;b; vSech soucint ze schématu (*) uvazujme fadu absolutnich
hodnot: Y |a;b;| a jeji n-ty ¢asteény soucet o,. Ozna¢me m = max {i,, ks }. Pak
plati

|aobo| + |CLOb1| + -+ |(1mbm|

Q
3
Il

< (laof +faa| + -+ lam|) - (|bo] + [b2] + -+ - + [bm])

a*b*,

A

kde a*, b* jsou soucty prislusnych fad absolutnich hodnot. Jezto posloupnost
{0} je neklesajici a shora omezena, existuje jeji vlastni limita, fada absolutnich
hodnot soucini je konvergentni, tedy rada soucinti je absolutné konvergentni.
Podle véty o prerovnani absolutné konvergentnich fad nezavisi soucet této rady
na poradi ¢lenti fady (na jejich usporadani).

Nyni uré¢ime soucet této rady. K tomu lze zvolit libovolné usporadani ¢lent
fady; vyhodné se ukaze usporadani ,ramovanim®, kde navic sdruzime vzdy vsechny
¢leny z téhoz ,ramu”:

aobo + (a0b1 -+ a161 —+ Cleo) + ((Zobg + Cllbg =+ ) + -
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Posloupnost {5,} ¢astecnych soucti této fady je vybrand z posloupnosti {s,, }
¢asteénych soucti fady ptivodni. Oznacéime-li ¢astecné soucty fad > an, > b,
jako s/, s pak zfejmé plati

- - - -
SO — 8080, 81 — 81817 82 — 82827 o e Sm — SmSm.
Jezto s), — a, sl' — b, je 5, — ab, tedy s = ab. O

Definice 15.8.2. Mé&jme tady > a,, . b,. Pak fadu > ¢, nazyvame Cauchyuv
soucin danych rad, pravé kdyz plati

co = apbg, ¢ = apby +aiby, ca = agbs +aiby +agby, ... ¢, = agh, +---+aybo,. ..

Vidime, Ze sdruzenim vhodnych ¢lent pii usporadani ,,po diagonalach* dosta-
neme Cauchytuv sou¢in nebo téz, ze posloupnost ¢astecnych soucttt v Cauchyoveé
soucinu je vybrand z posloupnosti ¢astecnych souctl pii usporadani ,,po diago-
nalach“.

Pokud by nam stacilo tvrzeni o Cauchyové soucinu fad, mohli bychom oslabit
predpoklady na fady > a,, > b, a to tak, Ze jedna je absolutné konvergentni,
ale druha (jen) konvergentni.

Uloha 15.8.3. Najdéte vadu se souctem
2 — 1 — a2

a) uZitim scéitani tad,

b) wzitim ndsobent tad.

Resend. Vyuzijeme toho, Ze 1 je pro |g| < 1 soucet geometrické Fady

“+o00
1+q+q2+...+q”+...22q”‘
n=0

ad a) Rozlozime na parcidlni zlomky:

3 _ 1 1
Q2—r—22  x—1 x+2
B 1 1 1
- 1-z 21+4¢%
+oo 1+oo N
- S ()
n=0 n=0

kde

T
<|Q1!=\$!<1> A (’CI2|=’§‘<1> — ze(-1,1).
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ad b) Rozlozime na soudin:

3 31 1
2—z—22  21-xl+41%
3 +oo +o0 _~
) (20
n=0 n=0

kde opét

x
(lnl=lel<1) A (lol=[5]<1) = ze(-11)
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