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Zakladni vlastnosti urCitého integralu

VYPOCET URCITYCH INTEGRALU

K vypocCtu pouzivame zpravidla Newtonova vzorce, tj. najdeme
primitivni funkci a pak pouzijeme Newtoniv vzorec.

Vypocet uzitim substituce nebo per partes Mame-li pfi
vypoctu primitivni funkce pouzit substituci, pak miiZzeme postupovat
tak, Ze nejprve vypocteme neurcity integral a pak se vratime k
ur€itému, nebo mdzeme provést transformaci mezi.

Véta
Je-lif € R((a, b)), ¢ m& spojitou derivaci na («, ), pficemZ (o) = a,
() = b, pak plati

B

b
/af(x)dx:/ f[o(t)] ¢/ (t) dt.
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Zakladni vlastnosti urCitého integralu

Vypocet uréitych integralti — ULOHA NA TRANSFORMACI MEZI

Uloha

1
Vypoctéte | = / V1 —x2dx.
0

Reseni.
X = sint X=0=1t=
= — sin?
[ dx =costdt xX=1=1t= %] / mcostdt
3 1 ) 2
/ cos?tdt = [—t+sm2t] - 5
0 2 o 4 J
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Zakladni vlastnosti urCitého integralu
Vypocet uritych integralll

Podobné pro per partes plati

Véta
Jsou-li u’, v’ spojité na (a, b), pak

b
/ u(x)v’(x)dx = [u(x)v(x)]i’a—/ u’(x)v(x) dx.
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Zakladni vlastnosti urCitého integralu

Vypocet uréitych integralti — ULOHA NA PER PARTES

Uloha

s
Vypoctéte | = / X sin x dx.
0

Reseni.

I—[ u=x u'=1

™
: = [-cosx]f_o+ [ cosxdx =---=m.
v/ = sinx v:—cosx} [ hio /0

O

V.

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MMAN2 LS10 5/23



Integral komplexni funkce realné proménné

s

Pojem urcitého integralu Ize jednoduse rozsifit i na komplexni funkce
reélné proménné. Necht f,,f, € R((a,b)) af = f; +if,. Pak definujeme

/aﬁf(t)dt—/(ffl(t)dt-f—i/(ffz(t)dt'

Uloha
y
Vypodtéte | = / e dt.
0
Resent.
3 =

I=/ (cost +isint)dt = [sint —icost]Z,=1+i. O

0
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Véta (o stfedni hodnoté integralniho poctu)
Necht'f € R((a,b)) a platim < f(x) < M. Pak existuje €islo x € (m, M)

tak, Ze
/ f(x wu(b —a).

Je-li f spojit4, pak existuje Cislo ¢ € (a,b) tak, Ze

/bf(x) dx = (b — a)f(¢).

Princip dtkazu.

Nerovnost m < f(x) < M integrujeme na (a, b) a vyraz

Ta/bf(x) dx oznacime p. Je-lim, M minimum a maximum funkce f
spojité na (a, b), pak podle véty o mezihodnoté nabyva f hodnoty

w € (m,M) v néjakém bodu ¢ € (a,b). O

v
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Véta (zobecnéna véta o stfedni hodnoté integralniho poctu)
Necht f,g € R({(a,b)), g(x) > 0, m < f(x) < M. Pak plati

b b b
m/ g(x) dx g/ f(x)g(x)dx < M/ g(x) dx
a a a
a existuje Cislo € (m, M) tak, Ze plati

b b
| 10080 = 1 [ a0 ox

Je-li f spojita, pak existuje Cislo ¢ € (a, b) tak, Ze

b b
/af(x)g(x)dx=f(§)/a 9(x) dx.
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Integral jako funkce horni meze

@ Je-li feR((ab)),
@ pak pro kazdé x € (a,b) je f e R((a,x))a

/Xf(t)dt = 3(x)

je integrél, ktery je funkci své horni meze x.

@ Vzhledem k rozSifené definici integralu Ize za dolni mez zvolit
libovolné €islo ¢ € (a,b).
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Integral jako funkce horni meze

Véta
Necht funkce f € R({(a,b)), c € (a,b).
1) Pak funkce

B(x) = /axf(t)dt

je spojita na (a,b) a
2) v kazdém bodé xq € (a,b), vnémz je f spojita, ma ® derivaci
(v krajnich bodech a, b jednostrannou), pro niz ®'(xg) = f(xo)-
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Integral jako funkce horni meze

Princip diikazu.
ad 1)

B(xo-+h) —B(xo) :/X0+hf(t)dt—/xof(t)dt :/X0+hf(t)dt — b,

Xo

kde u € (m,M) je stfedni hodnota, odkud plyne spojitost funkce ®.

ad 2) Ve druhém pfipadé se odvodi, Ze Ve > 0 JU (Xo) tak, Ze
Vx € U(xp) plati (t je mezi x a xp):

“P(X) — ®(Xo) _
X — Xo

0]

- |X—Xo|

1
X — Xol

/ 5dt’ - < e.
Xo

/ |f XO |dt‘

O]

v
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Uziti Riemannova integralu
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Pfiblizné metody vypoCtu Riemannova integralu

@ existuje vice pribliznych metod,

@ s vyuZzitim vypocetni techniky rozsahlé uplatnéni v aplikacich,

@ primitivni funkci ve tvaru pro pouZiti Newtonova vzorce lze ziskat
jen v nékterych specialnich pfipadech.

@ Predpokladame-li
f(x)>0 na (a,b),

jde pfi vypoctu Riemannova integralu o vypocet obsahu
zakladniho obrazce.
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Metoda obdélnikova
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Metoda obdélnikova

v

a b

@ UrcCity integral nahradime vhodnym integralnim souctem,
s dostatecné jemnym délenim a s vhodnymi body &;.
. . L o b —
» Zpravidla déleni na n stejnych elementu s krokem h = Ax; = ; a,
» za & volime stfedy elementd.
» Obsah zakladniho obrazce ~ soucet obsaht obdélnikd o stranach

f(&)ah:

b n
/f(x)dx ~ 0 - 23 1)
a i=1
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Metoda lichobéznikova
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Metoda lichobéznikova

S
rd

a b

@ Interval (a,b) rozdélime na n stejnych elementd a funkci
nahradime lomenou ¢arou.
@ Obsah zakladniho obrazce ~ soucet obsaht elementéarnich

lichob&znikdl se zakladnami f (x;_1), f(xi) a's vyskou h = — 2.

b

n n—-1
/f(x)dXQZZ[f(Xi—l) + f(x)] =h f(Xzo) —i—Zf(xi) + f()z(”)
i=1

a i=1
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Metoda Simpsonova

@ Interval (a, b) rozdélime na sudy pocet 2n elementd o Sifce TR

@ z nichz vytvofime dvojice elementll o Sifce h = b a

@ V kazdé dvojici pak funkci f nahradime kvadratlckou funkci (ktera
je dané funkci f rovna na krajich a uprostfed téchto
Ldvojelement{*),

@ k vypoétu obsahu vzniklych ,kfivo¢arych lichobéznik(“ Ize vyuZzit
Simpsonova vzorce.

=5 Z(Xzi—z — X2j) [f (Xoi) + 4f (Xgj41) + f (X2i+2)} .
b
/ f(x)dx
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Uziti urCitého integralu v geometrii
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Obsah rovinného obrazce

@ UvaZujme dale jen spoijité funkce.

@ Z geometrického vyznamu Riemannova integralu plyne, Ze pro
funkci f(x) > 0 definovanou na (a, b) je obsah kfivoCarého
lichobéZniku (zakladniho obrazce) roven

P= /abf(x)dx.

@ Pozor! Je-li f(x) < O (tato €ast grafu funkce je pod osou Xx),
dostaneme obsah se zapornym znaménkem.

@ Pokud bychom pouZili pfedchozi vzorec na funkci, ktera na (a, b)
stfida znaménka, dostaneme rozdil obsahd ¢asti zakladniho
obrazce nad osou x a pod osou X, tedy vysledek, ktery nas

27
zpravidla nezajima: / sinxdx = 0.)
0
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Obsah rovinného obrazce
@ Plati-li na intervalu (a, b) vztah
0 <g(x) <f(x),

je pfimkami x = a, x = b a grafy obou funkci ohrani¢ena oblast
normalni vzhledem k x

@ jeji obsah:

P= /: [f(x) - g(x)] dx.

@ Je-li rovinny obrazec ohranicen kfivkou danou parametricky

X = (P(t)v y = ¢(t)’ te <a,ﬂ>,
pak

P=

[ vwew .
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Obsah rovinného obrazce

Obsah obrazce ohrani€eného kfivkami v polarnich soufadnicich
p = p(¢) od 1 do p, je dan vzorcem

1 ®2
P=§/ PP () dp.
%)

1

K tomuto vzorci dojdeme vyuZzitim vztahu

1
AP = Sp(@)ply + Ap)Ap.
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Uloha
Vypoctéte obsah kruhu o poloméru r.

Regeni.
a) Z rovnice kruznice x? + y? = r? vyjadfime polokruznice:

P:/b[f(x)—g(x)}dx:Z/_r \/de:m.

b) Parametricky: x =rcost,y =rsint, t € (0,27) a odsud
B 27

/ w(t)gol(t)dt‘ = —/ r?sin’tdt
a 0

c) Polarné: p =r pro ¢ € (0, 27). Proto

1 [¥2 1 2«
P=§/ pz(cp)dg0=z/0 r’de =--- = ar?.
%)

1
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