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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
VÝPOČET URČITÝCH INTEGRÁLŮ

K výpočtu použı́váme zpravidla Newtonova vzorce, tj. najdeme
primitivnı́ funkci a pak použijeme Newtonův vzorec.
Výpočet užitı́m substituce nebo per partes Máme-li při
výpočtu primitivnı́ funkce použı́t substituci, pak můžeme postupovat
tak, že nejprve vypočteme neurčitý integrál a pak se vrátı́me k
určitému, nebo můžeme provést transformaci mezı́.

Věta
Je-li f ∈ R(〈a, b〉), ϕ má spojitou derivaci na 〈α, β〉, přičemž ϕ(α) = a,
ϕ(β) = b, pak platı́

∫ b

a
f (x)dx =

∫ β

α

f
[

ϕ(t)
]

ϕ′(t)dt .
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
Výpočet určitých integrálů — ÚLOHA NA TRANSFORMACI MEZÍ

Úloha

Vypočtěte I =
∫ 1

0

√

1 − x2 dx.

Řešenı́.

I =
[

x = sin t x = 0 ⇒ t = 0
dx = cos t dt x = 1 ⇒ t = π

2

]

=

∫ π

2

0

√

1 − sin2 t cos t dt =
∫ π

2

0
cos2 t dt =

[

1
2

t + sin 2t
]

π

2

t=0
=

π

4
.
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
Výpočet určitých integrálů

Podobně pro per partes platı́

Věta
Jsou-li u′, v ′ spojité na 〈a, b〉, pak

∫ b

a
u(x)v ′(x)dx = [u(x)v(x)]bx=a −

∫ b

a
u′(x)v(x)dx.
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
Výpočet určitých integrálů — ÚLOHA NA PER PARTES

Úloha

Vypočtěte I =
∫ π

0
x sin x dx.

Řešenı́.

I =
[

u = x u′ = 1
v ′ = sin x v = − cos x

]

= [− cos x]πx=0+

∫ π

0
cos x dx = · · · = π.
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Integrál komplexnı́ funkce reálné proměnné

Pojem určitého integrálu lze jednoduše rozšı́řit i na komplexnı́ funkce
reálné proměnné. Necht’ f1, f2 ∈ R(〈a, b〉) a f = f1+ if2. Pak definujeme

∫ β

α

f (t)dt =
∫ β

α

f1(t)dt + i
∫ β

α

f2(t)dt .

Úloha

Vypočtěte I =
∫ π

2

0
eit dt .

Řešenı́.

I =
∫ π

2

0

(

cos t + i sin t
)

dt = [sin t − i cos t ]
π

2
t=0 = 1+ i.
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Věta (o střednı́ hodnotě integrálnı́ho počtu)

Necht’ f ∈ R(〈a, b〉) a platı́ m ≤ f (x) ≤ M. Pak existuje čı́slo µ ∈ 〈m, M〉
tak, že

∫ b

a
f (x)dx = µ(b − a).

Je-li f spojitá, pak existuje čı́slo ξ ∈ 〈a, b〉 tak, že

∫ b

a
f (x)dx = (b − a)f (ξ).

Princip důkazu.

Nerovnost m ≤ f (x) ≤ M integrujeme na 〈a, b〉 a výraz
1

b − a

∫ b

a
f (x)dx označı́me µ. Je-li m, M minimum a maximum funkce f

spojité na 〈a, b〉, pak podle věty o mezihodnotě nabývá f hodnoty
µ ∈ 〈m, M〉 v nějakém bodu ξ ∈ 〈a, b〉.
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Věta (zobecněná věta o střednı́ hodnotě integrálnı́ho počtu)

Necht’ f , g ∈ R(〈a, b〉), g(x) ≥ 0, m ≤ f (x) ≤ M. Pak platı́

m
∫ b

a
g(x)dx ≤

∫ b

a
f (x)g(x)dx ≤ M

∫ b

a
g(x)dx

a existuje čı́slo µ ∈ 〈m, M〉 tak, že platı́

∫ b

a
f (x)g(x)dx = µ

∫ b

a
g(x)dx.

Je-li f spojitá, pak existuje čı́slo ξ ∈ 〈a, b〉 tak, že

∫ b

a
f (x)g(x)dx = f (ξ)

∫ b

a
g(x)dx.
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Integrál jako funkce hornı́ meze

Je-li f ∈ R(〈a, b〉),

pak pro každé x ∈ 〈a, b〉 je f ∈ R(〈a, x〉) a

∫ x

a
f (t)dt = Φ(x)

je integrál, který je funkcı́ své hornı́ meze x.

Vzhledem k rozšı́řené definici integrálu lze za dolnı́ mez zvolit
libovolné čı́slo c ∈ 〈a, b〉.
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Integrál jako funkce hornı́ meze

Věta
Necht’ funkce f ∈ R(〈a, b〉), c ∈ 〈a, b〉.

1) Pak funkce

Φ(x) =
∫ x

a
f (t)dt

je spojitá na 〈a, b〉 a

2) v každém bodě x0 ∈ 〈a, b〉, v němž je f spojitá, má Φ derivaci
(v krajnı́ch bodech a, b jednostrannou), pro niž Φ′(x0) = f (x0).
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Integrál jako funkce hornı́ meze

Princip důkazu.
ad 1)

Φ(x0+h)−Φ(x0) =

∫ x0+h

c
f (t)dt−

∫ x0

c
f (t)dt =

∫ x0+h

x0

f (t)dt = µh,

kde µ ∈ 〈m, M〉 je střednı́ hodnota, odkud plyne spojitost funkce Φ.

ad 2) Ve druhém přı́padě se odvodı́, že ∀ε > 0 ∃U(x0) tak, že
∀x ∈ U(x0) platı́ (t je mezi x a x0):

∣

∣

∣

∣

Φ(x)− Φ(x0)

x − x0
− f (x0)

∣

∣

∣

∣

≤
1

|x − x0|

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

|f (t)− f (x0)|dt

∣

∣

∣

∣

<

<
1

|x − x0|

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

ε dt

∣

∣

∣

∣

< · · · < ε.
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Užitı́ Riemannova integrálu
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Přibližné metody výpočtu Riemannova integrálu

existuje vı́ce přibližných metod,

s využitı́m výpočetnı́ techniky rozsáhlé uplatněnı́ v aplikacı́ch,

primitivnı́ funkci ve tvaru pro použitı́ Newtonova vzorce lze zı́skat
jen v některých speciálnı́ch přı́padech.

Předpokládáme-li
f (x) ≥ 0 na 〈a, b〉,

jde při výpočtu Riemannova integrálu o výpočet obsahu
základnı́ho obrazce.
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Metoda obdélnı́ková

a b
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Metoda obdélnı́ková

a b
Určitý integrál nahradı́me vhodným integrálnı́m součtem,
s dostatečně jemným dělenı́m a s vhodnými body ξi .

◮ Zpravidla dělenı́ na n stejných elementů s krokem h = ∆xi =
b − a

n
,

◮ za ξi volı́me středy elementů.
◮ Obsah základnı́ho obrazce ≈ součet obsahů obdélnı́ků o stranách

f (ξi) a h:
b

∫

a

f (x)dx ≈
b − a

n

n
∑

i=1

f (ξi).
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Metoda lichoběžnı́ková

a b
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Metoda lichoběžnı́ková

a b
Interval 〈a, b〉 rozdělı́me na n stejných elementů a funkci
nahradı́me lomenou čarou.

Obsah základnı́ho obrazce ≈ součet obsahů elementárnı́ch

lichoběžnı́ků se základnami f (xi−1), f (xi) a s výškou h =
b − a

n
:

b
∫

a

f (x)dx ≈
h
2

n
∑

i=1

[

f (xi−1) + f (xi)
]

= h

[

f (x0)

2
+

n−1
∑

i=1

f (xi) +
f (xn)

2

]

.
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Metoda Simpsonova

Interval 〈a, b〉 rozdělı́me na sudý počet 2n elementů o šı́řce
b − a

2n
,

z nichž vytvořı́me dvojice elementů o šı́řce h =
b − a

n
.

V každé dvojici pak funkci f nahradı́me kvadratickou funkcı́ (která
je dané funkci f rovna na krajı́ch a uprostřed těchto
„dvojelementů“),
k výpočtu obsahu vzniklých „křivočarých lichoběžnı́ků“ lze využı́t
Simpsonova vzorce.

P =
1
6

n−1
∑

i=0

(x2i−2 − x2i)
[

f (x2i) + 4f (x2i+1) + f (x2i+2)
]

.

∫ b

a
f (x)dx ≈

h
3

{

[

f (x0) + f (x2n)
]

+ 2
[

f (x2) + f (x4) + · · ·+ f (x2n−2)
]

+

+4
[

f (x1) + f (x3) + · · ·+ f (x2n−1)
]

}

.
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Užitı́ určitého integrálu v geometrii
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Obsah rovinného obrazce

Uvažujme dále jen spojité funkce.

Z geometrického významu Riemannova integrálu plyne, že pro
funkci f (x) ≥ 0 definovanou na 〈a, b〉 je obsah křivočarého
lichoběžnı́ku (základnı́ho obrazce) roven

P =
∫ b

a
f (x)dx.

Pozor! Je-li f (x) < 0 (tato část grafu funkce je pod osou x),
dostaneme obsah se záporným znaménkem.

Pokud bychom použili předchozı́ vzorec na funkci, která na 〈a, b〉
střı́dá znaménka, dostaneme rozdı́l obsahů částı́ základnı́ho
obrazce nad osou x a pod osou x, tedy výsledek, který nás

zpravidla nezajı́má:
∫ 2π

0
sin x dx = 0.)
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Obsah rovinného obrazce

Platı́-li na intervalu 〈a, b〉 vztah

0 ≤ g(x) ≤ f (x),

je přı́mkami x = a, x = b a grafy obou funkcı́ ohraničena oblast
normálnı́ vzhledem k x
jejı́ obsah:

P =
∫ b

a

[

f (x)− g(x)
]

dx.

Je-li rovinný obrazec ohraničen křivkou danou parametricky

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ 〈α, β〉,

pak

P =

∣

∣

∣

∣

∫ β

α

ψ(t)ϕ′(t)dt

∣

∣

∣

∣

.
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Obsah rovinného obrazce

Obsah obrazce ohraničeného křivkami v polárnı́ch souřadnicı́ch
ρ = ρ(ϕ) od ϕ1 do ϕ2 je dán vzorcem

P =
1
2

∫ ϕ2

ϕ1

ρ2(ϕ)dϕ.

K tomuto vzorci dojdeme využitı́m vztahu

∆P =
1
2
ρ(ϕ)ρ(ϕ+∆ϕ)∆ϕ.
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Úloha
Vypočtěte obsah kruhu o poloměru r .

Řešenı́.

a) Z rovnice kružnice x2 + y2 = r2 vyjádřı́me polokružnice:

P =
∫ b

a

[

f (x)− g(x)
]

dx = 2
∫ r

−r

√

r2 − x2 dx = · · · .

b) Parametricky: x = r cos t , y = r sin t , t ∈ 〈0, 2π〉 a odsud

P =

∣

∣

∣

∣

∫ β

α

ψ(t)ϕ′(t)dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

−

∫ 2π

0
r2 sin2 t dt

∣

∣

∣

∣

∣

= · · · .

c) Polárně: ρ = r pro ϕ ∈ 〈0, 2π〉. Proto

P =
1
2

∫ ϕ2

ϕ1

ρ2(ϕ)dϕ =
1
2

∫ 2π

0
r2 dϕ = · · · = πr2.
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