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Objem télesa

a) Téleso lezi mezi rovinamix =aax =0b
P(x) — obsah fezu télesa rovinou kolmou k ose x.
Element objemu:

AV =P(x)-Ax, t. dV =P(x)- dx.

b
Objem télesa: Vz/ P(x) dx.
a

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MMAN2 Ls10 2/36



Objem télesa

y = y=sinz

E

b) Rotacni téleso:
@ 0sou rotace je osa X,

@ vznikne rotaci kfivoCarého lichobézniku ohrani€eného grafem
funkce f na intervalu (a, b).

@ Rezem je kruh 0 obsahu  =[f (x)]2.

v =7r/ab[f(x)]2dx :w/byzdx.

a
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Uloha
UrCete objem koule o poloméru r.

Resent.
Koule vznikne rotaci grafu funkce y = v/r2 — x2 kolem osy x a proto

b r 4
V=7r/y2dX=7T/ (r2=x?)dx =--- = —ard.
a —r 3
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Délka krivky

Necht je kfivka | dana parametricky:

X = o),
y = ), te(a,p),
z = x(),

kde ¢/(t), 9'(t), ¥'(t) jsou spojité a vt € (a, 3) plati
[ (O + [ (O + [ ()] > 0.

Kfivka | je prostorova nebo rovinna (to kdyZ je néktera z funkci ¢, 9, x
konstantni).
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Délka krivky
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Délka krivky

@ Déleni D intervalu (o, f): a=tg <ty <th <--- <ty = 0.
@ Délici body:  Xi = [p(ti),¥(ti),x(t)], 1=0,1,2,...,n

n
@ Délka lomené &ary XoXi...Xn: o(l,D) = Z\xi_lxi .
i—1

X
2 X

@ Délka kfivky I:  s(l) =supo(l,D).
D
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Délka krivky

@ UvaZujme dale rovinnou kfivku.
@ Délka jedné strany lomené Cary je

Ax\ 2 Ay 2
— 2 2 _ —— ——
As =/ Ax? + Ay _\/<At) +<At) At,
As _ [(AX)® AV
At At At )

takze
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Délka krivky

Pro At — 0 pak mame

& =V Or + [P
tedy
ds = \/[¢' )] + [/(1)]2 dt = / dx? + dy2.
o(l,D) = zn:Asi = s(l) = /ﬂ ds.
i=1 @
Odsud
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Uloha
Vypoctéte délku kruznice o poloméru r.

Resent.
Kruznici vyjadfime v parametrickém tvaru

X = rcost
7 te(0,2n).
y = rsint,
Vypocteme
27
ds=---=rdt, takZze s(I) :/ rdt = 2xr.
0
DJ
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Délka krivky

@ Kfivka dana explicitné rovniciy =f(x) (x =x,y = f(x),
X € (a,b)):

ds = \/1+ [f/(x)]°dt, takze s(l):/b\/1+[f’(x)]2dt.

@ Kfivka dana v polarnich soufadnicich p = p(p), ¢ € (p1, p2), plati
X = pCoS ¢,y = psiny, odkud

dx = (p'cosp — psing)dp, dy = (p'siny + pcosyp)dey,

ds =/ dx2 + dy2 = \/p2 + p2dep.

s = [ V@] + [P de.

®1

takze

Jifi Figer (KMA, PTF UP Olomouc) KMA-MMAN2 LS10  11/36



Délka krivky

Pro prostorovou kfivku zadanou parametricky mame

B
s(l) = / Vg + [0 + [ 0]t
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Povrch rotacni plochy

<
I
.
5

NS

/N

@ Jde o plochy vzniklé rotaci kfivky | kolem osy x.
@ Element povrchu plochy je

AS =27y As.
@ Diferencial povrchu plochy:
dS =27y ds.
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Povrch rotacni plochy

@ Kfivka | dana parametricky:

X = (),
y = o), @0

je

B
S = 2n / sV [ ]2 + [w(1) 2 dt

@ Kfivka | dana explicitné:

je

S = Zw/bf(x) 1+ [f’(x)}zdx.
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Technické krivky

@ Uvadime pfiklady technickych kfivek, které se Casto vyskytuji ve
vypoctech s vyuzitim integralu.
@ KuZelosecky v tomto pfehledu neuvadime.
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Kotalnice

@ Pri kotaleni kfivky h (tzv. tvofici kfivky nebo hybné polodie) bez
skluzu po pevné kfivce p (tzv. zakladni kfivce nebo pevné polodii)
opiSe kazdy bod roviny kfivku, kterou nazyvame kotalnice.

@ Dllezité jsou pfipady, kdy hybna polodie je kruZnice a pevna
polodie pfimka nebo kruznice.
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Cykloidy

@ Jestlize se kruznice h o poloméru a kotali po pfimce p, pak

@ kazdy (vnéjsi, vnitfni) bod kruznice h (vzdaleny o r od stfedu
kruZnice h) pevné spojeny s touto kruznici vytvari tzv. prostou
(prodlouzenou, zkracenou) cykloidu.

y prodlouzena cykloida
prosta cykloida
zkracena cykloida

] N\ Y U
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Prosta cykloida

Parametrické rovnice:
x = a(t—sint),
y = a(l-cost);

jednu vétev dostaneme pro t € (0, 27).
Plati ¢
ds = 2asin 5 dt.
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Prodlouzena (zkracena) cykloida

Parametrické rovnice:
X = at —rsint,
y = a-—rcost.

Plati

ds = /a2 +r2 — 2ar cost dt.
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Epicykloidy a hypocykloidy

@ Jestlize se kruznice h o poloméru a kotali po vnéjSim resp.
vnitfnim obvodu kruznice p o poloméru A, pak kazdy (vnéjsi,
vnitfni) bod kruznice h (vzdaleny o r od stfedu kruznice h) pevné
spojeny s touto kruznici vytvafi tzv. prostou (prodlouzenou,
zkracenou) epicykloidu resp. hypocykloidu.

@ Parametrické rovnice prosté epicykloidy (plati horni znaménko) a
hypocykloidy (plati doIni znaménko):

Ata
X = (A+a)costFacos t,

a
t.

. A
y = (Azxa)sint—asin
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Asteroida

@ Zvana téz astroida patfi mezi kotalnice;

. - < . . a p
@ asteroidu opisuje kazdy bod kruznice o poloméru 7 ktera se bez
smyku kotali zevnitf po kruznici o poloméru a.

@ Je to tedy prosta hypocykloida, kde A = %.

@ Parametrické rovnice:
X = acosdt,
) t € (0,2m).
y = asin®t,

@ Plati
ds = 3asint cost dt.
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Kardioida a asteroida

N
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Kardioida

@ Patfi mezi kotalnice;

@ kardioidu opisuje kazdy bod kruznice o poloméru a, ktera se bez
smyku kotali vné po kruznici o poloméru a.

@ Je to tedy prosta epicykloida, kde A = a.
@ Rovnice v polarni soustave:

p=a(l+cosy), ¢e€(0,2m).

@ Plati
¥

ds=2 de.
s cos = dy
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Evolventa kruznice

Lze ji zafadit mezi kotalnice (kde h je pfimka a p je kruznice) i mezi
spiraly. Jako kazda evolventa kfivky vznikne tak, Ze pocinaje
pocateCnim bodem nanasime na tecnu délku oblouku mezi
pocatecnim bodem a bodem dotyku tecny s kfivkou. (Evolventu
kruznice tedy vytvafi konec napjaté niti odmotavané z kruhové civky.)
Parametrické rovnice:

X = a(tsint + cost),
y = a(sint —tcost).
Plati
ds = at dt.
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Archimédova spirala

oy

Je to spirala s konstantni §ifkou jednotlivych zavitll. Je vytvorena

rovnomérnym pohybem bodu po priivodiéi, ktery se rovnomérné otadi
kolem poOlu.

Rovnice v polarni soustave:

r=ap.
Plati

ds = av/1+ p?do.
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Logaritmicka spirala

Rovnice v polarni soustave:
p=aem?,

Vyskytuje se napf. v kresbé ulit plZd.

Plati
ds =av1+m2e™? dep.
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Sroubovice

Je to priklad prostorové kfivky. Sroubovice leZi na valcové plose
x? +y2=a?

Rozvinutim valcové plochy pfejde kazdy zavit Sroubovice v Usecku.
Parametrické rovnice:

X = acost,
y = asint, jeden zavitpro t € (0,27).
= ct,

Plati

ds = va2 +c2dt.
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Uziti urCitého integralu ve fyzice
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Hmotnost rovinné desky

@ Méjme spoijitou kladnou funkci f a uvazujme rovinnou desku ve
tvaru zakladniho obrazce (kfivo€arého lichobézniku) pro
X € (a,b);

@ necht o je ploSna konstantni hustota materialu.

@ Je-li deska homogenni, tj. o = konst., je hmotnost této desky
rovna

m = a/abf(x)dx.

@ Je-li hustota desky funkci x, je

b
/ o (X)f(x) dx.
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N4

@ Nyni uvazujme jeden element desky, ktery ma Sitku Ax (= dx).
@ Staticky moment tohoto elementu vzhledem k ose x:

dMX:(ydx)-aéy

(hmotnost elementu nasobena ramenem sily),
@ Staticky moment tohoto elementu vzhledem k ose y:

dMy = (ydx) - o -X.

@ Staticky moment celé (homogenni) desky vzhledem k osam je

1 b b
MX:a/ y2 dx, My:o—/ Xy dx.
2 a a
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N4

A4

soufadnicovym osam stejny staticky moment jako cela deska,
pokud za jeho hmotnost povaZzujeme hmotnost m celé desky.
@ Proto

mf — My, m77 — MX
a z toho (po zkraceni o)

b 1 b
/xydx 2/ y? dx

52 ab ) 17: z M
/ydx /yzdx
a a
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N4

@ Pokud mé deska tvar oblasti normalni vzhledem k ose x, tj. je-li
as<x<hb, yi<y<y,,

@ pak Ize podobné odvodit vzorce pro soufadnice téZisté;

@ dostaneme je z pfedchozich zdménou y, — y; zay (ve
jmenovatelich obou zlomkd a v €itateli prvniho zlomku) a y2 — y2
za y? (v Citateli druhého zlomku).
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Hmotnost kfivky

UvaZujme rovinnou homogenni kfivku danou parametricky
s konstantni délkovou hustotou o. Pak

B
m_ a/ VIg ) + [#(0)2dt.
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A4

A%

desky. Je zde
dMy =oyds, dMy =oxds,

tedy

B8
My = o / SOV [P O] + [ ()] dt,
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N4

Z rovnosti
mé‘ = My, m77 = MX

pak plyne, Ze rovinna homogenni kfivka zadan& parametricky ma
tézisté T [£, n], kde

[ W[ OF e oPe [ Vo7 + o

§= =

/ \/ v/(0)° ot /j \/[<p’(t)]2 + [y(1)])? dt

krlvky nezavisi na hustoté.
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