Otazky z teorie

. Pojednejte o supremu a infimu. Pt.:

Ml = 27§7é7§7"- > MQZ 17_27§7_27
2°'3°4 2 2" 3

. Pojednejte o vlastnostech ¢iselnych posloupnosti. Pt.:
1 n 1 1 1
i —1)~ ! —-1)" 1+ 4+ 4...40 2
{n}’ =07 {( )n—l-l}’ { +2+3+ +n}

. Pojednejte o limité ¢iselné posloupnosti. Pt.:

(won). {5 b o) () )

. Pojednejte o cisle e: jak je definovano, jak je lze vypocitat, jak se vyuzije
pro definici In a hyperbolickych funkei [otdzka nezahrnuje odvozeni e]. Pi.:

lim <1 + é)
n—-+4oo n

. Pojednejte o funkcich a jejich zékladnich vlastnostech. Pt.:

y=z", y=—, y=xz—|z| (kde |z] je funkce ,celd ¢ast*)

. Pojednejte o tom, jak se definuje pojem limita funkce. Uvedte typ piikladi
na pouziti Heineho definice a na pouziti Cauchyho definice.

. Pojednejte o vlastnostech limit funkci. Pt.:

. 2x+sin3w . at—u . 9
lim —, lim , limIncosz
z—0+ €T r—1 \/E —1 x—0

. Pojednejte o spojitosti a nespojitosti funkci. Pi. v bodé zy = 0 funkce:

sin ||

y=——, y=sguz, y=_, y=1x-|z|

8

. Pojednejte o funkcich spojitych na intervalu. Pf. Na kterych intervalech
jsou spojité funkce:

y=—, y= , y=|z| (kde |z] je funkce ,celd cast*)
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19.

20.

Pojednejte o derivaci funkce. Pt.:

x?—1

oL y=x-lz|, y=|z

y=In——-
Pojednejte o derivacich vyssich radd a zptlisobu jejich vypoctu. Pt. Vy-
poctéte 12. derivaci funkci:
y=sinz, y=a, y=2B y=2".*

Pojednejte o diferencialu funkce, jeho vlastnostech a uziti. P¥. Urcete dy,

Ey pro y = sin® 7z, y = cos? wx, kde x = %

Pojednejte o vétach o stiedni hodnoté diferencidlniho poctu a jejich uziti.
Pi. Uréete £ v Lagrangeové vété pro funkci y = 2% — 3x na intervalu (1, 7).
Pojednejte o vztahu derivace a vlastnosti funkci (monotonnost, konvexnost,
konkavnost). Pf. y = 6 — 2°.

Pojednejte o lokalnich extrémech a o globalnich extrémech. Pi. y = 22-e™®
(lokdlni), y = 2? - e7* na (—1,1) (globalni).
Pojednejte o vySetfovani pribéhu funkce. PT. y = %5.

Pojednejte o primitivnich funkcich a integra¢nich metodach: substituce, per
partes, integrace racionalnich funkci. Pt.:

/SL’SIDJJ(h /smlnxw / x2 +1
T —2x

Pojednejte o primitivnich funkcich a integrac¢nich metodach: integrace ira-
cionalnich funkci, goniometrickych funkci. Pt.:

/\/4—x2ckc,/sinxcos3xdw

Pojednejte o Riemannové uréitém integralu (definice uzitim integrélnich
souctl) a jeho zakladnich vlastnostech. Pt.:

y=3—2z, y=x(x) (Dirichletova funkce) na (0,1)

Pojednejte o hornim a dolnim Riemannové integralu. Pt.:

y =2z, y= x(z) (Dirichletova funkce) na (0,1)



21.

22.

23.
24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Pojednejte o vlastnostech funkci integrace schopnych a o vlastnostech Rie-

mannova integralu. Pt

r

Pojednejte o pribliznych metodach vypoctu urcitého integralu. Pt.:

y=w-(4- 1)

+3

na (0,4)

Pojednejte o uziti urcitého integralu v geometrii. Uvadéjte piiklady:.

Pojednejte o uziti urcitého integralu ve fyzice. Uvadéjte priklady.

Pojednejte o nevlastnich integralech vlivem meze. Pt.:

/Jroo
0

Pojednejte o nevlastnich integralech vlivem funkce. Pt.:

1

J

Pojednejte o zakladnich pojmech diferencialnich rovnic. Pt.:
y' =2y =0, y(0) =0, y(0) =1

Pojednejte o zakladnich metodéch feseni diferencialnich rovnic 1. fadu. Pt.:

y = (t+y)?

de

14 22’

de

1—2a’

+OodL’
[T

de

Xz

Pojednejte o ¢iselnych fadach a jejich zakladnich vlastnostech. Pr.:

1

1

1

1-2

Ty TtyaTr

Pojednejte o kriteriich konvergence ¢iselnych fad s nezdpornymi ¢leny. Pt.:

)

1

1

1-3

HET AT

Pojednejte o fadach s libovolnymi ¢leny a o absolutni a neabsolutni kon-

vergenci. P1.:

11+1 1+
2 3 4 ’

1

22

2

1 1

1

23 24

_|_...7

1 1 1
ety gt

Pojednejte o operacich s ¢iselnymi fadami. (Zejména prerovnavani fad a

nasobeni fad.) Pf.:

(1+1)+<

1

22

1
2
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Dikazy

. Dokazte véty o stiedni hodnoté Lagrangeovu a Cauchyovu.

Dokazte véty Fermatovu a Rolleovu.
Dokazte Leibnitzovo kriterium pro alternujici fady.
Dokazte vétu o prerovnavani fad absolutné konvergentnich.

Dokazte Riemanovu vétu o prerovnavani neabsolutné konvergentnich rad.

. Vysvétlete princip dikazu integralniho kriteria konvergence rad.

Dokazte kriteria konvergence fad s nezapornymi ¢leny: podilové a odmoc-
ninové (i limitni).

Dokazte véty Weierstrassovy.
Dokazte vétu Bolzano—Cauchyovu a vétu o mezihodnoté. pouziti.

Dokazte véty o limitach posloupnosti: existence nejvyse jedné limity, omeze-
nost konvergentni posloupnosti, konvergence omezené monotonni posloup-
nosti, limita souctu.

Dokazte vétu o vlozenych intervalech.

Dokazte vétu Bolzano—Weierstrassovu.

Dokazte vétu o vztahu monotonnosti funkce v bodé a na intervalu.
Dokazte véty o vztahu monotonnosti funkce a derivace funkce.
Dokazte vétu o vypoctu asymptot.

Odvodte metodu separace proménnych.

Dokazte véty o stfedni hodnoté integralniho poctu.

Dokazte Newtontv vzorec.

Dokazte véty o substituci a vétu o per partes.

Odvodte vzorce pro integraly 1., I,.

Odvodte rekurentni vzorec pro integral I,, = [ ﬁ.
Dokazte vétu o prerovnavani fad s nezapornymi cleny.

Dokazte srovnavaci kriteria konvergence fad s nezapornymi cleny.
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. Rozhodnéte o konvexnosti, konkavnosti a inflexi funkce y = e

. Vypoctéte y

. Vypoctéte lin(l)(l — cos )

. Vypoctéte lim

Priklady 1

arctg x

Urcete supremum, infimum a hromadné body mnoziny M vsech souctt 1 +
2. g, kde p < q jsou kladné prirozena ¢isla.

Uzitim derivaci dokaZte, Ze hyperboly xy = 8, 22 —y? = 12 se protinaji pod
pravym thlem.

. , O e U
Rozhodnéte o konvergenci resp. absolutni konvergenci rady Z _—

Vn2+3n+2

n=1

(7 3

) pro funkci y = 2? - sin 2.

Pomoci nasobeni geometrickych fad naleznéte fadu se souctem T 5162
— 5x + 6x

sin x

(3n? —1)(2n + 3)?

Urcete body nespojitosti a urcete druh nespojitosti pro funkce y =
y = |z (,celd &hst®), y = L.

2n
Vypoctéte lim ( 2 )

n—+oo \/Ont +

Urcete extrém funkce dané rovnici 2% + 3zy +y? +4 = 0.

r—1"7

2x—1
3z+1"°

Urcete funkci inverzni k funkei y =

2" V2
Vypoctéte lim [ V2

n—-+o00

YRR\

x =1+ cos’t

Uréete derivaci ¥ funkce f dané parametrick :
de / P v/ {y:t+sin2t

x2—3x
241 "

Urcete defini¢ni obor a derivaci funkce y = arcsin
Vypoctéte tézisté jednoho oblouku cykloidy z = a(t—sint), y = a(1—cost).
Urcete asymptoty grafu funkce y = 2x + Sla%

Najdéte intervaly monotonnosti funkce y = z - e(1=%)/2,
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22.

23.

24.

25.

26.
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28.

29.
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31.

32.

xr=3Int
Urcete extrém funkce f, kterad je dana parametricky f:

y=1t3>—3Int
Vypoctéte lirglJr(sin x)”.

4 . 3ln:p2 - 31+ln:1: + 1
Vypoctéte lim . [Uzijte substituci 3™* = z.
yp T 00 6,31n:v_|_31na:+2 [ y ]

Urcete defini¢ni obor a funkéni obor funkce y = arcsin % Najdéte funkci
inverzni.

r=t2+1

Urcete extrémy funkce f dané parametricky f : 5
y=1t>—2Tt

Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci grafu funkce y = sinx na
intervalu (0, 7).

Uzitim integralu vypoctéte délku kruznice. Zadani kruznice uvazujte impli-
citni, parametrické i v polarnich souradnicich.

Uréete stiedni hodnotu integralu f04 In(z + 4) de.
Uzitim Eulerovych vzorci vypoctéte [ cos* z d.
Najdéte globélni extrémy funkce y = 2® — 127 na intervalu (—1, 3).

Rozhodnéte o konvexnosti, konkavnosti a inflexi pro funkci
y =t — 223 — 1222 + 22 + 1.

Funkci y = shx - chz vyjadiete Maclaurinovym vzorcem.

Urdete lokalni extrémy funkce y = (2z — 3)°.

2"t243.2"+5
V Ctéte lim .
ypoctete n—1>+oo ontl L 5.9n 19
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Priklady 2

. Dokazte konvergenci fady > 2n+1—(2n+3 Ukazte pouziti kriterii srovnava-

ciho, Raabeova, integralniho.

Rozhodgléte o} l;onvergfnci, plzipadné urcete soucet rady
@ @)

Uréete defini¢ni obor a nacrtnéte graf funkce y = —=

Vlzl-z
viis ; sy v v, s ey v 4o 1
Uzitim nasobeni fad urcete fadu, jejiz soucet je GESTER

. Vypoététe a,b, kde a = 0,7 - (+00) + (—o0)? — =2, b = £2 — £ Které

_007

vyrazy nejsou v R* definovany?

2n’+1  2n?+3
. Vypoctéte lim (n+ _am )

n—-+o00 n—1 n+1
V oCtéte li n kde eR [PO (6} a podmi ky (6} ]
. y 1m a . ZOr 11 111111 ro a.
p n—+oo 2n% + 37 P P

Urcete paritu, periodi¢nost a omezenost pro funkce:

y =sin?z, Yy =sinz?, ys;=2z-sinz

Uzitim Raabeova kriteria rozhodnéte o konvergenci fady Z e +3)

4z + 1
AY ctét
ypocee/gﬁdl_4

dr a o spravnosti vypoctu se presvédcte derivovanim.

Reste rovnici Yy — 2ty = t

B

Reste rovnici y + 2y = e,
Urcete, zda tada % — % + 2% - é—? + --- konverguje, pripadné absolutné
konverguje.

2n71xn

Pro ktera z konverguje fada 2 SR e e SRR

Rozhodnéte o konvergenci fady e + 3% 4+ 7% + ... [ovéite, zda je to
geometrické fada]

Uzitim Raabeova kriteria zjistéte, pro kterd a > 0 konverguje nebo diverguje

“+00
n!

fada;(a—l—l)(a—l—Q)---(a—{—n)'

Urcete Maclaurintiv rozvoj funkce y = In(1 + x).

7
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31.

32.

10 10 10?
Rozhodnéte o konvergenci rady o7 + S + I +

Rozhodnéte o monotonnosti, extrémech a parité funkce y = |z| - (4 — z).

Pro kterd x konverguje fada sz + (%)2 22 + (%)3 3+ (§)4x4 47

Pro ktera x konverguje fada ) W?

—+00

vers ., . . . sin nx
Uzitim 1. srovnavaciho kriteria dokazte, ze fada E

ny/n

je absolutné

n=1
konvergentni.

Uzitim integralu vypoctéte povrch koule o polomeéru r.

Uzitim integralniho kriteria rozhodnéte o konvergenci rady %3 + 2—%4 + % +
1

I

46

n
n2+1"

Rozhodnéte o konvergenci resp. absolutni konvergenci fady Y (—1)"!

Kterymi metodami lze vypocitat [ v/a? — 10z + 9 de?
K dané soustavé car urcete ortogonalni trajektorie y = p - x.

Uzitim vhodného srovnéavaciho kriteria rozhodnéte o chovani fady ﬁ.

Vypoététe obsah obrazce ohranic¢eného parabolami x = 2, y = z2.
Uzitim integralu vypoctéte obsah kruhu o poloméru r.
Vypoététe délku jednoho oblouku cykloidy = a(t —sint), y = a(1 —cost).

T Inx
Vypoctéte —— dr.
¥p / e



