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Motivace

Numericka feseni diferencialnich rovnic

@ Pfi numerickém feSeni (aproximaci) diferencialnich rovnic ve
skutecnosti pouzivame prislusnou diferencni rovnici, at uz si to
uvédomujeme nebo ne.

@ UkaZme si to na Eulerové metodé, jedné z nejjednodussich
technik aproximace feSeni diferencialni rovnice.
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Motivace

Numericka feseni diferencialnich rovnic

@ UvaZzujme diferencialni rovnici prvniho fadu

x'(t) =g(x(t), X(to) =%, to<t. (1)

@ Interval [tg, b] rozdélime na N stejnych podintervalll.
@ Velikost podintervalu nazyvame velikosti kroku metody a
oznagujeme ji h = 2.

@ Velikost tohoto kroku definuje uzly tg, tq, to,. . ., ty, kde ti=to + jh.

@ Eulerova metoda aproximuje pomoci x(t+hh)x(t) i

@ Dosazenim do (1) dostaneme

X =X gy,

a tedy
X(t +h) =x(t) +hg(x(t)).
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@ X(t +h)=x(t) +hg(x(t))
@ Prot =ty + nh mame

X[to + (n + 1)h] = X (top + nh) + hg[x(tp + nh)], 2)

pron=20,1,2,...,N — 1.
@ P¥i upraveném oznaceni x(n) = x(tg + nh) ziskame

X(n+1) =x(n) + hgx(n)]. (3)
@ Rovnice (3) definuje Eulerliv algoritmus, ktery aproximuje feseni

diferencialni rovnice (1) v uzlovych bodech.

@ Poznamenejme, Ze x* je rovnovaznym bodem diferencni rovnice
(3) tehdy a jen tehdy kdyz g(x*) = 0.

- To znamena4, Ze diferncialni rovnice (1) a diferencni rovnice (3)
maji stejné rovnovazné body.
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@ Nyni aplikujeme Eulerovu metodu na diferencialni rovnici (DR):

x'(t) =0,7x%(t) + 0,7, x(0)=1, te][0,1]. (DR)

@ Pfesné feSeni (pro kontrolu pfesnosti metody) je
x(t) =tan(0, 7t + 7).
@ Pfislusna diferenc¢ni rovnice (A R) s pouzitim Eulerovy metody je

x(N+1) =x(n)+0,7h(x?(n) + 1), x(0) = 1. (AR)

@ Tabulka 1 ukazuje Eulerovy aproximace proh=0,2a0,1
spolecné s pfesnymi hodnotami.

@ Obrézek 1 obsahuje (n,x(n))-diagram. VSimnéte si, Ze ¢im mensi
je krok, tim pfesnéjsi jsou aproximace.
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Motivace

Numericka feseni diferencialnich rovnic

(AR)-Euler | (AR)-Euler | (DR)-pfesné

(h=0,2) | (h=0,1)
n| t x(n) x(n) X(t)
0] O 1 1 1
10,1 1,14 1,150
2 10,2 1,28 1,301 1,328
3103 1,489 1,542
4 10,4 1,649 1,715 1,807
5105 1,991 2,150
6 0,6 2,170 2,338 2,614
7 10,7 2,791 3,286
8 10,8 2,969 3,406 4,361
9 10,9 4,288 6,383
10| 1 4,343 5,645 11,681
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Obrazek: (n,x(n))-diagram.
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Dynamika diferencnich rovnic prvniho fadu

@ Diferencni rovnice obvykle popisuji vyvoj jistého fenoménu s
béhem (diskrétniho) ¢asu.

@ Napfiklad, jestlize néjaka populace ma diskrétni generace,

velikost (n + 1). generace x(n + 1) je funkci n-té generace x(n).

Tento vztah se vyjadfuje jako diferen¢ni rovnice

x(n+1)=f(x(n)). 4)

@ Na tento problém ale mizeme nahliZet i z jiného Ghlu pohledu.
Reknémé, Ze zvolime pocatecni bod xg a budeme generovat
posloupnost

Xo, f(X0), F(f(X0)), f(F(f(X0))), - - -
— Pro zjednodusSeni pfijmeme oznaceni
2 = £(f(x0)), 2 = f(F(f(X0))), ...

— Mnozina viech (kladnych) iteraci {f"(xo) : n > 0} (f%(xg) = Xo) se
nazyva (kladna) orbita bodu xy a budeme ji oznaCovat O (Xp).
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@ Tato iterativni procedura je pfikladem diskrétniho dynamického
systému.

@ S nastavenim x(n) = f"(xp) dostavame
x(n+1) =" (xo) = f [f"(x0)] = f(x(n)),

¢imz opét dostavame (4).

Vaimnéme si, ze x(0) = f%(xo) = Xo.
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Napfiklad, necht f(x) = x2 a xg = 0, 6. Nyni, napfiklad na kalkulacce,
pocitame opakované druhou mocninu a dostavame posloupnost

0,6, 0,36, 0,1296, 0,01679616, ....
Jesté par iteraci a kazdému je jasné, Ze iterace f"(0, 6) sméfuji k nule.
DokaZte, Ze stejnou limitu maji iterace pro xo € (—1; 1), zatimco pro

),
Xo € R\ [—1, 1] smé&fuji k nekonecnu. Zfejmé f"(0) =0af"(1) = 1 pro
n=0,1,2,... af"(-1)=1pron=1,2,....
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Linearni diferencni rovnice prvniho fadu

Typicka linearni homogenni rovnice prvniho fadu ma tvar
x(n+1) =a(n)x(n), x(Ng) =Xo, N=ng =0 (5)
a prislusna nehomogenni rovnice je dana predpisem

y(n+1)=a(n)y(n)+g(n), y(no) =Yo, n>no >0, (6)

kde u obou rovnic pfedpokladame, Ze a(n) # 0 a a(n) a g(n) jsou
realné funkce definované pron > ng > 0.
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Reseni homogenni rovnice (5) miizeme opét ziskat prostym
iterovanim:

X(np+1) = a(ng)x(ng) = a(ng)xo,
X(No+2) = a(ng+ 1)x(no + 1) = a(no + 1)a(ng)xo,
X(Nnp+3) = a(ng+2)x(np+2) =a(ng + 2)a(ng + 1)a(ng)Xo.

A pomoci indukce snadno nahlédneme, ze

x(n) = X(nog+n-—nog)
= a(n—1)a(n—2)---a(ng)xo

_ [H ] § )

[Tikral) =1a>i . al) =0.
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Jednoznacné feSeni nehomogenni rovnice (6) mlize byt nalezeno
nasledovné:

y(no+1) = a(no)yo+9(No),
y(no+2) = a(no+1)y(no+1)+9g(no+1)
= a(no + 1)a(no)yo +a(no + 1)g(no) + g(no + 1).

Nyni opét pomoci matematické indukce ukazeme, Ze pro vSechna
nezt,

n—-1
Yo + Z

r=ng

n—-1
y(n) = [_H a(i)

1=Ng

n—-1
11 a(i)] g(r). (8)

i=r+1
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Dllezité specialni pripady
Existuji dva specialni pfipady rovnice (6), které jsou ddlezité v mnoha
aplikacich. Prvni rovnice je dana vztahem

y(n+1) =ay(n)+g(n), y(0) = Yo 9)
S pouZitim (8) zde dostaneme FeSeni
n—1
y(n) =a"yo + »_a" **g(k). (10)
k=0

Druhé, jesté vétsi zjednoduseni,
y(n+1)=ay(n)+b, y(0) = yo, (11)

ma feSeni (vyuzijeme (10))

n a"—1 ;
y(n) = ayo+b[a_l} ?f a#l,
Yo + bn if a=1.

(12)
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y(n+1)=(n+1)yn)+2"(n+1),

n—1
I1 a0

i*no

:H+1

Li=0

n—-1 n!

- ey o
|
s (r+21)!

n—1
= nl+ anzf -
r=0

y(n) =

n—1
Yo + Z

'=ng

1+Z

r=0

2"n!,

y(0)=1, n>0.

n—-1
IT at)

i—r+1

T

i=r—+1

] 2"(r +1)!

n-1 n-1 1 _on
! 2'=n!|1 2"l =nl{1+1 =
n'+> n “<+Z ) n<+ 1_2)

r=0
n'(1—1+2" =nl2".

r=0
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x(n+1) =2x(n)+3", x(1)=0,5.
a(n) =2ang =1, tudiz

n—1 n—-17[ n-1
X(N) = [z a0)]ve + S0 [0S, a0)] o) = [Ha yo+ >y | II a] g(r)
i=1 r=1 Li=r+1

_ {nl}yo_’_Z[nrl} [2n1}05+22nr13r

r=1

_ -1
: 3 (1- (@)

_ 2”72 + 2n71 <> _ 2!’]72 + 2”71 > - \2)
; 2 2 1-3

2
_ _ 3 n-1 B _ 3 n—1
N2 4 o011 _3(1— 5 =22, o1 3.3 5

n n
2n—2 4 pn-1 {—3 +2 (2) } =2"2_3.n1pn (2)

= 2"%-6-2"243"=3"-5.2""2
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@ Pacient uziva lék vzdy po Ctyfech hodinach.
@ D(n) je mnoZstvi G€inné latky v krevnim systému v n-tém intervalu.
@ Télo béhem kazdého intervalu eliminuje p-tinu G¢inné latky.

D] _[lm_D] . |
@ Naleznéte a , jestlize uzivana davka je Dy.

Reseni Nejprve musime prevést slovni zadani do rovnice, kterou
potom vyfeSime. Zfejmeé

D(n+1)=(1-p)D(n)+ Do.

S vyuZitim (12) dostavame

D(n) = [DO - [ﬂ 1-p)+ [;)07

a tedy

lim D(n) = [;0. (13)

n—oo
Necht Dy = 2 [cm®] a p = 0,25, potom pdvodni rovnice je
D(n +1) = 0,75D(n) + 2, Do = 2.
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Tabulka 2 obsahuje hodnoty D(n) pron € {0,1,2,...,10}.

n 0] 1 2 3 4 5 6 7 | 8 9 10
D(n) (235|462 |547|6.1|/658|6.93|7.2|7.4]|755|7.66

Tabulka: Hodnoty D(n)

Z (13) zjistime, Ze rovnovaznym stavem mnozstvi Gcinné latky v téle je

D*= lim D(n)=8 [cm3] .

n—oo
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Umorovani

@ Umofovani je proces, pfi kterém je splacen dluh (ne)pravidelnymi
platbami v pravidelnych intervalech.

@ KaZzda splatka se sklada z Groku za pFislusné obdobi a z Castky
snizujici dluh (Gmoru).

@ Necht do kazdého obdobi vstupujeme s dluhem p(n), ktery je v
tomto obdobi GroCen s Grokovou mirou r, vztazenou k platebni
periodé.

@ Na konci n-tého obdobi je realizovana splatka g(n).
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® Formulace naSeho modelu je zaloZena na faktu, ze

» dluh p(n 4 1) na poc¢atku (n + 1)-ho obdobi je roven pfedchozi
hodnoté dluhu p(n),

» k niZ musime pricist Grok za posledni obdobi, rp(n)

» a naopak odecist splatku g(n).

Tedy

p(n+1)=p(n)+rp(n) —g(n) = (1+r)p(n) —g(n), p(0)=po,

kde pg znaci pocatecni hodnotu dluhu.

@ Jde o pfipad s konstantnim koeficientem u p(n), takZze miZzeme
vyuZzit (10)

n—1
p(n) =1 +1)"po+ > _(1+1)"*g(k).
k=0
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@ Ve specialnim pfipadu mlze jit o Glohu s konstantni splatkou
(9(n) je konstantni) nebo
@ s konstantnim morem (p(n + 1) — p(n) je konstantni.
@ Uloha na vypocet pevného poétu n konstantnich splatek T nas
vede k rovnici
p(n) =0,
konkrétné
n—-1
p(n) = (1+1)"po+ Y (1+1)" T = (1+1)"po +
k=0

n_
(1+r) 1_|_

Odtud
r
TP [1—(1+r>—”] |
Pro po = 100000, r = 0,1 a n =5 dostaneme

0,1
1-(1+40,1)-°

T =100000 [ ] ~ 26 380.
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k | Dluh | Splatka | Urok Umor Novy dluh
k| p(k) gk) | rp(k) [g(k)—rp(k) | p(k+1)
0| 100000 | 26380 | 10000 16380 83620
1| 83620 | 26380 | 8362 18018 65602
2| 65602 | 26380 | 6560 19820 45782
3| 45782 | 26380 | 4578 21802 23980
4| 23980 | 26380 | 2398 23982 0

5 0

Tabulka: Umofovaci plan
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Cviceni 8 a 11

@ Naleznéte fedeni nasledujicich diferenénich rovnic:
® x(n+1)—(n+1)x(n) =0, x(0) =c.
@ x(n+1)—-3"%(n)=0,x(0) =c.
O x(n+1)—e?x(n) =0, x(0) =c.
O x(n+1) - ;54x(n)=0,n>1,x(1)=c.
@ Naleznéte obecné feseni nasledujicich diferenénich rovnic:
@ y(n+1)-3y(n)=2,y(0) =c.
Q@ y(n+1)—7hzy(n) =4,y(0) =c.
© Naleznéte obecné fedeni nasledujicich diferenénich rovnic:
O y(n+1)—(n+1y(n)=2"(n+1),y(0) =c.
@ y(n+1)=y(n)+e", y(0) =c.
© O Napiste diferen¢ni rovnici popisujici pocet oblasti vytvorenych n
pfimkami v roving, jestlize se kaZzdé dvé protnou, a to nejvySe dvé v
jednom bodu.

@ Naleznéte zminény pocet oblasti vyfeSenim nalezené diferencni
rovnice.
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@ Gama funkce je definovana jako I'(x) = [;° t*~te~'dt, x > 0.
@ UkaZte, Ze I'(x + 1) = xI'(x), I'(1) = 1.
@ Ukazte, Ze pron € N plati I'(n + 1) = nl.
S s I'x+1)
) — —1)---(x — Sl S e
© Ukazte, ze x X(x—=1)---(x —n+1) Tx—n+1)
@ Prostor (3D) je rozdélen n rovinami, ze kterych zadné dvé nejsou
rovnobézné a zadné Ctyfi nemaji spolecny bod.
@ Napiste diferencni rovnici popisujici pocet vytvorenych oblasti.
@ Naleznéte pocet téchto oblasti.
Ovérte (10).
Ovérte (12).

Dluh $12.000 ma byt umoren stejnymi splatkami o velikosti $380
na konci kazdého mésice, plus posledni splatkou, ktera méize byt
mensi. Sestavte splatkovy kalendar pfi rocni Grokové mife 12% s
mési¢nim pfipisovanim trokd.

000
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© Uvazujte pljcku ve vysi $80.000, ktera ma byt splacena stejnymi
mésicnimi splatkami. Naleznéte vysi této splatky, jestlize rocni
Grokova mira je 10%, pfipisovani Grokl je mésicéni a doba
splacenti je 30 let.

@ Uvazujme, Ze na konci kazdé periody uloZime sumu T do banky,
ktera ji troci s Grokovou mirou r vztazenou k dané periodé. Necht
A(n) znaci nasporenou ¢astku po n periodach.

@ Napiste diferencni rovnici, ktera popisuje A(n).

@ Tuto diferenéni rovnici vyfeste pro A(0) =0, T = $200 ar = 0,008.

© Bylo zjidténo, Ze teplota télesa je 110°F. Dale bylo vypozorovano,

Ze vzdy po dvou hodinach je zména teploty télesa dana jako —0, 3
nasobek rozdilu pfedchozi teploty télesa a teploty v mistnosti,
ktera je stale 70°F.

@ Napiste diferencni rovnici, ktera popisuje teplotu T (n) télesa na

konci n-té periody.
@ Naleznéte T (n).
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© UvaZujete o hypotéce na 30 let pfi roéni Grokové mife 8%. Kolik si
muZete dovolit pUjcit, jestlize jste schopni splacet $1.000
mésicné?
@ Radium se rozpada v mife 0,04% roc¢né. Jaky je jeho polocas
rozpadu?
© (Uréovani stafi uhlikovou metodou) Je znamo, Ze obsah uhliku
C14 Vv rostlinach a télech Zivocicht je v dobé jejich Zivota stejny
jako v atmosfére. Po jejich mrti obsah uhliku Cy4 v jejich tkanich
kles& s mirou r.
O Naleznéte r, jestlize polo€as rozpadu uhliku Cy4 je 5.700 let.
@ Jak stara je zkoumana zviteci kost, jestlize v ni zlistalo 70%
plvodniho mnoZstvi uhliku C14?
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