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Uvodni ilustraéni priklad mozZného vyuziti diferencial-
nich rovnic

'[j[/objém(' PFL/LZQ"/’ — VlrL| ié[eﬁelﬂﬂ SVIlSTQ 0/{02(,?

té?ego . bhhwmptuos t N

pﬁic[fzé'(:\lmK ;fyc(n7e>{; vV

o
f 5 -
JuCo[ je_ jet.o V}/C[A ?O&“C V u%c&t/tﬁﬂ)&é,

ha co S e t?

—_—

[ - i i 7 .
Mo veleso V;SOLJ( %ems(ﬂk f!‘%’(é = uv}/cé‘cujel

o oal[ﬂov V%&/Mc{«uz - %[ﬁd)W{C‘(fq‘jQ‘
/
po (w0 Guev by abtad lul Vydq7ostg S L0€/.é

£ / '
Q_ Mewto hu v %‘QZ‘OM .

Av

& - F
)

Ay

_— 3 ( i N
%iryclA‘ZQW|{ telesq T jpua Salaeme s:?oM r

F=mg —Lky

e ; i .

= S1lo OL/PPQ[/‘(A l/%(/pb( c(fw\ (;Ju Qob{ proti,
tIfLOUO: S:ZQ\

; tedy %ufpo tfmd)
ck,tf[,loue %mme»\(

V:V('(:) '{:€u{>/ 9[921/‘}{/[_)\8 V’O\/l/l(lQl'

; y
mé—v—:m%fltt/ ﬁéio/'J'w) ()
At C e
e 4
. m i (1
Qeic‘v\{: veviy= €€ o % te Lo +) |
e 4 r
Ol b ik i{i_-c L " by
e " g & kc-e — mg =
le “V%’t —--'CLC'e ] P: VW%- ;Fs,e
L= wm:lef) & = L



KMA/M3: Prednaska ¢. 1

Jefi&oi Cé[fz ’ exiefuje WL”C«OWeéL,é' —

p
7[ul,,LL e (Ve e !far/) vylio vu ] :/C{ch olom e

(J[?fevewc{o{?,u,,’) rov Wi el (1)

Poéciteéml( iooo!ml/wdq V(c)) = W,
\/.'uwe [ é‘e Mo ﬂoéo{ t(uzt fay7o ‘be\?e c @
Vl/‘ie W o b "2“-"41; Yy Cl’l ZO,‘: L‘t/ L/o g tut o
v {70 v wma ¢t ny Vll/ viyou z?lf'J‘c w e
"%t my Lo +%)
vit)= Ce + te Lot
C e i
ko
‘ § ) P ) "
(\/0 -—\V(O)_c € '!Lj‘_ C-i'izj—

sy e L% -
()~ obecm@f ve Seult
(a.‘)‘*Wol'ft{LLu( an(l/vu/ V\eéeml

Da V;c: V\es%t’ it jPvo (L >O (Mewrcfie u?p/?‘q#fedbqt
Ool{"ol/ V%O/MCQLA\

" kg
e fwm [(I/D—"‘_:Ij’_)e” - ET:&;( = U, {-g,‘t

>0

Ly
: A quj - ow
g LT T =

0



KMA/M3: Prednaska ¢. 1 5

1 Diferencialni rovnice: zakladni pojmy

Uloha 1.1. Najdéte funkci y = y(t), pro niz plati y' = 2t + cost.

Resend. Podle definice primitivni funkce je hledanou funkei y(t) kazd4 funkce primitivni k
zadané funkci 2t + cost, tedy y = t2+sint+ C, kde C je (libovolnd) integra¢ni konstanta.
[l

Uloha 1.2. Najdéte funkci y = y(t), pro niz plati y' = —y.

Resend. 7 vlastnosti derivaci funkci cost a sint vidime, Ze uvedend rovnice je splnéna
napftiklad pro funkci y; = cost, také pro funkci y, = sint, ale rovnéz pro y = Cjcost +
CQ sint. ]

Uloha 1.3. Najdéte funkci y = y(t), pro niz plati y' = 1, pricemz y(2) = 5.

Reseni. Nejprve si véimnéme jen rovnice y' = 1; vyhovuje ji kazda funkce y =t + C, kde
C je libovolna konstanta. Pouzijeme-li nyni uvedenou podminku, dostaneme 5 = 2 4 C,
a z toho C' = 3. Takze funkce y = t 4+ 3 vyhovuje jak uvedené rovnici, tak zadané
podmince. O

To jsou 3 priklady diferencialnich rovnic.

Definice 1.4. Diferencialnit rovnice je nazev pro rovnice, kde nezndmou je funkce a
v niz se vyskytuje alespon jedna derivace neznamé funkce. Rad diferencidlni rovnice, to
je rad nejuyssi derivace nezndmé funkce v rovnici.

V nasich ptikladech jde o rovnice 1., 2. a 1. fadu. V matematice i v aplikacich se pracuje
s obycegnymi diferencidalnimi rovnicems, to jsou ty, kde neznama funkce je funkci jedné
nezavisle proménné a derivace neznamé funkce je obycejnou derivaci, a také s parcidlnim:
diferencidlnimi rovnicemi, kde neznama funkce je funkci vice proménnych a jeji derivace
jsou tedy derivacemi parcialnimi.

Definice 1.5. Resenim (integrdlem) diferencidlni rovnice nazjvdme kaZdou funkci,
kterd po dosazeni vyhovuje na néjakém intervalu dan€ diferencialni rovnici.

Tak rovnice z prikladu 1.2 ma feSeni y; = cost, yo = sint, ale téz y3 = Hcost — sint,
ys = Csint (kde C je libovolna konstanta) a dalsi.

Definice 1.6. Obecngm resentm diferencidlni rovnice n-tého vadu nazyvdme to Tesend,
v némz se vyskytuje n libovolnych konstant, které nelze nahradit mensim poctem konstant.

Tak tieba funkce y = C1C5 sin t neni obecnym fesenim diferencidlni rovnice z ptikladu 1.2,
nebot lze polozit C = C1Cs a v feSeni y = C'sint je uz jen jedna libovolnd konstanta.
Uvedend rovnice mé obecné feseni y = Cy cost + Cysint, ale také tieba y = Asin(t — ),
kde A, ¢ jsou libovolné konstanty.

Definice 1.7. Partikularnim resenim diferencidlni rovnice nazijvdme tesend, které lze
dostat z obecného Tesent tim, Ze za nektere konstanty C volime pripustné ciselné hodnoty.
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V této kapitole se budeme déle zabyvat jiz jen obycCejnymi diferencidlnimi rovnicemi
1. fadu, které lze vyjadrit ve tvaru

y/ = f(tvy)

Reseni rovnice miize mit tvar explicitni, napiiklad y = ¢ + C, nebo implicitni, napiiklad
y—t==C.

Definice 1.8. Méjme diferencidlni rovnici y' = f(t,y) a ddle necht to, yo jsou libovolné
dand redlnd cisla. Cauchyova poéateéni uloha znamend najit partikuldrni fesent y(t)
dané€ diferencidlni rovnice, které je definovana na néjakém intervalu I (kde to € 1) a
splnuje podminku

y(to) = vo.

Tato podminka se nazyva Cauchyova poéateéni podminka.

Priklad Cauchyovy tlohy je v tloze 1.3.

Geometricky vyznam resSeni diferencialni rovnice

Na obecné feseni diferencialni rovnice se miizeme divat jako na mnozinu funkci s parame-
trem C, tj. jako na mnozinu vSech partikularnich feseni. Grafem kazdého partikularniho
feSeni je néjaka kiivka; nazyvame ji integralni krivka. Geometrickym vyznamem obecného
feSeni je tedy jednoparametrickd soustava ¢ar — integralnich kiivek. Naptiklad obecné
feSeni rovnice z tlohy 1.3 znamena (v pravouhlém soufadnicovém systému s osami ¢, )
soustavu navzajem rovnobéznych primek y = t + C'. Partikularni feseni dané Cauchyovou
pocateéni podminkou y(2) = 5 pak znamend tu pfimku soustavy, kterd prochézi bodem
[2;5].

Domaci cviceni
Uloha 1.9. Zjistéte, zda funkce

1
y:1+e’3+x—§x2

je resenim diferencidlni rovnice
! /
y' '~y —x=0

a na jaké mnoziné (intervalu).
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2 Obycejné diferencialni rovnice 1. radu

V této kapitole se budeme zabyvat obyc¢ejnymi diferencialnimi rovnicemi 1. fadu ve tvaru

y = [f(ty), (1)

kde f je funkce dvou proménnych definovana na G C R2.

Cauchyova pocatec¢ni uloha

Je ddna DR (1) a dvé redlna ¢isla ¢ a yo, kde (tg,y0) € G.

Méame nalézt feseni DR (1), které splituje Cauchyovu pocéateéni podminku y(xo) = p.

Véta 2.1. Necht f(t,y) je spojitd na G C R% Pak pro kazdy bod (to,yo) € G existuje
alespori jedno teseni h(t) diferencidlni rovnice (1), definované na néjakém intervalu I
obsahugicim bod ty a spliiujicim podminku h(ty) = yo.

0
Ma-li navic f(t,y) omezenou parcidlni derivaci G_f’ pak ke kazdému (to,yo) € G existuge
pravé jedno tesent h(t) diferencidlni rovnice (1), definované v jistém nejsirsim intervalu
I obsahujicim bod to a spliiugicim podminku h(ty) = yo.

Kazdé jin€ teseni g(t) spliugici podminku g(ty) = yo je casti tohoto teSend, tzn. Ze pro
x € Ul(ty) plati g(t)=h(t).

Schematicky:
f(t,y) spojitd na G — EXISTENCE

f(t,y) spojitd na G

+ =—> JEDNOZNACNOST

—— omezené na G

dy

Uloha 2.2 (Nejednoznacnost). Reste i/ = 3y5
] Yy Yy

Resend. f(t,y) = 3y% = 33/y? je spojitd na R? = existence.
of 2

8_y =2y 3 = % =—> v okoli 0 neni omezend = neni splnéna podminka jednoznacnosti,

takze ji nemame zarucenu.

W=

Ve skutecnosti opravdu dochézi k nejednoznaénosti feseni (CPU): pro bod (0,0) mame
jednak feseni y = 0, ale také feseni y = t3, ob& TeSeni jsou definovany na I = (—oo; +00).

Neexistuje okoli U(0), na kterém by si byla rovna, ani jedno neni ¢asti druhého. O
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Smeérové pole

DR (1) dava kazdému bodu (t,y) € G pravé jednu hodnotu ', kterou mizeme chapat
jako smérnici pfimky prochazejici bodem (¢, y). Kratkou tsecku se stiedem v (t,y) a lezici
na této primce nazveme linedrni element.

Mnozina vSech linearnich elementi tvoii smérovée pole dané DR.

Grafy Feseni y = h(f) DR (1) maji tu vlastnost, Ze jejich te¢na v kazdém bodé (¢, h(t))
ma smérnici f(t, h(t)), takze odsahuje prislusny linedrni element. Opacné Feceno: linedrni
element se stiedem v bodé (t,y) je teény ke grafu feSeni, které timto bodem prochézi.
Kfivky, ve kterych je v/ = f(t,y) = ¢, ¢ € R, se nazyvaji izokliny. (Linedrni elementy se
stfedy na této kiivce maji vSechny stejnou smérnici c.)

Uloha 2.3 (Smérové pole). Sestrojte smérové pole DRy = % pomoct izoklin. Pokuste se

nacrtnout graf nejakého resent.

Reseni. Prava strana f(t,y) = Z je definovana pro t # 0 (tim je dano G).

Izokliny: % = ¢, a tedy y = ct. Jde tedy o piimky (resp. polopfimky, nebot t # 0) se
smérnici ¢, prochéazejici poc¢atkem, na kterych smérnice linedrnich elementi maji totoznou

hodnotu ¢. To znamen4, Ze jsou v dané polopifimce obsazeny. Soucasné z toho plyne, ze i
grafy Teseni se s témito polopfimkami shoduji.

c=-2 4 c=2
c=—17 i /
I C:1
N\ \ | / /
— _ 1 |
C=—35 \ : / / =1
™ - AN \ : / / - ” Refeni y = 2t, ¢ >0
~_ O\ \I/ -
SO\ /A .
c=20
\%/%
— - .
c=0 ////I\\\\ t
— | .
T NN
- / / I \ N N
1 I \C:—l
C—§ / / I \ AN 2
S NN
c=1/ | \ €=
/ I \
| c= —2
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Uloha 2.4 (Smérové pole). Sestrojte smérové pole DRy’ = t—./y pomoci izoklin. Pokuste
se nacrtnout graf nejakého resent.

Reseni. Prava strana f(t,y) = 2 je definovadna pro y > 0 (tim je ddno G).

Izokliny: t — \/y = ¢, a tedy /y = t — c. Zde mizeme nahlédnout, ze vyraz dava smysl pro
t > C, nebot leva strana (,/y) je nutné nezaporna, coz samoziejmé musime pozadovat i
po pravé strané. Celkové tedy dostaneme:

y=(t—-c)? ceR, t>c

Pro zvolené ¢ tedy ptijde polovinu paraboly s vrcholem (pocatkem) v bodé (¢, 0).

YN
V]

i Q N 9V

A A A4
¢ ¢ ¢ ¢

N

o

A

// QS

t

Domaci cvideni

Uloha 2.5. Pro nasledujici diferencialni rovnice sestrojte smérove pole, nacrtnéte izokliny
a graf Tesent.

a) y =y —a°,

b) 2y +2y —x—3=0,
)

C) y _x_y;

d) v = 2* + 4>
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Zakladni problémy pri feseni DR

V dalsich paragrafech této kapitoly uvedeme urcité metody feseni vybranych typi diferen-
cidlnich rovnic, pricemz budeme vzdy predpokladat, ze feseni dané diferencialni rovnice
existuje. K tomu jesté prakticka poznamka: Vime, Ze primitivni funkce k funkci spojité
sice existuje, ale primitivni funkce k funkci elementarni obecné uz neni funkce elemen-
tarni. Dovedeme tedy v elementarnich funkcich integrovat jen vybrané typy funkci. Tato
vlastnost se pfenasi i na diferencialni rovnice, tedy i kdyz je funkce f(t,y) vyjadiena ele-
mentarnimi funkcemi, dovedeme FeSeni rovnice ¢y’ = f(t,y) vyjadiit pomoci elementarnich
funkei jen u nékterych typt rovnic (algoritmy feSeni pro ¢ast z nich uvddime v dalsich
paragrafech).

Chceme-li tedy uspésné resit takové diferencialné rovnice, je treba:
— poznat, jakého typu je zadana rovnice,
— znat algoritmus feSeni tohoto typu rovnic,

— spravné zvladnout potfebné vypocetni operace.

3 Separace proménnych

Tuto metodu lze uzit u rovnic, které lze prevést na tvar

(*) o(y)dy = (t)dt

(separace proménnych znamend, ze na jedné strané rovnice je pouze proménna y, na druhé
strané pouze proménnad t).

Je-li y = u(t) néjaké feseni rovnice (x) na intervalu J, pak pro ¢t € J je dy = u/(t)dt,
takze plati p(u(t))u'(t)dt = ¢ (t) dt a je to identicka rovnost dvou diferencidli na J, tj.
d®(u(t)) = d¥(t), kde funkce ®, ¥ jsou primitivni k funkcim ¢, ¢ (u nichz se zfejmé
predpokladé napiiklad spojitost). Proto plati ®(u(t)) = ¥(t) + C. Znamena to, ze funkce
u(t) jako FeSeni diferencidlni rovnice (*) vyhovuje soucasné rovnici

(%) O(y) =T(t)+ C.
Toto tvrzeni plati i naopak, tedy kazda funkce y = wu(t), kterd vyhovuje rovnici (kx),
spliiuje téz rovnici (x), jak plyne z derivace identity ®(u(t)) = ¥(t) + C.

Zavér: Funkce y = u(t) je FeSenim rovnice (%) pravé tehdy, kdyz vyhovuje rovnici (xx);
touto rovnici 1ze tedy vyjadfit obecné feseni dané diferencidlni rovnice (x).
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Uloha 3.1. Najdéte obecné reseni rovnice (1 +t)y' = t(1 —y).

Resem Tato rovnice je separovatelna, tj. lze v ni separovat proménné. Vyjadiime-li 3/

Jako dt, lze rovnici upravit na tvar, kde proménné jsou jiz separované:
dy  tdt
1—y 1+t
pricemz pouzitd metoda vyzaduje pfedpoklady y # 1, t # —1. Odsud
dy tdt
1-y J 1+t

Po integraci mame
—In[l—y|=t—In|1+t+C,

kde C' je libovolna konstanta. V této chvili je dana diferencialni rovnice jiz v podstaté
vyfeSena, vSechno dalsi jsou upravy a kompletace feseni.

Predné, jsou-li v takto ziskané rovnici logaritmy, byva vhodné i integrac¢ni konstantu vyja-
drit jako logaritmus: C' = In Cy, kde (1 je libovolna kladnd konstanta (ziistava zachovéno,
ze C je libovolnd konstanta). Rovnici

Infl+t—Injl—y|l=t+InC
odlogaritmujeme a mame

1+t
’ + C’let.

Polozime-li Cy = C% (Cy > 0 je pak také l1bovolné kladné konstanta), pak

I—y
= =1Che’
1+t 2¢
a z toho )
-y —t
ARG
1+t 3

kde C5 # 0, tedy
1—y=Csze " (1+1),

y=1-Cse (1 +1),
coz je obecné feSeni v explicitnim tvaru (ale jesté ne definitivnim).
Nyni se vratime k podmince (y # 1), kterou si vyzadala metoda FeSeni, a podivame se,
zda jsme tim nezanedbali né€jaké feseni. Tedy ovérime, zda y = 1 je feSenim, tim, ze tuto
funkci dosadime do dané diferencialni rovnice:
L:(l—i—t)y’:O, P:t(l—y):O,

vvvvv

je dostaneme, kdyz ve vyse uvedenem obecném feseni pripustime nulovou hodnotu C.
Konecny tvar obecného feseni je tedy

y=1+Ce ' (1+1),
kde C = —03 Vv 0.

Podivejme se jesté na podminku ¢t # —1. Pro ¢ = —1 mame y = 1, tedy vSechny integralni
kiivky prochéazeji bodem [—1;1]. Uvédomime si, ze Cauchyova uloha y(—1) = 1 neni
feSitelna jednozna¢né a napiiklad Cauchyova tloha y(—1) = 2 nema TeSeni. O
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1—2t
Uloha 3.2. Naleznéte (obecné) tesent diferencidlni rovnice yy = ——.
Y
Resent.
v{}/?/ = 4‘02# /7350 S— %ezz;"w{ckm(/ o‘aov
I 1-L%
% N Z

Domaci cvideni

Uloha 3.3. Zndzornéte soustavu partikuldrnich veseni diferencidlni rovnice z wlohy 3.1.

Uloha 3.4. Pomoci separace proménnyjch vyreste ndsledujici DR:

Yy
Ly=2
Yy z
2 y':z
y?
Y
3.y ===
Yy z
by ==
y7
5y/_y_1
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4 Uzitl substituci

U nékterych typu diferencidlnich rovnic lze pomoci vhodnych substituci (transformace
neznamé funkce, ptipadné i transformace nezévisle proménné) preménit tyto rovnice na
separovatelné.

a) Rovnice typu v = f(at + By + )

UZijeme substituci z = at + By + v, odkud 2/ = a + (v, tj. ¥/ = %(z’ — «a). Po dosazeni
do dané diferencialni rovnice a po upravé dostaneme rovnici
7 =a+pf(2),

v niz lze separovat proménné. Jezto pfitom tuto rovnici délime vyrazem o+ f(z), musime
vylouc¢it jeho nulovou hodnotu a nakonec ovérit, zda z rovnosti nule nedostaneme dalsi
feSeni dané rovnice. Nakonec se ovSsem vracime k piivodni proménné.

Priklady takovych DR

’ “ :r\ = 7 | s
Spgmemtrss R )
/i S |
e i e A QEreyT
R = z= 1 /} //‘ : r n'*’ 1)
\ P | YA 4
,//\ B Bl & el Ay~ 1 yd
S 5) | 2=
) Y
Uloha 4.1. Reste rovniciy' =t +y.
Resend. Zvolime novou nezndmou funkci vztahem z = t + gy, odkud 2/ = 1 + ¢/, tj.

y = 2z’ — 1. Po dosazeni do dané diferencialni rovnice mame 2z’ — 1 = z, neboli
2 =z+1.
Délenim této rovnice vyrazem (z + 1), kde z # —1, a nasobenim dt¢ provedeme separaci
proménnych, z niz
z4+1= Cl et,
neboli
y=Cre' —1—t,

kde 'y # 0 je libovolna konstanta. Rovnost z = —1 dava y = —1 — ¢, a to je funkce, ktera
(jak zjistime dosazenim do dané diferencialni rovnice) je rovnéz feSenim. Obecné FeSeni je
tedy

y=Ce —1—t,

kde C' je libovolna konstanta. O]
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Uloha 4.2. Naleznéte (obecné) Feseni diferenciding rovnice y' = (dy — t)2.

Resentd.
2
AX{ . /47_{;> { i imaain V)’/Vcr%>
Eubsdteorpa : L E 47-1&
Z-\ e L{-/b{’7
L
, | 7 \_ %1/
Do%o{c/elwle' E—[:L:% J 2=t 7/
Ar | 2-1 / 4%1'4> 0=
de 2z 1.bxt=t .0
Az SJJC 91 P\:q.%\,—ﬂv
a{% :J% | gq;ﬁJ - fae Mfﬁ;‘wo
4%~4 %E—j—z - »




KMA /M3: Prednaska ¢. 4

S b Dl 050
. Gt
2x-1T o e
Lx+1
-t e g, GO /C:f@
HERL |
Ko'(y;_: U ()1 VOVOZ((LAAG O/ X Dsfc( M—€4I/Vl€
do tolioto %QKWI‘SM I receul 2:(1 R
(tedy nula Vv Sitateli ho leve strane ),

&%—7 = {8, 6”/ (el
&%+4

5 =1 nule ve jweno-
Lesen’ =77 O(AVOV' ool J

vorte lr, tal Te e toplsewe Birlel £
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b) Rovnice typu ¢y = F (y), tzv. homogenni rovnice
x

Této rovnici se fika homogenni podle toho, Ze funkce F' na pravé strané je tzv. homogenni
funkce. Uzijeme substituci z = %, odkud y = zt, tedy vy = z + t2’. Po dosazeni do dané

diferencialni rovnice a po upravé dostaneme rovnici
Z't=F(z) — z,

v niz lze separovat proménné. Jezto pfitom tuto rovnici délime vyrazem F'(z) — z, musime
vyloucit jeho nulovou hodnotu a nakonec opét ovérit, zda z rovnosti nule nedostaneme
dalsi feseni dané rovnice. Nakonec se pak vracime k ptivodni proménné.

Priklady takovych DR

P

P SN
A

| %
= : /////
\ = ';*,’:;f:’o—\\]
e ¢ )of
Y o)
(Lt A==
L L
/-t/x ,’EL /5

Uloha 4.3. Reste rovnici 2tyy’ = y?> — t2.

Reseni. Rovnici nejprve upravime na tvar:

/:y2_t2

Y 2ty

a po déleni citatele i jmenovatele vyrazem t dostaneme uvedeny tvar rovnice, tedy

Y =
9
t

Nyni zvolime novou neznamou funkci vztahem z = %, odkud y = zt, tedy 3/ = z + t2'.

y*—1
2y

Po dosazeni do dané diferenciidlni rovnice dostaneme z 4+ tz’ = , & po separaci

proménnych mame

2zdz _dt
241t
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Po integrovani a upravach dostaneme integral dané diferencialni rovnice ve tvaru
(t—C) +y*=C%

Vidime, Ze obecnym feSenim je jednoparametrickd soustava kruznic se stiedem v [C, 0] a
s polomérem |C/|. O

Obrazek 1: Jednoparametricka soustava kruznic se stfedem v [C,0] a s polomérem |C/|,
dana rovnici (t — C)% +y? = C2
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Uloha 4.4. Naleznéte (obecné) Feseni diferencidini rovnice y* dt + (t* — ty) dy.

Resent.

‘ k L F\{ t1~tg #O /b\
TS Toen t/&gwo =381
/4 M e

l@ lﬂowo%ewm/ Pv\t(warxg /X:t.‘ N

i/ s
2 4 fu-t) 1= %ODZ
7 i neyle o vesewn I
oo s . %
¢ ‘éfa—t il
5y : - L
5 = (?) B Substituce *
bR -y
- Al det
Dosedime ! 5t \ o
! - — | 2t = — - 2z
2ttt 2 -1 2-1
z
Y4 2 22 4z / 2 e
2% - . \ /!\
2 140 iz wmawe

z -2 , o == ol .
: f /‘{jl 21! 240 Jdde o v\esemfg

Ae E
4 U{th—d—x -ZEO.' L:O't:OA:P
é:""&% = & -0 - 19
Z t 0-1 . N L DE
- ﬁrl/\gi %50 e \{(T&. .
(2l < Jiﬁ ==D420je i M
)z 9t T ¢
’ ) n 2] ) n:
(2~ bal2l) :e(f(,m/%fm@v\u)/ e, >0 £ af)
€ & , &0 ¢, 0,#0
SR Y iy
@ = &l |
Dosad wme ! a2 _0 ¢ //zcé e—b[ Qq#OD L | L€ “(
s EC0 8 B
= =

Domaci cviceni
Uloha 4.5. Najdéte obecné veseni homogenni diferencidlni rovnice:
(t+y)dt—(t—y)dy=0 [arctg%:ln\/tz—ky?jto}_

Uloha 4.6. Najdéte obecné veseni homogenni diferencidlni rovnice:

(E+ty+y)dt=t'dy  [y=ttg(InCt)].

18
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art + By + ’Yl>
aot + Boy + 72

c) Rovnice typu ¢/ = f (

TATO SEKCE C) JE NEPOVINNA:-).

a7 ﬁl
%) ﬁz

fesit separaci proménnych s pripadnou predchozi substituci pro rovnici homogenni. Je-li
A # 0 a téz 2 + 2 # 0, provedeme substituci, pfi ni7 transformujeme jak neznamou
funkci y, tak nezavisle proménnou t:

Ve zvlastnim pripadé, pokud determinant A = = 0 nebo v +~2 = 0, Ize rovnici

Yy = z47r
t = 7+4s.

Koeficienty r, s volime tak, abychom pro nezndmou funkci z(7) dostali rovnici homogenni,
tj. aby se vynulovaly absolutni ¢leny v citateli i ve jmenovateli uvedeného zlomku. Z

d
transformacnich rovnic plyne dy = dz, dt = dr (tedy d—Z = Tqi) a dana rovnice piejde
T
na tvar rovnice homogenni:
ait + by
= (i)
st + oy

pokud polozime

as+Bir+vm = 0,
agS + Por + 75 = 0.

Jezto determinant této soustavy A # 0, existuje feseni r, s.

bt —2y —1

Uloha 4.7. Reste rovniciy = —————.
2t—y+1

Reseni. Nejprve fesSime soustavu

59s —2r—1 = 0,
2s—r+1 = 0,

jejiz determinant soustavy je A = —1 # 0; jer = 7, s = 3. Substituce y = 2+ 7, t =7+3
transformuje rovnici na tvar
, 0T — 2z

— boli —
z 27__2 nepoll z 2_5

. , o ; ? . .
rovnice homogenni. Polozime nyni — = u(7), tj. z = ur. Z toho 2z’ = u + u'r, takze
T

5—2 2 4 )
u’ odkud u’T:&.
2—u 2—u

u+uT =
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Po separaci proménnych mame

2 —u d dr

—_— QU = —

w2 —4u+5 T’

nebo téz 5 A q
U — T

—_du = —2—.

u2—4u+5u T

Po integraci mame
In(u? —4u +5) = —2In|7|+1nC;, kde C;#0,
tedy

C
WP —dut 5= =
T

z -7
Jelikozu=—,z=y—-T7,7=t—3,jeu= ‘3—3, takze obecné feseni dané diferencialni
T

rovnice lze vyjadrit funkci danou implicitné:

2
(y—7> YT s © kde C #0.
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d) SniZeni Ffadu diferencialni rovnice
Pokud v diferencialni rovnici n-tého fadu chybi y, ¢/,. .., y 2, lze ji substituci z = y»~V
prevést na diferencialni rovnici 1. fadu.

Uloha 4.8. Reste rovnici ty” + (t — 1)y’ = 0.

Reseni. V zadané rovnici 2. fadu chybi y, takZze polozime ' = z. Pak 3y’ = 2/ a dani
rovnice ptrejde na diferencialni rovnici 1. fadu
tz+(t—1)2=0

(snizili jsme Fad rovnice), kterou feSime separaci proménnych. Pro z # 0, ¢t # 0 méme po
separaci

dz 1-—t

— = ——dt

z t
a po integraci

Injz|=Inlt|—t+InC], kde C]>0.

Po tpravach dostavame obecné feSeni upravené rovnice
=t o
z=te " (]
a z toho po navratu k ptvodni proménné
/ 1" —t
y - Cl t (] 5

kde Cy je libovolna konstanta. Po ndvratu k ptivodni proménné y mame 3y = C{te™",

tedy y = Cf [te™" dt, odkud pouzitim metody per partes dostaneme
Yy = Cl(t -+ 1) e*t +CQ,

kde C7, Cs jsou libovolné konstanty. H

Vidime, 7Ze zde obecné feseni diferencialni rovnice 2. radu skutec¢né zavisi na dvou inte-
gracnich konstantach.

/

Uloha 4.9. Reste y" = L
x

Regeni. Substituce:
A y/7 z = y z =

Separace proménnych (z = 0 je FeSenim):
d
z x

Zpétna substituce:
C
y/:C.T, y:5$2+01, C,CleR.

Resen (Cy = £):
Yy = Cl + 02332, 01, Cg € R.
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Uloha 4.10. Reste pocdtecni ulohu:

Zpétna substituce:

1
//:_621 C,.
y =35 +Cy

Substituce:

1 1
z = y,7 2 = y”, Z = 5 6293 +C4; Z = Z GQI +C4CL’ + 02, Cg e R.

Zpétna substituce:

1 1 C
y/:Z€21+O4l’+027 y:§62r+74172+02$+037 C3€R

Obecné feseni (C; = 4):

1
y= éeu +C1a2” + Cox + C3, C1,C5,C3 €R.

Poc¢atecni podminky:

1 1 1
Yy = g 62m +C’1x2 —+ CQI -+ Cg, y/ = Z 623: +2Cll’ -+ CQ, y// = 5 eh +201

y(0) = 1 [1e°+Ci0+C0+Cy = 1 ligy, = 1

y'(0) = -1 2042010+ C, = —1| 314G = -1
y//(O) = 0 %eo +201 = 0 %+201 = 0
Tudiz: ] . .
01:—17 02:—17 C3Z§

Partikularni feseni:

Domaci cviceni
Uloha 4.11. Najdéte obecné tesend diferencidlni rovnice:
a) y" =1y" [Sy =(C, — 2t)% + Cot + Cgi|,

b) ay” =", kde a > 0 [y =C] ei +Cot + 03] )
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5 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Linearnt rovnice je rovnice tvaru

(nlr) Y +p(t)y = q(t).

Funkce ¢(t) se nékdy nazyva pravd strana. Pokud prava strana neni identicky rovna nule,
mame linearni rovnici nehomogenni, v opacném pripadé mame rovnici

(hlr) y +p(t)y =0

homogenni. Pokud v (nir) i (hir) je p(t) jedna a taz funkce, nazyva se (hir) prislusnd
homogenni rovnice (tj. pfislusna k dané rovnici nehomogennti).

Linearni rovnice jsou velmi dtlezité. Jednak na né vede fada vyznamnych praktickych
problémt (chemické reakce, mnozeni bakterii, radioaktivni rozpad, ochlazovani téles ad.)
a jednak lze nékteré jiné typy rovnic fesit tak, Ze je transformujeme na rovnice linearni.

Existuje nékolik metod, jak Tesit linearni rovnice; lze je naptiklad fesit i vzorcem. Prak-
ticky se dava prednost pouziti nékteré z aktivnich metod, slouzicich jinak i k odvozeni
onoho vzorce. Nejznaméjsi je metoda variace konstanty. Tato metoda spociva ve tiech
krocich:

Metoda variace konstanty:

1. Nejprve fesime (separaci proménnych) prislusnou rovnici homogenni a obecné feseni
zapiseme s integrac¢ni konstantou K.

2. Reseni nehomogenni rovnice hleddme v tomtéz tvaru, kde viak K = K (t) je funkce
(odsud i nazev metody: z konstanty ,se stane“ funkce). Dosadime tedy funkci vy-
poctenou v bodé 1 do dané nehomogenni rovnice a dostaneme rovnici pro neznadmou
funkci K.

3. Integraci vypocteme K (t) (s integracni konstantou C) a dosadime je do funkce
vypoctené v kroku 1.

Postup pfi feSeni linearni rovnice metodou variance konstanty si ukazeme na piikladeé.

Uloha 5.1. Urcete obecné vesend diferencidlni rovnice y' =t + y.

Reseni. Danou rovnici lze zapsat ve tvaru iy’ — y = t, prava strana je t, prislusné rovnice
homogenni je ¢y’ —y = 0.

d d
1.y = —y, tedy separaci proménnych pfi feseni homogenni rovnice mame Y dt,

dt

z ¢ehoz dostavame obecné feseni prislusné rovnice homogenni ve tvaru y = K - e'.
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2. Toto feSeni dosadime do dané nehomogenni rovnice s tim, ze K = K(t) je funkce.
Proto po dosazeni mame

K . e+K e —K- e =t
dva ¢leny s K se rusi (a to vzdy!) a mame

K =t-e".
3. Integrujeme:
K = /tet dt = [metoda per partes] = C —t-e ' —e".

Toto vypoctené K dosadime do rovnice y = K - e! a dostdvame
y=(C—t-e'—e") e,
Obecné feseni dané nehomogenni rovnice je tedy

y=0C e —t—1.

Poznamka 5.2. Pro C' = 0 odsud dostavame partikularni reseni Y = —t — 1.

Vidime, Ze obecné reseni nehomogenni rovnice je rovno souctu obecného resenti prislusné
rovnice homogenni a partikuldrniho reseni dané rovnice nehomogennni. Tento poznatek
plati pro linedrni rovnice obecné.

Uloha 5.3 (cviceni). Urcete obecné fesend diferencidini rovnice y' + 1y cost = sin 2t.
Resend. Prava strana je sin 2t, pfislusna rovnice homogenni je ¢/ + ycost = 0.

,_ dy ) SRRV ) . . dy
1. y = —, tedy separaci proménnych pii feSeni homogenni rovnice mame — =

dt Y

costdt, z cehoz dostavame obecné feseni prislusné rovnice homogenni ve tvaru

y:K'efsint’ K e R.

2. Toto TeSeni dosadime do dané nehomogenni rovnice s tim, ze K = K (t) je funkce.
Proto po dosazeni mame

K' e ¥ 4K e 5 (—cost) + K - e ¥ cost = sin 2t;
dva ¢leny s K se rusi (jako vzdy) a mame

K' = ™t gin 2t.
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3. Integrujeme:

sint

uw=2sint v =e™Mcost

K = /esmtsin%dt—/eSintZSintcostdt— .
u = 2cost v = eSint

= 2emigint — /Zesmtcostdt =2eMgint — 25 40, C eR.

sint 5 dostavame

Toto vypoctené K dosadime do rovnice y = K - e~
y = (2 esint sint — Qesint +C) X efsint )

Obecné feseni dané nehomogenni rovnice je tedy

y=2(sint — 1)+ C-e ¥  CecR.

O

Uloha 5.4. Reste y + 2ty = 2te ",

Reseni. Reseni HU: .

y=Ce", CcR.
Regeni NHU:
2 2
y=Ce " +t?e", CeR.

O

Domaci cviceni
Uloha 5.5. Najdéte obecné vesent linedrni diferencidlni rovnice:

1
Y 4 2y = t? + 2t. y:Ce_2t+Z(2t2+2t—1)



