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Kapitola 1

Elementarni metody reseni
obycejnych diferencialnich rovnic

1.1 Zakladni pojmy

V této kapitole budeme zpravidla (v souladu s velkou ¢asti literatury) ozna-
¢ovat nezavisle proménnou pismenem ¢.

Uloha 1.1.1. Najdéte funkci y = y(t), pro ni plati y' = 2t + cost.

Reseni. Podle definice primitivni funkce je hledanou funkci y(t) kazd4 funkce
primitivni k zadané funkci 2t + cost, tedy y = t*> +sint + C, kde C je (libovoln4)
integracni konstanta. O]

Uloha 1.1.2. Najdéte funkeci y = y(t), pro niZ plati y" = —y.

Reseni. 7 vlastnosti derivaci funkci cost a sint vidime, Ze uvedena rovnice je
splnéna naptiklad pro funkci y; = cost, také pro funkci yo = sint, ale rovnéz pro
y = Cicost + Cysint. O

Uloha 1.1.3. Najdéte funkciy = y(t), pro niZ plati y' = 1, pricemsz y(2) = 5.

Reseni. Nejprve si véimnéme jen rovnice 3’ = 1; vyhovuje ji kazd4 funkce y =
t+ C, kde C' je libovolna konstanta. Pouzijeme-li nyni uvedenou podminku, do-
staneme 5 = 2+ C, a z toho C' = 3. Takze funkce y = t + 3 vyhovuje jak uvedené
rovnici, tak zadané podmince. [l

To jsou 3 priklady diferencialnich rovnic.

Definice 1.1.4. Diferencialni rovnice je ndzev pro rovnice, kde nezndmou je
funkce a v niZ se vyskytuje alespori jedna derivace nezndmé funkce. Rad diferen-
cidlni rovnice, to je vad nejvyssi derivace nezndmé funkce v rovnici.



V nasich prikladech jde o rovnice 1., 2. a 1. fadu. V matematice i v aplika-
cich se pracuje s obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi, to jsou ty, kde neznama
funkce je funkci jedné nezavisle proménné a derivace neznamé funkce je obycej-
nou derivaci, a také s parcidlnimi diferencidlnime rovnicemi, kde neznamé funkce
je funkci vice proménnych a jeji derivace jsou tedy derivacemi parcialnimi.

Definice 1.1.5. Resenim (integralem) diferencidlni rovnice nazyvime kaz-
dou funkci, kterd po dosazeni vyhovuje na néjakém intervalu dané diferencidalni
TOUNICY.

Tak rovnice z prikladu 1.1.2 méa feSeni y; = cost, y, = sint, ale téz y3 =
5cost —sint, yy = C'sint (kde C je libovolna konstanta) a dalsi.

Definice 1.1.6. Obecnym resenim diferencidlni rovnice n-tého ridu nazyjvdme
to Tesent, v némz se vyskytuje n libovolnych konstant, ktere nelze nahradit mensim
poctem konstant.

Tak tfeba funkce y = C1C5sint neni obecnym feSenim diferencidlni rovnice
z piikladu 1.1.2, nebot lze polozit C' = C;Cy a v feSeni y = C'sint je uz jen jedna
libovolné konstanta. Uvedena rovnice ma obecné feSeni y = C; cost+ Cysint, ale
také tieba y = Asin(t — @), kde A, ¢ jsou libovolné konstanty.

Definice 1.1.7. Partikularnim resenim diferencidlni rovnice nazjvdme fe-
sent, které€ lze dostat z obecného Teseni tim, Ze za nékteré konstanty C volime
pripustné ciselné hodnoty.

V této kapitole se budeme dale zabyvat jiz jen obycejnymi diferencialnimi
rovnicemi 1. Tadu, které lze vyjadrit ve tvaru

y = f(t,y).

Reseni rovnice miize mit tvar explicitni, napiiklad y = ¢ + C, nebo implicitni,
napiiklad y — ¢t = C.

Definice 1.1.8. Méjme diferencialni rovnici y' = f(t,y) a ddle necht ty, yo jsou
libovolné dand redlnd cisla. Cauchyova pocateéni uloha znamend najit par-
tikuldrni tesend y(t) dané diferencidlni rovnice, které je definovana na néjakém
intervalu I (kde ty € I) a spliiuje podminku

y(to) = Yo
Tato podminka se nazyva Cauchyova pocatecni podminka.

Priklad Cauchyovy tulohy je v tloze 1.1.3.



Geometricky vyznam reseni diferencialni rovnice

Na obecné feseni diferencialni rovnice se miizeme divat jako na mnozinu funkci
s parametrem C'; tj. jako na mnozinu vsech partikularnich feseni. Grafem kaz-
dého partikularniho feseni je néjaka kiivka; nazyvame ji integrdlni krivka. Geo-
metrickym vyznamem obecného feseni je tedy jednoparametricka soustava car —
integralnich kiivek. Naptiklad obecné feSeni rovnice z tlohy 1.1.3 znamen4 (v pra-
vouhlém soufadnicovém systému s osami ¢, y) soustavu navzajem rovnobéznych
piimek y = ¢t 4+ C'. Partikularni feSeni dané Cauchyovou pocatecni podminkou
y(2) = 5 pak znamena tu pfimku soustavy, ktera prochazi bodem [2;5].

1.2 Zakladni problémy

Pti studiu diferencialnich rovnic vyvstavaji tyto problémy:

1.

Zda u dané diferencialni rovnice je viibec zarucena ezistence resent, které by
spliiovalo zadanou Cauchyovu pocatecni podminku, resp. za jakych pted-
pokladi na funkci f takové feseni existuje na néjakém okoli I bodu tg.

. Za predpokladu, Ze na intervalu I existuje partikularni feseni spliujici Cau-

chyovu pocatecni podminku, zda je zarucena jednoznacnost jeho urceni da-
nou podminkou, resp. za jakych predpokladt a na jakém okoli bodu t; je
tato jednoznacnost zarucena.

Jaky je pro danou Cauchyovu pocateéni tllohu nejsirsi interval, na némz
takové partikularni feseni existuje, resp. je urc¢eno zadanou podminkou jed-
noznacné.

Problémy existence a jednoznacnosti feseni jsou tedy jednak lokalni, jednak
globalni.

Urcit vlastnosti feseni, tj. jeho pribéh nebo ¢asti prubéhu, jako jsou ome-
zenost, nulové body, periodi¢nost a asymptotické vlastnosti (chovani Feseni
pro t — +o00, napiiklad tzv. stabilita Feseni).

Tento 4. problém lze tesit v podstaté dvéma zptlisoby:
A) Urcit (vypocitat) funkei, kterd je feSenim diferencidlni rovnice, a jeji
vlastnosti ziskat vysSetfovanim pribéhu této funkce;

B) Uréit potiebné vlastnosti feseni diferencidlni rovnice, aniz je tato rov-
nice fesSena, tj. uzitim vlastnosti koeficientti nachéazejicich se v rovnici
(tomuto se vénuje tzv. kvalitativni teorie diferencialnich rovnic).

V dalsich paragrafech této kapitoly se budeme zabyvat problémem 4A, tj.
uvedeme urc¢ité metody feseni vybranych typu diferencialnich rovnic, pricemz bu-
deme vzdy predpokladat, ze feseni dané diferencialni rovnice existuje. K tomu



jesté praktickd poznamka: Vime, ze primitivni funkce k funkci spojité sice exis-
tuje, ale primitivni funkce k funkci elementarni obecné uz neni funkce elementarni.
Dovedeme tedy v elementarnich funkcich integrovat jen vybrané typy funkci. Tato
vlastnost se prenasi i na diferencidlni rovnice, tedy i kdyz je funkce f(¢,y) vy-
jadfena elementarnimi funkcemi, dovedeme FeSeni rovnice 3y’ = f(¢,y) vyjadiit
pomoci elementarnich funkei jen u nékterych typu rovnic (algoritmy FeSeni pro
¢ast z nich uvadime v dalsich paragrafech).

Chceme-li tedy uspésné resit takové diferencialné rovnice, je treba:
— poznat, jakého typu je zadana rovnice,
— znat algoritmus feseni tohoto typu rovnic,

— spravné zvladnout potfebné vypocetni operace.

1.3 Separace proménnych

Tuto metodu lze uzit u rovnic, které lze prevést na tvar

(*) o(y)dy = (L) dt

(separace proménnych znamend, Ze na jedné strané rovnice je pouze proménna
y, na druhé strané pouze proménna t). Je-li y = u(t) néjaké feseni rovnice (*) na
intervalu J, pak pro ¢t € J je dy = u/(t) dt, takze plati p(u(t))u/(t) dt = ¢(t) dt a
je to identicka rovnost dvou diferenciala na J, tj. d®(u(t)) = d¥(t), kde funkce
®, ¥ jsou primitivni k funkcim ¢, ¥ (u nichz se zfejmé predpoklada napiiklad
spojitost). Proto plati ®(u(t)) = ¥(t)+ C. Znamena to, ze funkce u(t) jako FeSeni
diferencialni rovnice (*) vyhovuje soucasné rovnici

(%) O(y) =V(t)+C.

Toto tvrzeni plati i naopak, tedy kazda funkce y = u(t), kterd vyhovuje rovnici
(*x), spliiuje téZ rovnici (), jak plyne z derivace identity ®(u(t)) = ¥(t) + C.
Zaveér:

Funkce y = u(t) je FeSenim rovnice (x) pravé tehdy, kdyz vyhovuje rovnici
(x%); touto rovnici lze tedy vyjadfit obecné feseni dané diferencidlni rovnice ().

Uloha 1.3.1. Najdéte obecné fesent rovnice (1 + t)y' = t(1 — y).



Reseni. Tato rovnice je separovatelna, tj. 1ze v ni separovat proménné. Vyjadiime-

li 3/ jako %, lze rovnici upravit na tvar, kde proménné jsou jiz separované:
dy  tdt
1—y 1+t
pricemz pouzitd metoda vyzaduje pfedpoklady y # 1, t # —1. Odsud
dy tdt
1—y ) 14+t

Po integraci mame
—In[l—y|=t—In|l1+¢t+C,

kde C' je libovolna konstanta. V této chvili je dana diferencialni rovnice jiz v
podstaté vyfesena, vsechno dalsi jsou tpravy a kompletace feseni.

Ptedné, jsou-li v takto ziskané rovnici logaritmy, byva vhodné i integrac¢ni kon-
stantu vyjadrit jako logaritmus: C' = In C, kde (' je libovolna kladnd konstanta
(ztstava zachovano, ze C' je libovolnd konstanta). Rovnici

Injl+¢ —Injl—y|=t+InC;

odlogaritmujeme a mame

Polozime-li Cy = c% (Cy > 0 je pak také libovolné kladna konstanta), pak

1—y

— =+Ce’
1+1¢ 2¢
a z toho 1
) —t
- J_C
1+t 3€

kde C3 # 0, tedy
1-— Yy = Cgeit(l +t),

Yy = 1-— Cgeit(l + t),
coz je obecné FeSeni v explicitnim tvaru (ale jesté ne definitivnim).

Nyni se vratime k podmince (y # 1), kterou si vyzadala metoda feSeni, a
podivame se, zda jsme tim nezanedbali néjaké feseni. Tedy ovérime, zda y = 1 je
feSenim, tim, Ze tuto funkci dosadime do dané diferencialni rovnice:

L=(1+¢t)y =0, P=t(1-y)=0,

vvvvv

protoze je dostaneme, kdyz ve vyse uvedeném obecném feseni pripustime nulovou
hodnotu C'. Konec¢ny tvar obecného feseni je tedy

y=1+Ce (1 +1),
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kde C' = —C5 V0.

Podivejme se jesté na podminku t # —1. Pro t = —1 mame y = 1, tedy
vSechny integralni kiivky prochazeji bodem [—1; 1]. Uvédomime si, ze Cauchyova
uloha y(—1) = 1 neni Fesitelna jednozna¢né a napiiklad Cauchyova tloha y(—1) =
2 nema4 reseni. O
Uloha 1.3.2. Zndzornéte soustavu partikuldrnich feseni diferencidlni rovnice z
predchozi ulohy 1.5.1.

1.4 Uziti substituci

U nékterych typu diferencidlnich rovnic lze pomoci vhodnych substituci (trans-
formace neznamé funkce, ptipadné i transformace nezavisle proménné) preménit
tyto rovnice na separovatelné.

a) Rovnice typu v = f(at + By +7)
Uzijeme substituci z = at + By + v, odkud 2’ = a + By, tj. ¥ = %(z’ — ).
Po dosazeni do dané diferencialni rovnice a po upraveé dostaneme rovnici
2 =a+pf(z2),

v niz lze separovat proménné. Jezto pritom tuto rovnici délime vyrazem a+/5f(2),
musime vyloucit jeho nulovou hodnotu a nakonec ovérit, zda z rovnosti nule
nedostaneme dalsi feSeni dané rovnice. Nakonec se ovSem vracime k puvodni
promeénné.

Uloha 1.4.1. Reste rovnici iy =t + y.

Resenid. Zvolime novou nezndmou funkci vztahem z = t + vy, odkud 2’ = 1 + ¢/,
tj. vy = 2/ — 1. Po dosazeni do dané diferencidlni rovnice méame 2’ — 1 = z, neboli

2 =z+41.

Délenim této rovnice vyrazem (z + 1), kde z # —1, a ndsobenim dt provedeme
separaci proménnych, z niz
24+1=0C ¢,
neboli
y=Cre—1—1t,

kde C; # 0 je libovolnd konstanta. Rovnost z = —1 dava y = —1 — ¢, a to
je funkce, ktera (jak zjistime dosazenim do dané diferencialni rovnice) je rovnéz
feSenim. Obecné feseni je tedy

y=Ce —1—1t,
kde C' je libovolna konstanta. O]



b) Rovnice typu ¢y = F (%), tzv. homogenni rovnice

Této rovnici se rikd homogenni podle toho, ze funkce F' na pravé strané je tzv.
homogenni funkce. Uzijeme substituci z = %, odkud y = zt, tedy ¢y = 2 +t2'. Po

dosazeni do dané diferencialni rovnice a po tpravé dostaneme rovnici
Z't=F(z) — 2z,

v niz lze separovat proménné. Jezto pfitom tuto rovnici délime vyrazem F'(z) — z,
musime vyloucit jeho nulovou hodnotu a nakonec opét ovérit, zda z rovnosti
nule nedostaneme dalsi feseni dané rovnice. Nakonec se pak vracime k ptvodni
proménné.

Uloha 1.4.2. Reste rovnici 2tyy' = y?> — t2.

Reseni. Rovnici nejprve upravime na tvar:

y, _ yz . t2
2ty
a po déleni citatele i jmenovatele vyrazem ¢ dostaneme uvedeny tvar rovnice,
tedy
2
() -
/
y =
0¥
t
Nyni zvolime novou neznamou funkci vztahem z = %, odkud y = zt, tedy
21
y' = z+t2'. Po dosazeni do dané diferenciilni rovnice dostaneme z+t2" = 4 Sy
Y
a po separaci proménnych mame
2zdz dt
241t

Po integrovani a ipravach dostaneme integral dané diferencialni rovnice ve tvaru
(t—C)?+y*=C2%

Vidime, Ze obecnym feSenim je jednoparametrickd soustava kruznic se stfedem
v [C,0] a s polomérem |C/|. O



Obrazek 1.1: Jednoparametrickd soustava kruznic se sttedem v [C, 0] a s polomé-
rem |C|, dan4 rovnici (t — C)? 4 y* = C.

; ot + +
c) Rovnice typu y’ = f ( 1 By ’Y1>
aot + 52y + Y2
Ve zvlastnim pripadé, pokud determinant A = Zl gl ’ — 0 nebo 72 +42 =
2 D2

0, lze rovnici TeSit separaci proménnych s pripadnou ptredchozi substituci pro
rovnici homogenni. Je-li A # 0 a téZ 42 + 42 # 0, provedeme substituci, pii niz
transformujeme jak neznamou funkci y, tak nezavisle proménnou ¢:

Yy = z+4r

t = 7+s.

Koeficienty r, s volime tak, abychom pro neznamou funkei z(7) dostali rovnici
homogenni, tj. aby se vynulovaly absolutni ¢leny v ¢itateli i ve jmenovateli uvede-

d d
ného zlomku. Z transformacnich rovnic plyne dy = dz, dt = d7 (tedy d—j = qu)

a dand rovnice prejde na tvar rovnice homogenni:

r Oélt—i_ﬁly
y - f )
ot + [ay

pokud polozime

s+ ir+m = 0,
ags + PBor +75 = 0.

Jezto determinant této soustavy A # 0, existuje feseni r, s.



ot —2y —1

Uloha 1.4.3. Reste rovnici yf = ————.
2t—y+1
Resend. Nejprve fesime soustavu

9s —2r—1 = 0,
2s—r+1 = 0,

jejiz determinant soustavy je A = —1 #0; jer =7, s = 3. Substituce y = z + 7,
t = 7 + 3 transformuje rovnici na tvar

oT — 22 b — 2=
2 = neboli 2 = *
21 — 2 2-2
rovnice homogenni. PoloZime nyni - u(7), tj. 2 = ur. Z toho 2’ = u + u'r,
T
takze = g 2, .
u+u'T =" u’ odkud u’T:w.
2—u 2—u
Po separaci proménnych mame
2 — d
_ AT qu= _7-7
uw? —4u+5 T
nebo téz 5 A q
_ U7 qu= 94T
u?—4u+5 T

Po integraci mame
In(u? —4u +5) = —2In|7|+InC;, kde C;#0,

tedy

C
u2—4u—|—5:—2.
T

z -7
Jelikoz u = —, 2 =y -7, 7=1t—-3,jeu = —:Z 3 takze obecné Teseni dané
- _

diferencidlni rovnice lze vyjadrit funkci danou implicitné:

2
(y—7> ¥ Tl © kde C #0.




d) SniZeni Fadu diferencialni rovnice

Pokud v diferencialni rovnici n-tého ¥adu chybi y, ¢/,..., y™ 2, lze ji substi-
tuci z = y(™®1) pFevést na diferencialni rovnici 1. Fadu.

Uloha 1.4.4. Reste rovnici ty” + (t — 1)y’ = 0.

Reseni. V zadané rovnici 2. fadu chybi y, takZe polozime ' = z. Pak 3y’ = 2’ a

dana rovnice piejde na diferencialni rovnici 1. fadu
tz'+(t—1)z2=0
(snizili jsme Fad rovnice), kterou fesime separaci proménnych. Pro z # 0, t # 0
mame po separaci
dz 1-—t

— = ——dt
z t

a po integraci
Injz|=ln|t| —t+1InC], kde C]>0.

Po upravach analogickych jako v loze 1.3.1 dostavame obecné feSeni upravené
rovnice

z=te ' CY

a z toho po navratu k ptvodni proménné
/ /. —
y = Clte ™,

kde C{ je libovolna konstanta. Po navratu k ptivodni proménné y mame y' =
Clte™, tedy y = C [te™" dt, odkud pouzitim metody per partes dostaneme

Yy = Cl<t -+ 1) e*t +CQ,
kde C7, Cs jsou libovolné konstanty. n

Vidime, Ze zde obecné feseni diferencidlni rovnice 2. fadu skuteéné zavisi na
dvou integracnich konstantach.

1.5 Linearni diferencialni rovnice 1. radu
Linearnt rovnice je rovnice tvaru
(nlr) y +p(t)y = q(t).

Funkce ¢(t) se nékdy nazyva pravd strana. Pokud pravéa strana neni identicky
rovna nule, mame linearni rovnici nehomogenni, v opacném piipadé mame rovnici

(hir) y' +p(t)y =0
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homogenni. Pokud v (nlr) i (hlr) je p(t) jedna a taz funkce, nazyva se (hir)
prislusna homogenni rovnice (tj. prislusnd k dané rovnici nehomogenni).

Linearni rovnice jsou velmi dilezité. Jednak na né vede fada vyznamnych
praktickych problému (chemické reakce, mnoZeni bakterii, radioaktivni rozpad,
ochlazovani téles ad.) a jednak lze nékteré jiné typy rovnic fesit tak, ze je trans-
formujeme na rovnice linearni.

Existuje nekolik metod, jak fesit linedrni rovnice; lze je naptiklad Tesit i vzor-
cem. Prakticky se dava prednost pouziti nékteré z aktivnich metod, slouzicich
jinak i k odvozeni onoho vzorce. Nejznaméjsi je metoda variace konstanty. Tato
metoda spociva ve trech krocich:

Metoda variace konstanty:

1. Nejprve fesime (separaci proménnych) piislusnou rovnici homogenni a obecné
feSeni zapiSeme s integracni konstantou K.

2. Reseni nehomogenni rovnice hleddme v tomtéz tvaru, kde viak K = K(t)
je funkce (odsud i nazev metody: z konstanty ,se stane“ funkce). Dosadime
tedy funkci vypoctenou v bodé 1 do dané nehomogenni rovnice a dostaneme
rovnici pro neznamou funkci K'.

3. Integraci vypoc¢teme K (t) (s integracni konstantou C') a dosadime je do
funkce vypoctené v kroku 1.

Postup pri feSeni linedrni rovnice metodou variance konstanty si ukdzeme na
prikladeé.
Uloha 1.5.1. Urcete obecné teseni diferencidlni rovnice y' =t +y (viz priklad
1.4.1).
Reseni. Danou rovnici lze zapsat ve tvaru vy’ — y = t, prava strana je ¢, prislusna

rovnice homogenni je iy —y = 0.

y 7 v /. v v v 7z 7’ . 7’
1.y = s tedy separaci proménnych pii feSeni homogenni rovnice méame
Y NI (s v v 1w . ,
— = dt, z ¢ehoz dostavame obecné feseni prislusné rovnice homogenni ve
Y
tvaru y = K - e'.

2. Toto Teseni dosadime do dané nehomogenni rovnice s tim, ze K = K(t) je
funkce. Proto po dosazeni mame

K . e+K.e—K- e =t
dva ¢leny s K se rusi (a to vzdy!) a mame

K =t-et.
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3. Integrujeme:
K = /te_t dt = [metoda per partes] = C —t-e " —e".

Toto vypoctené K dosadime do rovnice y = K - e! a dostdvame
y=(C—t-e'—e")-e.
Obecné feseni dané nehomogenni rovnice je tedy

y=0C-e —t—1.

O

Poznamka 1.5.2. Pro C = 0 odsud dostavame partikuldrni vesSeni Y = —t — 1.

Vidime, Ze obecné reseni nehomogenni rovnice je rovno souctu obecného resent
prislusné rovnice homogenni a partikuldrniho Tesent dané rovnice nehomogennni.
Tento poznatek plati pro linedrni rovnice obecné.

Bernoulliova rovnice

je rovnice tvaru
Y +pt)y =q(t)y™, kde m#1, m#0.
Transformaci neznamé funkce y lze tuto rovnici prevést na rovnici linearni.

Postup pri feSeni Bernoulliovy diferencialni rovnice:

1. Rovnici délime ¢initelem y™ (pro m > 0 je funkce y = 0 feSenim Bernoulli-
ovy rovnice, pfidame je k vysledku nakonec):

ym ym
y/
2. Provedeme substituci T =2z, 1) — = 2. Pak do rovnice dosa-
yme ym 1—m

dime a dostaneme tak linedrni rovnici
2+ (L=m)p(t)z = (1 —m)q(t).
3. Resime tuto linearni rovnici s neznamou funkei z.

4. V ziskaném feseni se vratime k ptivodni proménné dosazenim z =
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Uloha 1.5.3. Urcete obecné fesend diferencidlni rovnice y'+y = t\/y (proy > 0).

Reseni. Provedeme déleni dle bodu 1:

yl
— 4+ y=t.

VY
Substituci /y = 2z dle bodu 2 prejde tato rovnice v rovnici linearni
22+ 2=t (2>0).
Obecné feseni prislusné rovnice homogenni je
_1y
z=Ke 2
a metodou variace konstanty dostaneme
K=0C+te?! —2e%t,
takze .
z=Ce 2"+t -2

a je tim naplnén bod 3.
Dle bodu 4 polozime z = ,/y a po umocnéni mame vysledné obecné feseni ve
tvaru

_ “l o)
y=(Ce 2"+t —2) .

1.6 Ortogonalni a izogonalni trajektorie

Diferencialni rovnice dané soustavy car

P1i teseni diferencialnich rovnic 1. fadu dostavame jako vysledek obecné te-
Seni, coz je vlastné jednoparametrickd soustava ¢ar (integralnich kiivek) s pa-
rametrem C (viz 14.1). Ptdme se nyni naopak, jak k dané jednoparametrické
soustavé Car nalézt diferencialni rovnici, pro niz je dana soustava Car soustavou
grafti partikularnich feseni. Takovou diferencialni rovnici pak nazveme diferenci-
alni rovnice dan€ soustavy car. Zacnéme prikladem.

Uloha 1.6.1. Najdéte diferencidlni rovnici soustavy kruznic, které se v pocdtku
O pravouhlé soutadnicové soustavy Oty dotykaji osy t.

Reseni. Kazda kruznice, ktera se v bodé O dotyka osy t, ma sviij stfed na ose v,
S =0, pl, a jeji polomér r je r = |p|, p # 0. P¥islusné rovnice je
2+ (y—p)?*=p
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-3 =2

Obréazek 1.2: Jednoparametrickd soustava kruznic se stfedem na ose y, dotykaji-
cich se osy t v pocatku.

neboli
t? +9y? —2py = 0.

Je-1li y(t) partikularnim FeSenim piislusné (hledané) diferencidlni rovnice, pak
predchozi rovnici kruznice vyhovuje identicky pfi urcité hodnoté parametru p.
Proto i derivace je splnéna identicky. Derivujeme podle t:

2t +2yy —2py' =0
a vylou¢ime z téchto dvou rovnic parametr p (napifiklad 1. rovnici nasobime ¥/,
druhou rovnici —y a se¢teme). Po upravé mame
)2ty
¥y = 2 — 2

a to je hledana diferencialni rovnice zadané soustavy kruznic. O

Stejné postupujeme i v jinych pripadech. Necht je dané soustava ¢ar vyjadiena
implicitni rovnici F(¢,y,p) = 0, kde p je parametr. Pro riizné p tak dostavame
ruzné ¢ary dané soustavy, tedy na dané ¢are je p konstantni a y = y(t). Derivace
podle t tak dava

F + Féy’ = 0.

Soucasné vsak pro kazdou ¢aru soustavy plati F'(¢,y,p) = 0 a odsud plyne nésle-
dujici:

Postup pro urceni diferencialni rovnice dané soustavy car:
1. Implicitni rovnici F(t,y,p) = 0 dané soustavy ¢ar derivujeme podle ¢ s tim,
ze
y=y(t): F/+ Fy =0.
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2. Zrovnic F} + Fjy' = 0 a F(t,y,p) = 0 vylou¢ime parametr p a dostaneme
tak hledanou diferencialni rovnici (1. fadu).

Ortogonalni trajektorie

Definice 1.6.2. Ortogondlni trajektorie soustavy car F(t,y,p) = 0 je krfivka,
ktera kaZdou caru dané soustavy protind pod pravym uhlem.

Také ortogonalni trajektorie vytvareji (jednoparametrickou) soustavu ¢ar.

Postup pri uréovani ortogonalnich trajektorii
1. Sestavime diferencialni rovnici dané soustavy car.
2. Vytvofime diferencialni rovnici ortogonalnich trajektorii.
3. Resime tuto diferencidlni rovnici ortogonélnich trajektorii.

ad 2: Je-li y = f(t,y) diferencidlni rovnice dané soustavy ¢ar, znamend f(¢,y)
smérnici te¢ny k té kiivce soustavy, kterd prochazi bodem [t,y]. Jezto thel
dvou kfivek je definovan jako thel jejich tecen v pruseciku a jezto smérnice

-1
k1, ko dvou navzajem kolmych piimek jsou ve vztahu k; = T plati pro
kazdou ortogonalni trajektorii
, 1
Y = 7
ft.y)

a prave toto je tedy diferencidlni rovnice ortogonalnich trajektorii.

Uloha 1.6.3. Najdéte ortogondlni trajektorie soustavy krusnic, které se v pocdtku
O pravouhlé souradnicové soustavy dotykaji osy t.

Reseni. Nejprve uré¢ime diferencialni rovnici dané soustavy éar; podle piikladu 1.6.1
je to

/ 2ty
Yy = 152—2
-y
Diferencialni rovnice ortogonalnich trajektorii je tedy
y, _ y2 _ t2
2ty

Resime-li tuto diferenciélni rovnici, dostdvdme (viz piiklad 1.4.2) obecné feSeni
ve tvaru

(t—C)? +y*=C2%
Tedy ortogonalnimi trajektoriemi k zadané soustavé kruznic je opé€t soustava
kruznic a to takovych, které se v pocatku souradnicové soustavy dotykaji osy y:
stfed maji v bodé [C, 0] a jejich polomér je |C], kde C' # 0 je libovolna konstanta
(hodnota parametru). O
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Uloha 1.6.4. Vysledek predchoziho prikladu si graficky zndzornéte.

Izogonalni trajektorie

Definice 1.6.5. Izogondlni trajektorie soustavy c¢ar F(t,y,p) = 0 je kiivka, kterd
kaZdou c¢dru dané soustavy protind pod zadanym uhlem .

Je-li smérovy thel tecny v daném bodé kiivky soustavy roven «, je smérovy
thel tecny izogonalni trajektorie v jejich priseciku roven a + ¢ nebo a — p. K
dané soustavé car lze tedy uvazovat dva systémy izogonalnich trajektorii.

Postup pri urcovani izogonalnich trajektorii

je stejny jako pro ortogonalni trajektorie, lisi se jen v provedeni bodu 2. Di-
ferencialni rovnice izogonalnich trajektorii jsou tvaru

, flty) gy

T Ly tee

Jezto smérovy uhel izogonalnich trajektorii je 8 = a % ¢, je smérnice tecny (a
tedy y') rovna tg 3 a vySe uvedeny vzorec plyne ze vzorce pro tg(a £ ¢).

1.7 Uziti diferencialnich rovnic

Ochlazovani téles

Ma-li néjaké téleso teplotu y, ktera je vétsi nez teplota n jeho okoli, ochlazuje
se, a to tim rychleji, ¢im je rozdil y — n téchto teplot vétsi. Podle fyzikalniho

d
vyznamu derivace je rychlost ochlazovani télesa rovna TZZ’ kde t je ¢as. Koeficient

a (> 0) imérnosti zavisi na materidlu télesa a na prostiedi. Pfedpokladame-li, Ze
ochlazovanim télesa se nezvysuje teplota jeho okoli, dostavame vztah

dy
E - _a’(y - 7])7

d ) .
“ na pravé strané je tu proto, ze je Ki < 0, nebot jde o

kde znaménko ,—

ochlazovani. Separaci proménnych dostaneme

dy
y—n

= —adt,
odkud, po integraci a ipravé mame obecné Teseni

—at

y=n+Ce™™,
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kde pro y > n je C' > 0 libovolné konstanta. Partikularni feseni, které spliuje
pocatecni podminku y(to) = vo, je

—at

y=n+(yo—n)e

Lehce zjistime, ze stejny vztah plati i pro ohfev télesa, tj. pro pripad, ze yo < 1.

Zakon radioaktivni premény

Atomy radioaktivni latky se rozpadaji tak, Ze rychlost rozpadu v okamziku
t je pfimo imérna poctu atomt N (t) pfitomnych v okamziku t. Pocet atomu je
pfirozené ¢islo, tedy v realité neni funkce N (t) spojita. Ukazuje se vSak, ze kdyz
povazujeme funkci N () za spojitou (dokonce diferencovatelnou) funkci, odpovida
model procesu realité velmi presné (pro velké N se N(t) chova témét jako spojita
funkce). Plati tedy
dN
dt
kde koeficient timérnosti A > 0 (pfeménova konstanta) je zakladnim charakteris-
tickym ¢islem pro kazdou radioaktivni latku. Znaménko ,,—* opét souvisi s tim,
ze rychlost je zaporna (atomt ubyva). Je-li poet atomt na pocatku procesu (v
Case 0) roven Ny, tj. za pocateéni podminky N(0) = Ny dostdvame FeSeni dané
diferencidlni rovnice radioaktivniho rozpadu ve tvaru

= —AN(1),

N (= N(t)) = Noe ™.

Polocas rozpadu 7', tj. dobu, v niz se pivodni mnozstvi atomti N, snizi na polo-
vinu, dostaneme ze vztahu
1 —AT
N(T>:§N0:Noe s
In2 In 2

tedyT: T s )\: T, takie

N = Nye +? (: Noz—%> .

MnoZeni organizmii
a) v neohrani¢eném Zivném prostredi

Jestlize kolonie organizmt (napiiklad kultura bakterii) Zije v neohrani¢eném
zivném prostiedi (za dostatku potravy i prostoru), pak se rozmnoZuje rychlosti,
ktera je v kazdém okamziku ¢ pfimo imérna poctu x téchto organizmi. To dava
diferencialni rovnici

dx

E = CZSE(t),
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kde koeficient a > 0 je zavisly na druhu organizmt a prostiedi, v némz ziji. Je-li
na pocatku v procesu xg organizmi, vede dana diferencialni rovnice k feseni

v =x(t) = zge”

(exponencidlni rist, populaéni exploze).

b) s vnit¥ni konkurenci

V realnych prirodnich podminkach vsak probiha konkurenéni boj uvnitt popu-
lace pro nedostatek mista a potravy, rovnéz pti velké hustoté organizmt dochazi
ke snadnému prenosu infekci, atd. Hledejme zakon vyvoje poctu zivych jedinct
v kolonii za téchto podminek.

Ozna¢me z(t) rozsah populace v ¢ase t. Za dobu At ptfibude Az organizmi,
pricemz je do Ax tfeba zapocitat:

— skuteény prirtstek k- xAt (je pfimo imérny poctu jedincti v daném éasovém
intervalu),

— ubytek h(z, At) jako disledek vnitini konkurence.

Je tedy
Ax = kxAt — h(x, At).

Ukazuje se, ze konkurence roste tmeérné k poctu vzajemnych setkani jedinct
kolonie. Pocet setkani jedince s ostatnimi ¢leny kolonie je imérny poctu setkani
x jedinct s ostatnimi z — 1 jedinci, tedy souéinu z(x — 1), a délce ¢asového
intervalu. Proto

h(z, At) = Ax(z — 1)At.

Odsud
Az = kxAt — \x(z — 1)At = KxAt — \x®At,
takze A
Ki = Kz — \z2.

Opét abstrahujeme od toho, ze jde o celoc¢iselné jevy, a prejdeme k limité pro

At — 0: q
T::Kx—)\ﬁ,

a to je hledany zdkon vyvoje poctu organizmi s vnitini konkurenci (ve tvaru
diferencialni rovnice).

Jde o zvlastni pripad Bernoulliovy diferencialni rovnice, kterou lze fesit sepa-
raci proménnych:

dx

(K — M) dt.
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Zlomek na levé stran€ rozlozime na parcidlni zlomky

1 A B

(K — \z) T TR

1 A
odkud A = 72 B = T Po integraci mame
1 A 1
In—" — = Kt+InC
Ko nhe
a z toho .
= Kt
K —\x ¢
takze obecné fesSeni je
KC ekt
r=-———.
1+ ACeM

Je-li v case 0 v kolonii x( organizmi, je

Zo 1 K
——— =(C,odkud — = — — L.
K- PTNNC T Ao
Oznacime N M V obecném fesSeni rozsifime zlomek vyrazem ;\% a dosa-

1 . . .
dime za I\eh Po upravé dostavame zakon vyvoje poctu organizmi v kolonii ve

tvaru
T oKt

W — T + xoeKt

T =

Vidime, Ze pro t — +o0 je  — u (nikoli © — 400 jako u neohrani¢eného rtistu).
Grafem tohoto zakona je tzv. logistickd krivka. Vidime, ze primka x = u je jeji
asymptotou.

Populace organizmt s vnitini konkurenci neroste tedy neohranicené, ale ne-
prekroci ur¢itou mez p. VySetfovanim priubéhu funkce mtizeme zjistit, Ze rist je
nejprve progresivni (tj.graf je konvexni) — pii malém poctu organizmi v kolonii
jesté vnitini konkurence nebrani rozvoji. Po dosazeni inflexniho bodu zac¢ne byt
rust degresivni (graf je konkavni), konkurence se uplatiuje stale silnéji, rozvoj se
zpomaluje, az prakticky ustane.

Tak se muze matematicky model vytvoreny diferencialni rovnici stat jednim
z prostfedkl analyzy chovani komunit organizmi.

— % —
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