ReSeni tlloh na doméaci procviceni

1 Reseni homogennich diferencialnich rovnic

Opét je tfeba pripomenout, Ze nejdilezitéjsi je rozpoznat druh diferencialni rov-
nice, znat postup Teseni tohoto typu DR a nasledné jej umét pouzit. Vyjadreni
(Gprava) FeSeni (zejména pokud nejde o vyjadieni explicitni) je zalezitost ,dru-
hotna“. Proto ,Vase“ feseni nemusi vzdy odpovidat uvedenému fesSeni.

Uloha 1.1. Najdéte obecné reseni homogenni diferencidlni rovnice:
(t+y)dt—(t—y)dy =0 [arctg%:ln\/t2+y2+(]]

Reseni. Tvar ze zadani (t +y)dt — (t — y)dy = 0 upravime na zakladni tvar:

dy t+vy dy 1+7¢
— =, atedy —=—p
At t—y at 1-1¢
kde je tieba splnit podminku ¢t —y # 0, tedy y # t.!
Jde tedy o homogenni rovnici, u které provadime substituci

z:%, =y, LJt+z=1y.
Dosadime
1 1 1 — 2 1 2
Jt4 2= +Z, Jt= +Z—z, 2t = tz Z+Z, = +Z,
1—2z 1—=z 1—=2 1—2z

¢imz dostavame rovnici vhodnou k separaci proménnych:

dz 1+ 22 1—2z dt
—t= , dz = —,
dt 1—2 1+ 22 t

kde podminka 1+ 22 # 0 je automaticky splnéna, nebot 1+ 22 > 1.
Integrujeme:

1— 1 1 2
[lian [ [ 1 L g
14 22 t 1422 2 ) 14 22 t

1
arctgz—51n|1+z2‘ =Inlt|+C, CEeR,

1Zde provéiime situaci y = t. Dosadime do pfivodniho zépisu:
L=(+t)dt—(t—t)dy=2tdt —0dy =2tdt # 0 = P,

tedy nejde o TeSeni.



1
arctg z = §ln(1 +2)+Inft|+C, CEeR,
arctgz =InvV1+z22+Inlt|+C, CeR,
arctgz = In [\/1 + 22 |t|} +C, CeR,

arctgz:ln[ (1+z2)-t2] +C, CeR.

Po dosazeni ze substituéni rovnice:

arctg J = In [\/<1 + (%)2> 2

Poznamka: Obor hodnot funkce arctg je (—g; g), coz je tieba zohlednit i na pravé
strané. [

+C, CeR

Uloha 1.2. Najdéte obecné reseni homogenni diferencidlni rovnice:
(t* +ty + y*) dt = * dy [y =ttg (InCt)].
Reseni. Tvar ze zadani (t* + ty +y*)dt = t*dy upravime na zakladni tvar:

2
dy P Hty+y dy _1+§+ (1)

a ted
dt 2z T 1
Jde tedy o homogenni rovnici, u které provadime substituci
z= %, =y, Ft+z=1".

Dosadime
dt4z=142+22 Zt=14+z+22—2 Zt=1+ 22

¢imz dostavame rovnici vhodnou k separaci proménnych:

dzt 1422 dz dt
- 1 = z —
dt o142t

kde podminka 1+ 22 # 0 je automaticky splnéna, nebot 1+ 22 > 1.
Integrujeme:

d dt
/1+222 =0 arctgz =In|t|+InC, C >0

arctgz =InC'|t| | tg, z=tglnCt.

Po dosazeni ze substituéni rovnice:

%:tglnC’\ﬂ, y=ttglnClt|, C > 0.

Poznédmka: Obor hodnot funkce arctg je (—g; g), coz je treba zohlednit i na pravé
strané.

Zde bylo mozno (oproti pfedchozimu ptikladu) explicitné vyjadiit Feseni y, a tak
jsme ,odstranili“ arctg pomoci k ni inverzni funkce tg.

]



Uloha 1.3. Najdéte obecné reseni homogenni diferencidlni rovnice:

2
)

y':t—2—2 [y —2t =Ct(y +1)].

- y2

Reseni. Tvar ze zadani ' = == — 2 upravime na vhodné&jsi tvar:

t2
d 2
d_ 1)y,
dt t
ze kterého je jiz vidét, Ze jde o homogenni DR, nebot na pravé strané je funkce v
proménné 4.
Provedeme substituci

z = =y, Ft+z=1y.

;a
Dosadime
/ /
dt+2=22-2, Ft=2>—2-2,
¢imz dostavame rovnici vhodnou k separaci proménnych:

dzt 9 5 dz dt
—t =z — z — - O O @o=-
dt o2 —z2-2 t’

kde podminka 22 — 2z —2 # 0 je splnéna pro z # —1 a z # 2, pfidemz funkce
z=—1a z =2 jsou feSenimi.?
Integrujeme:

/ = dt 1/dz+1/dz_dt
22—2—-92 3) 241 3) 2—2 ¢~

1 1
—§1n|z+1|+§ln|z—2|:1n|t|+ln01, C1 >0,

2 - 2|

1
—1In =InC|t], C; >0,
37 |2+ 1| 1l G
z — 2
ln3| =InCy|t], Cy >0,
|z + 1 IR
NIEE
=Ci|t], C1 >0,
z+1 1t !
42— 2
=C|t|, C1 >0,
z+1 It !
4]z —2
= (Cyot, C 0,
L1 > 7
CT2 o Gy £ 0
z+1 ‘
2Proz=—1médme L =0-t =0, P =0, a tak jde o feSeni. Po zpétném dosazeni dostdvame

Yy
t

Pro z = 2 je to obdobné: L =0-t =0, P = 0. Po zpétném dosazeni: ¥ = 2, y = 2t.

=-1,y=—-t

3



Do zépisu ,pfidame“ feSeni z = 2 (povolime nulu u integraéni konstanty):

z—2
=Ct*, C €R.
z+1
Zbyva pripsat TeSeni z = —1 a zpétné dosadit:

[Z_2=Ct3, C cR, z:—l],

z+1

I72 _ 0, CeR, y=—t|.
y+t

o

Sl

"2 0P, CeR, y—-—1
+1_ ) ) y_ I
t




