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1 Ciselné posloupnosti

Uloha 1.1. Zndzornéte graficky pronich pét clent posloupnosti:
2 1 n
an, =n’, b, =1+ —, cn = (—1)"n.
n
Resent.
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{an} = {1,4,9,16,25,...}, {b.} = {2,

a A . T
o d 1+ -

1.1 Omezenost posloupnosti

Uloha 1.2. Urcete, zda jsou ndsledujici posloupnosti ohraniceneé:

ay, = ———, b, = 3sin(n® + 1).



Reseni. Snazime se omezit n-ty ¢len a tim i celou posloupnost:

o1,
n n

|an| =

a tedy posloupnost {a,} je omezend, nebot
—-1<a,<1, neN.
Podobneé:
|b,| = [3sin(n® + 1)| = 3|sin(n® + 1)| < 3-1 =3,
nebot
—1<sinz <1, z€R, atedyi —1<sin(n’+1)<1, neN.
Takto je posloupnost {b,} omezena, nebot

-3<b,<3, nel.

1.2 Posloupnosti aritmetické a geometrické

Uloha 1.3. Zjistéte, zda jsou ndsledugici posloupnosti aritmetické:

o+ 1
o, =22 =t
3 n—+1

Regend. U aritmetické posloupnosti musi byt rozdil (n+1). a n-tého ¢lenu konstantni
pro vSechna n € N.

Pro a,, = 2 — § mame

54 3 2
{QN}_{§7§7§7§V'-}’

takZe z prvnich nékolika ¢lenti bychom mohli usoudit, ze jde o AP, ale pro dtikaz
potfebujeme konstantni diferenci dokazat obecné pro n € N:

n+1 n 1
(d—)an+1—an—(2— 3 )-(2—§>——§, n € N.

Posloupnost {2 — %} lze tedy zapsat ve tvaru

@n:a1+(n—1)d:§+(n—1) (—1> :§—(n—1)§.

Pro b, = 22£L mame

n+1
2n+1 3579

Zde jiz muzeme vidét problém, nebot

5 3 10-9 1 7T 5 21-20 1
by —bj==——-=——"=—, byg—by=-—-= =,
3 2 6 6 4 3 12 12
a tak diference neni konstantni a nejde tedy o AP. O



2 Limity posloupnosti

Uloha 2.1. Dokazte z definice, e lim c = c, kde c € R.

n—-+o0o

Resend. Definice limity posloupnosti:

lim a,=a<Ve>0 dnygeN tak,ze YneN: n>ny = a, € U(a,e).

n—-+oo
Upravime pro nasi situaci (a,, = ¢, n € N):

lim c=c&Ve>0 dngeN tak,ze VneN: n>ng = ce€U(ce).

n—-+o0o

Vzhledem k tomu, Ze podminka ¢ € U(c,¢), neboli ¢ — e < ¢ < ¢ + ¢, je splnéna
automaticky, ng existuje vzdy a dokonce ng = 1. ¢ je tedy limitou konstantni po-
sloupnosti {c}. O

. 1
Uloha 2.2. Dokazte z definice, Ze lim — = 0.

n—-4oo N

Resend. Definice limity posloupnosti:

lim a,=a<Ve>0 InygeN tak,ze YVneN: n>ny = a, € U(qg,¢),

n—-+o00

neboli

lim a,=a<Ve>0 dngeN tak,ze VneN: n>ny = |a, —al <e.

n—-40o

, e . . 1 .
Upravime pro nasi situaci (a, = -, n € N):

1 1
lim —=0&Ve>0 dngeN tak,ze VneN: n>nyg = |——0

n—+oo N,

<e,

tedy

1 1
11T—:0@v5>0 dng € N tak,ze VneN: n>ng = —<e.
n—+oo N n

Resime tedy nerovnost

1 1
—<ee=En > —.
n €

7 podstaty nerovnosti n > % lze vyvodit, ze pro dané € > 0 je splnéna od urcitého
ng, napriklad:

1 1
¢ = — dostaneme n > 4 = 10, a tedy ng = 11,

10 T
1 1
¢ = —— dostaneme n > —— = 1000, a tedy ny = 1001.
1000 1000
Tim je dano, ze 0 je skutecné limitou posloupnosti {%} O]

Uloha 2.3. Diskutujte limitu lim n®, kde a € R.

n—-+00



Reseni. Jde o tilohu s redlnym parametrem . Vysledna limita (jeji existence, popii-
padé hodnota) zavisi na tomto parametru. Musime zjistit, jak se chova pro kazdou
hodnotu a € R. V pfedchozim prikladu jiz mame popsano chovani pro a = —1
(limy, 400 = = 0) a z podstaty i pro @ = 1 (lim,,_.4oon = 00). Déle ...

+oo , a>0;
lim n% = 1, a=0;
e 0 , a<O.

]

Uloha 2.4. Urcete, jakym zpisobem se chovd pro libovolné k,l € N ndsledujict
limita:
. apn® + ap_ 14 4 an + ag
n—-+o00 bml + bl_lnl_l + 4 bln + b() ’

Resend. Nejprve provedeme vypocet pro tii typické pitklady (k <1, k=1, k > [):
k<l

. 2n*—n+5 +o00—00+5 Conr2-r+ 5
lim —MM — — = = - — lim TRAMR:
n—4oo hnt — 2n + 1 +00 =00+ 1] 4 notoont(5— 3 +m)
L 2—G+ 2-0+0
= lim 5 —~ = =0
n—+00 n2(5—m+m) —|—OO(5—0+0)
k=1
) n>—n-+5 +o0o—00+5 oon?2-1+3)
im ——— — — | = = - — lim n
n—oo 5n? — 2n + 1 +o00—o0+1 nedef. n—+oo n2( - +ﬁ
2=y 5 20407 2
= lim 5 = = ==
k>l
. 2n*—n+5 +o0o—00+5 n*(2— 5%+ 3)
hm 2— = D — — 1m 5 5 1
n—>+005n _2n+1 +OO—OO+1 nedef. n—>+oon(5_z+m)
. n*2— 5+ a)  [+oo(2—0+0)
= lim 5 T =
n—+00 5—54—? 5—0+0
2 2
= g(+oo) :sgng(+oo):—|—oo.

Obecné tedy muzeme zapsat, ze:

(0, prok<l,

- aknk + ak_lnkfl + - t+an+ag _ C[];_f’ pro k = l’

n—+oo bnt+b_nt=1 4 - 4+ bn + by
(sgn %) (+00), prok > 1.
L I




o . 2_9n+3_3‘314+3n+5
Uloha 2.5. Vypoctéte nl—lgloo 3205 1 6. 30+ 4 3

Resent.
2 X 9n+3 _ 3 A 314 _|_ 3n+5 32(n+3) (2 _ 3(1+14)7(2TL+6) _|_ 3(n+5)7(2n+6))
lim = lim
n—o+too 3205 4 §.3n+l 4 3n n—-too 32n—5 (1 +2. 31+(n+1)—(2n-5) + 3n7(2n75))

) 38 (2 _ 3—2n+9 + 3—n—1)
= lim
n—+oo 1 - (1 + 2.3 7 37"+5)

_[3%(2-0+0
N 1+0+0

] =2.3%=13122.

. — (=" 1
Uloha 2.6. Vypoctéte lim [n = (=1)"10] (n + )
n—+o0 n?+5

Reseni. Pro dostatecné velkd n je vyraz v absolutni hodnoté kladny, a tak pii vy-

poctu limity pro n — +oo nebude mit aplikace absolutni hodnoty zadny vliv. Ne-
musime s ni tedy pocitat:

lim In — (—=1)"10] (n + 1) ~ im (n—(=1)"10)(n + 1)‘

n—-+o0 n?+5 n—+o00 n2+5

Clen (—1)" zptisobuje jistou oscilaci. My si s ni poradime vyuzitim véty o tfech
limitach nasledujicim zptsobem:

b, < n, <
(n—10)(n+1) (n—(—1)"10)(n+1) (n+10)(n+1)
s S 75 < s
kde 2 g 0
lim b, = lim — 0
n—-+00 n—-+4o0o n2 +5
a zaroven
, o n?4+1ln+10
lim ¢, = lim —— =1,
a tak 1
— (=1)"10 1 — (=1)"10 1
et ) e e Vi O e VY
n—-+o00 n—-+oo n2 +5 n? +5

1+3+5+---(2n—1
Uloha 2.7. Vypoctéte lim RS j (2n )
n—-+00 n*+1

Resend. V ¢itateli mame soucet prvnich n lichjch é&isel. Lich4 ¢isla tvoii aritmetickou
posloupnost s diferenci 1 a prvnim ¢lenem také 1. Jedna se tedy o soucet prvnich n
¢lent aritmetické posloupnosti:

1
Sp = §n(a1 +a,) = g(l + (2n — 1)> =n?

Vyraz v limité tedy mizeme prepsat a dopocitat:
14+3+54---(2n—1) n2

n—-+o00 n?+1 n—too n? + 1




2.1 Limity s n-tymi odmocninami

Pouzivame ,tabulkové“ limity (pro a > 0) lirf Ya=1a lim n=1.

n—-+o0o

21/ % — V2n
Uloha 2.8. Vypoctete n1—1>13—1cx> W

Reseni. Nejprve vypocteme diléi limity:

a1
1. lim — =1,
n—-+00 10

nebot (a) = 15 > 0.

2. lim V2n= lim V2 -n=[1-1=1.

n—-+00 n—-+o0o

3. lim "&/n= lim n’%ﬂ: lim n» = lim (nflt>2: lim (%)2: [12}

n—-+o0o n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o n—-+o0o
1.
1 1 3
. . 1 . 13\2 .
4. lim %/n= lim nZ = lim <nn> = lim Un = [\/ﬂ =1
n—-+00 n—-+00 n—-+00 n—-+o0o

Dohromady tedy dostavame:

. 2{/%5—V2n o117 1
im = =
n—too "+ X/n 141

2.2 Limity a ¢islo e

n—-+o00

1 n
Zde vychazime z definitorické limity:  lim <1 + —) =e.
n

1 n+25
Uloha 2.9. Vypoctéte lim (1 + —) .
n

n—-+400
Resend.
1 n+25 1 n 1 25
(142 = (1) (16 2) = ) =
n—-+0oo n n—+o0o n n

Uloha 2.10. Vypoctéte lim (n—|—5) .

n—-4oo n

Resent.

n n 1 n 1 n
lim <”+5> — lim <1+§> — lim (1+g> — lim (1+E>
n— 00 n n—-+00 n n—-+00 5 n—-+00 5

1\57 1\ 5 i
= lim (1 + ;) = lim (1 + g) = [65} =e’.
n—-+4oo g n—-+o0o g

Obecné plati (pro a € R): lim <1 + ﬁ) = e




2.3 Limita ,slozené“ posloupnosti

2a" + 1
@+ ] }; diskutugte rizné pripady

Uloha 2.11. Vysetrete limitu posloupnosti {
pro cislo a € R.
Reseni. Nejprve predvedeme diléi limitu:

( 400, proa>1,

1, proa=1,
hrf a"=< 0, pro |a] <1,
neexistuje pro a = —1, (osciluje mezi — 1 a 1)

| neexistuje pro a < —1, (osciluje a |a"| — 4o0.

S vyuzitim téchto skutecnosti miizeme pfrejit k ptivodni limité:

;

2, proa>1,
2, pro |a|] > 1,
nedefinovano pro a = 1, )
2"+ 1 nedefinovano pro a = 1,
lim =< —1, pro |a| <1, =
n—+oo a — 1 —1, pro |a| <1,
nedefinovano pro a = —1,
nedefinovano pro a = —1,
[ 2, proa< —l

nebot napiiklad pro |a| > 1 dostdvame:

. 2a"+1 . 2a"+1 a2+ )
lim = lim = lim —————%<%
netoo @ =1 jafoteo a? — 1 fa'—too a® (1 — )
1
S < L
jal" 400 (1= &) [1-0

Uloha 2.12. Diskutujte limity:

. log,n
e lim ;
n—-+4o0o n
. n®
e lim —

log, n

e lim
n—-+4oo n

=0 pro a > 1;

67

n
e lim — =0proa€Raa>1 (pfipadnéia < —1, tedy dohromady |a| > 1);

n—+4oo @



n

. a
e lim — =0proac€R,
n—-+oo N°

Uloha 2.13. S vyuZitim vzorce a®> — b? = (a — b)(a + b) vypoctéte

a) lim (\/n—l—l—\/n—l);

n—-+4oo
1
b) lm ————.
) n—toon — /N2 —n
Resent.

ad a) nl_l)I_‘I_loo(\/n +1—+/n—1) =[oo — oo, tedy nedef.]
Vn+l4++vn—-1 i (Vn+1)% - (vn—1)?

= lim n+1l—vn—1)- = lim
n—1>+oo(\/ v )\/n—|—1+\/n—1 n—too  \/n+1++/n-—1
= lim (n—{—l)—(n—l): im 2 :{ 2 :0}:0.
n—otoo\/n+1+y/n—1 noteoy/n+1+/n—1 00 + 00
) 1 1
ad b) lim = , tedy nedef ]

n—toon —/n2 —n 00 — 00
I 1 n+vn:—n i n+vn?—n
- 1m . — m —
n—toon —/n2 —n n++vn2—n noteon?—(n?—n)
n+vn®—n : ( n2—n>
_— = lim (14 ——
n Vn2

/ 1
1+ 1——:1—1—1:2]:2.
o0

= lim

n—-4o0o

1
:1m.@+ 1——):
n—-—+00 n

n—-4o00




