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3.4 Funkce exponenciálńı a logaritmické . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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10.1 Definice Riemannova integrálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
10.2 Newton̊uv vzorec . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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E Riemann̊uv určitý integrál 144
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3



Kapitola 1

Č́ıselné posloupnosti

1.1 Motivačńı př́ıklady

Prozkoumejme, zat́ım
”
laicky“, následuj́ıćı posloupnosti:

1. Posloupnost 1, 4, 9, . . . , n2, . . . :

Hodnoty rostou nade všechny meze.

2. Posloupnost −1,−2,−3, . . . ,−n, . . . :

Hodnoty klesaj́ı pode všechny meze.
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3. Posloupnost 1
1
, 1

2
, 1

3
, . . . , 1

n
, . . . :

Hodnoty lež́ı v intervalu [0; 1) a s rostoućım n se bĺıž́ı nule.

4. Posloupnost 1,−2, 3,−4, 5, . . . , 2n− 1,−2n, . . . :

Hodnoty stř́ıdaj́ı znaménko (osciluj́ı) a rostou (v absolutńı hodnotě) nade
všechny meze.

5. Posloupnost 1, 1
2
, 1, 1

4
, 1 . . . , 1, 1

22n , . . . :
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1.2 Pojem posloupnosti

Definice 1.2.1. Každé zobrazeńı N do R nazýváme č́ıselná posloupnost.
Zápis: {an}+∞

n=1 nebo jen {an}; an se nazývá n-tý člen posloupnosti.

Definici č́ıselné posloupnosti lze založit i na pojmu (reálné) funkce; pak je to
funkce definovaná na množině N všech přirozených č́ısel.

Zp̊usoby zadáńı posloupnosti

Č́ıselná posloupnost bývá zadána několika prvńımi členy (tak, aby bylo patrné
pravidlo, jak vytvářet daľśı členy, n-tým členem nebo rekurentně.

Úloha 1.2.2. Je dána posloupnost 1
1·4 ,

3
4·7 ,

5
7·10

, 7
10·13

, · · · Určete jej́ı n-tý člen.

Řešeńı. an = 2n−1
(3n−2)·(3n+1)

Při zadáńı n-tým členem zase naopak lze z př́ıslušného vzorce poč́ıtat jednot-
livé členy posloupnosti.

Úloha 1.2.3 (Př́ıklady č́ıselných posloupnost́ı zadaných n-tým členem).
{

n
n+1

}

,

{(−1)n · n},
{(

1 + 1
n

)n}

, {a · qn−1}, {a+ (n− 1)d}. Vypočtěte členy a1, a2, a3,
a4.

Rekurentńı definice obsahuje zpravidla 1. člen (nebo několik prvńıch člen̊u) a
pravidlo, jak vytvořit daľśı člen ze člen̊u předcházej́ıćıch.

Rekurentńı definice aritmetické posloupnosti: a1 = a, an+1 = an + d.

Rekurentńı definice geometrické posloupnosti: a1 = a, an+1 = an · q (q /∈
{0, 1,−1}).

Úloha 1.2.4. Posloupnost {an} je zadána rekurentně takto: a1 = 1, an+1 =
1
2

(

an + 10
an

)

; je to posloupnost aproximaćı č́ısla
√

10. Vypočtěte prvńı čtyři apro-
ximace.

Úloha 1.2.5. Fibonacciova posloupnost {bn} je definována takto: b1 = 1, b2 = 1,
bn+2 = bn+1 + bn. Vypočtěte prvńıch 10 člen̊u této posloupnosti.

Posloupnost {an} je třeba odlǐsovat od množiny (všech) jej́ıch člen̊u (kdy se

též už́ıvaj́ı složené závorky). Např́ıklad množina (všech) člen̊u posloupnosti
{

1
n

}

je
{

1, 1
2
, 1

3
, . . . , 1

n
, . . .

}

, množina (hodnot) člen̊u posloupnosti {(−1)n} je {−1, 1}.

Definice 1.2.6. Posloupnost {bn} se nazývá vybraná z posloupnosti {an} (nebo
též podposloupnost) ⇔ ∃ posloupnost přirozených č́ısel k1 < k2 < k3 < · · ·
tak, že ∀n ∈ N je bn = akn

.

Např. posloupnost všech prvoč́ısel je vybraná z posloupnosti {n} všech č́ısel
přirozených, ale neńı vybraná z posloupnosti {2n-1} všech č́ısel lichých.
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1.3 Základńı vlastnosti č́ıselných posloupnost́ı

V této kapitole se dále zabýváme jen č́ıselnými posloupnostmi.

Definice 1.3.1. Posloupnost se nazývá (shora, zdola) omezená ⇔ tuto vlast-
nost má množina všech jej́ıch člen̊u.

Např. posloupnost {2n− 1} je zdola omezená, neńı omezená shora, neńı ome-
zená. Posloupnost {(−1)n} je omezená shora i zdola, je omezená. Stacionárńı
posloupnost {c} je omezená.

Definice 1.3.2. Posloupnost a se nazývá

– rostoućı ⇔ ∀n ∈ N plat́ı an < an+1,

– klesaj́ıćı ⇔ ∀n ∈ N plat́ı an > an+1,

– nerostoućı ⇔ ∀n ∈ N plat́ı an ≥ an+1,

– neklesaj́ıćı ⇔ ∀n ∈ N plat́ı an ≥ an+1.

Společný název pro všechny tyto druhy posloupnost́ı: posloupnosti monotonńı

a pro prvńı dva druhy: posloupnosti ryze monotonńı.

Definice 1.3.3. Operace s posloupnostmi jsou definovány takto:

– násobeńı reálným č́ıslem c: c · {an} = {c · an};

– aritmetické operace (součet, rozd́ıl, součin, pod́ıl): {an}+{bn} = {an + bn},
{an} − {bn} = {an − bn}, {an} · {bn} = {an · bn}, {an} / {bn} = {an/bn},
(pro bn 6= 0);

– opačná posloupnost k {an} je {−an};

– reciproká posloupnost k {an} je {1/an} (pro an 6= 0).

1.4 Limita posloupnosti

Definice 1.4.1. Ř́ıkáme, že posloupnost {an} má limitu a ⇔

∀U(a) ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(a).

Je-li a ∈ R, nazývá se a vlastńı limita a posloupnost {an} se nazývá konver-

gentńı, pokud a = ±∞ , nazývá se a nevlastńı limita. Neexistuje-li vlastńı limita,
nazývá se posloupnost {an} divergentńı.

Zápisy: limn→+∞ an = a; lim an = a; an → a pro n → +∞.
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Posloupnost tedy bud’ konverguje nebo diverguje. V tomto druhém př́ıpadě
bud’ diverguje k +∞ nebo k −∞ nebo osciluje (tj. nemá limitu vlastńı ani ne-
vlastńı).

Např. posloupnost
{

n
n+1

}

je konvergentńı, má limitu 1, stacionárńı posloup-

nost {c} je konvergentńı a má limitu c, posloupnost
{

n
100

}

je divergentńı, má

nevlastńı limitu +∞, posloupnost {qn} je pro q ≤ −1 divergentńı, nemá limitu
(osciluje).

Definice 1.4.2. Je-li V (n) nějaká výroková forma a plat́ı-li, že výrok

(∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒ V (n))

je pravdivý, pak ř́ıkáme, že V (n) plat́ı pro skoro všechna n.

Pomoćı tohoto vyjádřeńı lze vyjádřit definici limity posloupnosti např. takto:

Definice 1.4.3. Ř́ıkáme, že posloupnost {an} má limitu a ⇔ v každém okoĺı
U(a) lež́ı skoro všechny členy této posloupnosti.

Věty o limitách:

Věta 1.4.4. Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

D̊ukaz (sporem). Kdyby existovaly dvě limity a, b, pak by existovala disjunktńı
okoĺı U(a), U(b) tak, že pro skoro všechna n by mělo platit současně an ∈ U(a),
an ∈ U(b), což je spor.

Věta 1.4.5. Má-li posloupnost {an} limitu, pak každá posloupnost {bn} vybraná
z posloupnosti {an} má tutéž limitu.

D̊ukaz. Označme tuto limitu a; pak ∀U(a)∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒
an ∈ U(a); pro kn > n0 je ovšem též bm = akn

∈ U(a), takže bm ∈ U(a) pro skoro
všechna m.

Limita posloupnosti se tedy nezměńı, vynecháme-li nebo pozměńıme-li libo-
volný konečný počet člen̊u posloupnosti.

Při výpočtu limit využ́ıváme také tohoto postupu:

1) zjist́ıme, že daná posloupnost je konvergentńı a

2) najdeme limitu a nějaké vhodné vybrané posloupnosti. Pak toto a je i li-
mitou dané posloupnosti.

– Když naopak zjist́ıme, že nějaká vybraná posloupnost je divergentńı, zna-
mená to podle předchoźı věty, že je divergentńı i daná posloupnost.
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– Podobně zjist́ıme-li, že dvě vybrané posloupnosti maj́ı r̊uznou limitu, je
daná posloupnost divergentńı.

Věta 1.4.6. Každá konvergentńı posloupnost je omezená.

D̊ukaz. Označme limitu a; zvolme ε = 1. Pak množinaM těch člen̊u posloupnosti,
které nelež́ı v okoĺı U(a, 1), je konečná.

∀n ∈ N pak plat́ı a ≥ min {minM,a− 1}, a ≤ max {maxM,a+ 1}.

Tato věta ovšem neplat́ı obráceně, nebot’ např. posloupnost {(−1)n} je ome-
zená, ale je divergentńı. Větš́ı hloubku pohledu do vztahu mezi omezenost́ı a
konvergenćı dává následuj́ıćı věta.

Věta 1.4.7 (Bolzano–Weierstrassova). Z každé omezené posloupnosti lze vybrat
konvergentńı podposloupnost.

Princip d̊ukazu. (Bolzanova metoda p̊uleńı interval̊u): Je dána posloupnost {an};
ježto je omezená, ∃〈K1, L1〉 tak, že ∀n ∈ N je an ∈ 〈K1, L1〉.

Konstrukce vybrané posloupnosti:

– Za b1 zvoĺıme libovolný člen dané posloupnosti {an}, necht’ v ńı má index
k1.

– Interval 〈K1, L1〉 rozp̊uĺıme a označ́ıme 〈K2, L2〉 tu část, do ńıž je zobrazeno
nekonečně mnoho člen̊u posloupnosti {an}.

– V 〈K2, L2〉 vybereme za b2 libovolný takový člen posloupnosti {an}, který
má index k2 > k1 .

– Interval 〈K2, L2〉 rozp̊uĺıme, atd.

– Označ́ıme a (jediný) společný bod všech interval̊u 〈Kn, Ln〉 (podle věty o
vložených intervalech).

– Pak ∀U(a) pro skoro všechna n plat́ı 〈Kn, Ln〉 ⊂ U(a), takže též bn ∈ U(a),
tedy bn → a.

Věta 1.4.8. Každá neklesaj́ıćı shora omezená posloupnost je konvergentńı.

Princip d̊ukazu. Mějme dánu posloupnost {an}; z omezenosti množiny M =
{a1, a1, . . . } plyne existence vlastńıho suprema a = supM . Ze druhé vlastnosti
suprema plyne, že v libovolném levém okoĺı U(a−) lež́ı alespoň jedno an, takže
vzhledem k monotónnosti {an} lež́ı v U(a−) skoro všechny členy posloupnosti
{an}.
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Věta 1.4.9 (o limitách součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu). Necht’ lim an = a,
lim bn = b. Pak plat́ı, pokud výrazy na pravých stranách maj́ı v R∗ smysl:

1) lim(an + bn) = a+ b, lim(an − bn) = a− b,

2) lim(an · bn) = a · b,

3) pro bn 6= 0, b 6= 0 je lim(an/bn) = a/b,

4) lim |an| = |a|.

D̊ukaz. Ukázka pro součet, kde a, b jsou vlastńı limity:

∀ε > 0 ∃n1, n2 ∈ N tak, že
: n ≥ n1 ⇒ an ∈ U(a, ε/2),
: n ≥ n2 ⇒ bn ∈ U(b, ε/2).

Necht’ n0 = max {n1, n2} a n ≥ n0. Pak
a− ε/2 < an < a+ ε/2,
b− ε/2 < bn < b+ ε/2.

Po sečteńı obou nerovnost́ı máme (an + bn) ∈ U(a+ b, ε).

Úloha 1.4.10. Dokažte větu pro součet, kde a je vlastńı limita a b = +∞.

Věta 1.4.11 (limita nerovnosti). Necht’ lim an = a, lim bn = b a pro nekonečně
mnoho n plat́ı an ≤ bn. Pak a ≤ b.

D̊ukaz sporem. Kdyby bylo a > b, existovala by disjunktńı okoĺı U(a), U(b) tak,
že ∀x ∈ U(a)∀y ∈ U(b) by platilo x > y. Pro skoro všechna n je však an ∈ U(a),
bn ∈ U(b), tedy by platilo an > bn, což dává spor s předpokladem věty.

Pro konvergentńı posloupnosti {an}, {bn} zřejmě plat́ı, že když pro nekonečně
mnoho člen̊u je an ≤ bn a pro nekonečně mnoho člen̊u je an > bn, pak a = b.

Věta 1.4.12 (věta o třech limitách). Necht’ lim an = a, lim bn = a a necht’ pro
skoro všechna n je an ≤ cn ≤ bn. Pak lim cn = a.

Princip d̊ukazu. Podle definice limity patř́ı do libovolného okoĺı U(a) skoro všechny
členy posloupnosti {an} a také skoro všechny členy posloupnosti {bn}. Proto do
U(a) patř́ı také skoro všechny členy posloupnosti {cn}.

Pro nevlastńı limity má věta o třech limitách (zvaná též věta o třech po-
sloupnostech) speciálńı tvar. Je-li totiž lim an = +∞, lze brát za bn posloupnost
{+∞}, proto z nerovnosti an ≤ cn plyne lim cn = +∞. Podobně lze větu o třech
limitách upravit pro nevlastńı limitu −∞.
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1.5 Limes inferior a limes superior

Uvažujme omezenou posloupnost {an}. Pro n ∈ N definujeme posloupnosti
{αn} a {βn} následovně:

αn = inf {an, an+1, an+2, . . . } , βn = sup {an, an+1, an+2, . . . } .

Úloha 1.5.1. Určete tři prńı členy posloupnost́ı {αn} a {βn} pro posloupnost
{

(−1)n

n+1

}

.

Řešeńı. Vypočteme několik prvńıch člen̊u posloupnosti {an}:

−1

2
,
1

3
,−1

4
,
1

5
,−1

6
,
1

7
,−1

8
,
1

9
· · · .

Hodnoty v absolutńı hodnotě klesaj́ı, a tak se dá vyvodit, že

α1 = inf
{

−1

2
,
1

3
,−1

4
,
1

5
,−1

6
,
1

7
,−1

8
,
1

9
· · ·

}

= −1

2
,

α2 = inf
{

1

3
,−1

4
,
1

5
,−1

6
,
1

7
,−1

8
,
1

9
· · ·

}

= −1

4
,

α3 = inf
{

−1

4
,
1

5
,−1

6
,
1

7
,−1

8
,
1

9
· · ·

}

= −1

4
,

β1 = sup
{

−1

2
,
1

3
,−1

4
,
1

5
,−1

6
,
1

7
,−1

8
,
1

9
· · ·

}

=
1

3
,

β2 = sup
{

1

3
,−1

4
,
1

5
,−1

6
,
1

7
,−1

8
,
1

9
· · ·

}

=
1

3
,

β3 = sup
{

−1

4
,
1

5
,−1

6
,
1

7
,−1

8
,
1

9
· · ·

}

=
1

5
.

Z definic {αn} a {βn} plyne:

• αn ≤ an ≤ βn,

• {αn} je neklesaj́ıćı,

• {βn} je nerostoućı a

• z omezenosti {an} plyne i omezenost {αn} a {βn},

a tedy jsou obě posloupnosti {αn} a {βn} konvergentńı (maj́ı vlastńı limitu).
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Definice 1.5.2. Necht’ posloupnost {an} je omezená, pak definujeme jej́ı dolńı
limitu (limes inferior)

lim inf
n→+∞

an := lim
n→+∞

αn = lim
n→+∞

inf {an, an+1, an+2, . . . }

a jej́ı horńı limitu (limes superior)

lim sup
n→+∞

an := lim
n→+∞

βn = lim
n→+∞

sup {an, an+1, an+2, . . . } .

Úloha 1.5.3. Určete dolńı a horńı limitu posloupnosti (−1)n 2n− 1

n+ 1
.

Řešeńı. Zde si opět vyṕı̌seme několik prvńıch člen̊u studované posloupnosti:

−1

2
,
3

3
,−5

4
,
7

5
,−9

6
,
11

7
,−13

8
,
15

9
,−17

10
,
19

11
, · · · ,−1997

1000
,
1999

1001
,−2001

1002
,
2003

1003
, · · · .

Zřejmě
lim

n→+∞
|an| = 2, ale samotná lim

n→+∞
an neexistuje.

Odvod́ıme omezenost:
∣

∣

∣

∣

(−1)n 2n− 1

n+ 1

∣

∣

∣

∣

=
2n− 1

n+ 1
≤ 2n+ 2

n+ 1
= 2,

a tak

−2 ≤ (−1)n 2n− 1

n+ 1
≤ 2.

Posloupnost je tedy omezená — existence dolńı a horńı limity je tedy zajǐstěna.

lim inf
n→+∞

an := lim
n→+∞

αn = lim
n→+∞

inf {an, an+1, an+2, . . . } = lim
n→+∞

−2 = −2,

lim sup
n→+∞

an := lim
n→+∞

βn = lim
n→+∞

sup {an, an+1, an+2, . . . } = lim
n→+∞

2 = 2.

1.6 Nulové posloupnosti

Jsou to posloupnosti, kde lim an = 0. Nulové posloupnosti fakticky nejsou
jen zvláštńım př́ıpadem konvergentńıch posloupnost́ı, ale i naopak, konvergenci
bychom mohli definovat užit́ım nulových posloupnost́ı podle věty:

Věta 1.6.1.
an → a ⇔ (an − a) → 0.

Uvád́ıme některé věty, které maj́ı vztah k nulovým posloupnostem.
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Věta 1.6.2. Jestlǐze an → a, pak |an| → |a|.
Tato věta neplat́ı pro a 6= 0 naopak, ale pro a = 0 ano.

Věta 1.6.3. Jestlǐze |an| → +∞, je 1/an posloupnost nulová.

Jestliže jmenovatel zlomku konverguje k nule, je situace složitěǰśı:

Věta 1.6.4. Je-li ∀n ∈ N an > 0, an → 0, pak 1/an → +∞,
an < 0, an → 0, pak 1/an → −∞,
an 6= 0, an → 0, pak 1/|an| → ∞.

Nulových posloupnost́ı se s výhodou využ́ıvá při výpočtech limit.

Úlohy:

1.6.1. Vypočtěte lim
n→+∞

6n2 + n

4n2 + 5
.

1.6.2. Vypočtěte lim
n→+∞

6 · 22n + 5 · 2n − 4

22n+1 − 2n + 15
.

1.6.3. Vypočtěte lim
n→+∞

7n+ 150

n2 − 0, 25
.

1.6.4. Vypočtěte lim
n→+∞

n3 − 8n

9n2 + 10
.

1.7 Posloupnost aritmetická a posloupnost geo-

metrická

Někdy se pro uspořádané n-tice použ́ıvá název konečné posloupnosti, který
zčásti navozuje použit́ı posloupnost́ı v praxi. V praxi je mnoho situaćı, kdy známe
několik prvńıch člen̊u a1, a2 , a3, . . . , an nějaké posloupnosti a pomoćı této znalosti
chceme zjistit, zkonstruovat nebo předpovědět jej́ı daľśı člen an+1. Může j́ıt o
posloupnost peněžńıch částek, (časovou) posloupnost údaj̊u o objemu výroby,
posloupnost časových termı́n̊u nebo interval̊u ad. Problémem je, jak určit daľśı
člen (nebo alespoň jeho přibližnou hodnotu) ze znalosti předchoźıch. Může j́ıt o
nalezeńı vzorce pro n-tý člen, rekurentńıho pravidla nebo i o jiný postup.

Zvláštńı pozornosti si zaslouž́ı posloupnost aritmetická a posloupnost geome-
trická, které se v praxi vyskytuj́ı poměrně často.

Aritmetická posloupnost

je (definována jako) posloupnost, která je dána svým prvńım členem a1, kon-
stantńı diferenćı d a rekurentńım pravidlem

∀n ∈ N : an+1 = an + d.
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Aritmetickou posloupnost lze rovněž definovat jako posloupnost, u ńıž rozd́ıl li-
bovolných dvou po sobě jdoućıch člen̊u je konstantńı. Z rekurentńıho pravidla
dostaneme vzorec pro n-tý člen:

an = a1 + (n− 1)d.

(Dokazuje se jednoduše např. matematickou indukćı). Vid́ıme, že aritmetická
posloupnost má pro d > 0 limitu +∞, pro d < 0 limitu −∞.

Úloha 1.7.1. V posledńıch třech měśıćıch činil celkový objem zakázek přiblǐzně
a1 = 325 tiśıc Kč, a2 = 354 tiśıc Kč a a3 = 383 tiśıc Kč. Jaký objem lze očekávat
ve 4. měśıci?

Řešeńı. Lze vyslovit hypotézu, že objem zakázek tvoř́ı aritmetickou posloupnost,
kde a1 = 325, d = 29 (tiśıc Kč). Pak a4 = a3 + d = 412 (tiśıc Kč). Lze očekávat
objem zakázek za 412 tiśıc Kč. (Samozřejmě korektnost vysloveńı takové hypotézy
záviśı na praktických okolnostech.)

Praktický význam může mı́t i součet sn prvńıch n člen̊u aritmetické posloup-
nosti. Vzorec pro sn lze odvodit např. takto: Vyjádř́ıme sn dvěma zp̊usoby:

sn = a1 + (a1 + d) + (a1 + 2d) + · · · + (a1 + (n− 1)d),

sn = an + (an − d) + (an − 2d) + · · · + (an − (n− 1)d).

Po sečteńı máme

2sn = n · (a1 + an), takže sn =
n

2
(a1 + an).

Úloha 1.7.2. Na skládce jsou uloženy roury tak, že v dolńı vrstvě jich je 26 a
každá roura v každé vyšš́ı vrstvě vždy zapadá mezi dvě roury ve vrstvě nǐzš́ı; vrstev
je celkem 12. Kolik je na skládce rour?

Řešeńı. Polož́ıme a1 = 26; pak d = −1. V horńı vrstvě je a12 = 26+11·(−1) = 15
rour a celkem s12 = 6 · (26 + 15) = 246 rour.

Geometrická posloupnost

je (definována jako) posloupnost, která je dána svým 1. členem a1, kon-
stantńım kvocientem q 6= 0 a rekurentńım pravidlem

∀n ∈ N : an+1 = an · q.
Geometrickou posloupnost lze tedy rovněž definovat jako posloupnost, u ńıž pod́ıl
libovolných dvou po sobě jdoućıch člen̊u je konstantńı. Z rekurentńıho pravidla
dostaneme vzorec pro n-tý člen:

an = a1 · qn−1.

(Dokazuje se jednoduše např́ıklad matematickou indukćı).
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Úloha 1.7.3. V prvńım měśıci roku činil obrat 300 000 Kč a v každém daľśım
měśıci byl o 5% věťśı než v měśıci předchoźım. Určete předpokládaný listopadový
obrat.

Řešeńı. Jde o geometrickou posloupnost, kde a1 = 300 000, q = 1, 05, n = 11.
Pak

a11 = 300 000 · 1, 0510 ≈ 300 000 · 1, 629 = 489 000 Kč.

Viz poznámku za úlohou 1.7.1.

Je-li a1 > 0, pak geometrická posloupnost {a1 · qn−1} má limitu 0 (pro |q| < 1)
nebo a1 (pro q = 1) nebo +∞ (pro q > 1) a nebo nemá limitu (pro q < −1).

Praktický význam může mı́t opět součet prvńıch n člen̊u geometrické posloup-
nosti (tj. n-tý částečný součet geometrické řady).

Vzorec pro sn lze odvodit takto: Vyjádř́ıme sn a q · sn:

sn = a1 + a1 · q + a1 · q2 + · · · + a1 · qn−1,

q · sn = a1 · q + a1 · q2 + · · · + a1 · qn−1 + a1 · qn.

Po odečteńı je sn · (1 − q) = a1 · (1 − qn), takže

sn = a1
1 − qn

1 − q
tj. též sn = a1

qn − 1

q − 1
.

Úloha 1.7.4. Vynálezce šachové hry požadoval podle pověsti odměnu za každé ze
64 poĺı šachovnice takto: za 1. pole jedno obilńı zrno, za 2. pole 2 zrna, za 3. pole
4 zrna, atd., za každé daľśı vždy dvojnásobek. Kolik zrnek obiĺı měl dostat?

Řešeńı. Jde o geometrickou posloupnost, kde a1 = 1, q = 2, n = 64. Proto

s64 = 1
264 − 1

2 − 1
= 264 − 1 ≈ 1, 845 · 1019

a to je v́ıce obiĺı, než se kdy na Zemi urodilo.

- * -
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Kapitola 2

Pojem funkce

2.1 Definice funkce

Ṕısmeno x nazýváme proměnná na (č́ıselné) množiněM ⇔ může být ztotožněno
s libovolným prvkem množiny M . Pojem funkce navazuje na pojem binárńı relace
a na pojem zobrazeńı, jejichž základńı znalost zde předpokládáme.

Definice 2.1.1. Každé zobrazeńı f z R do R (tj. zobrazeńı v R) nazýváme
reálná funkce jedné reálné proměnné. Je-li (x, y) ∈ f , ṕı̌seme y = f(x); x se
nazývá nezávisle proměnná, y závisle proměnná; ř́ıkáme též, že y je funkćı
x.

Chceme-li vyjádřit, že y je (zat́ım nepojmenovanou) funkćı x, zaṕı̌seme y =
y(x). Vedle vyjádřeńı

”
funkce f“ se toleruj́ı též zápisy

”
funkce f(x)“ (chceme-

li zd̊uraznit označeńı nezávisle proměnné) nebo
”
funkce y = f(x)“ (chceme-li

zd̊uraznit označeńı obou proměnných).
S pojmem funkce jsou spjaty dvě významné množiny:

definičńı obor funkce:

D(f) = {x ∈ R; ∃(x, y) ∈ f} ,

funkčńı obor (obor hodnot):

H(f) = {y ∈ R; ∃(x, y) ∈ f} .

Hodnotu proměnné vyjadřujeme č́ıslem nebo symbolem proměnné s indexem.
Např́ıklad v bodě x0 = 2 má funkce y = 3x hodnotu y0 = 6. Je-li M ⊂ D(f),
je f(M) označeńı pro {f(x);x ∈ M}. Je tedy H(f) = f(D(f)). Naopak, je-li
B ⊂ H(f), pak definujeme f−1(B) jako množinu {x ∈ D(f); f(x) ∈ B}.

Grafem funkce f v kartézských souřadnićıch rozumı́me množinu všech bod̊u
euklidovské roviny, pro jejichž souřadnice x, y plat́ı (x, y) ∈ f . Grafické znázorněńı
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funkce často svou názornost́ı pomáhá k pochopeńı vlastnost́ı a pr̊uběhu funkce;
pro některé funkce však graf nedovedeme sestrojit, např́ıklad pro Dirichletovu
funkci. Grafy funkćı lze uvažovat také v polárńı souřadnicové soustavě, kdy ovšem
dostáváme jiné křivky. Např́ıklad grafem př́ımé úměrnosti y = kx v kartézských
souřadnićıch je př́ımka, grafem téže funkce ρ = kϕ v polárńıch souřadnićıch
je Archimedova spirála. Neřekneme-li jinak, uvažujeme vždy graf v kartézských
souřadnićıch.

Zp̊usoby definice funkce:

Funkci f lze vyjádřit takto: f = {(x, y) ∈ D(f) × R;V (x, y)}. Zadat (defino-
vat) funkci f tedy znamená udat jej́ı definičńı obor D(f) a jisté pravidlo V (x, y),
jehož oborem pravdivosti je f a které stanovuje, jak k zadanému x ∈ D(f)
naj́ıt (vypoč́ıtat) hodnotu f(x). Podle toho, jak je toto pravidlo formulováno,
rozlǐsujeme tato zadáńı funkce:

a) (Explicitńı) rovnićı, např́ıklad

f =
{

(x, y) ∈ R × R; y = x2 − 1
}

,

nebo jednoduše f : y = x2 − 1.

U funkce definované rovnićı, neńı-li řečeno jinak, bereme za D(f) neǰsirš́ı
množinu, pro niž má rovnice smysl. Je-li předepsán jiný definičńı obor,
muśıme jej uvést, např́ıklad

f : y = x− 1, x ∈ N.

b) Tabulkou, např́ıklad

x -2 -1 0 1 2 3
y 3 0 -1 0 3 8

Také zadáńı funkce výčtem prvk̊u lze považovat za zadáńı tabulkou, jde jen
o jinou formu zápisu; např́ıklad

f = {(−2; 3), (−1; 0), (0; −1), (1; 0), (2; 3), (3; 8)} .

Tabulkou či výčtem prvk̊u bývaj́ı zadávány funkce, jejichž funkčńı hodnoty
byly źıskány měřeńım nebo kde jsou tyto hodnoty d̊uležitěǰśı než př́ıslušné
pravidlo (např́ıklad daňové tabulky, bodovaćı sportovńı tabulky). Tabelaci
funkce však použ́ıváme i u funkćı definovaných jinak, pokud může tabulka
posloužit lépe k přehlednosti nebo jiné praktické potřebě (např́ıklad tabulka
cen v závislosti na hmotnosti zbož́ı).
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c) Grafem (zpravidla kartézským). Daľśı druhy graf̊u — šachovnicový, uzlový
nebo graf v polárńı soustavě souřadnic — bývaj́ı méně časté.

Grafem bývaj́ı často vyjadřovány ty funkce, jejichž pr̊uběh je zapisován
v př́ıstroj́ıch graficky na paṕırová média nebo na displeji.

d) Po částech; tak je definována např́ıklad Dirichletova funkce χ(x). Podobným
zp̊usobem je definována funkce

sgn x =











−1 pro x < 0,
0 pro x = 0,
1 pro x > 0.

Rovnice y = χ(x) a y = sgn x však již považujeme za rovnice funkćı.

e) Implicitńı rovnićı, např́ıklad

x2 + y2 = 25;

takto se definuj́ı implicitńı funkce y = y(x), s nimiž je technika práce někdy
poněkud odlǐsná. Zejména bývá vymezena množina M ⊂ R × R, pro niž
má platit (x, y) ∈ M . Např́ıklad u výše uvedené rovnice může být zadáno,
že M je polorovina y ≥ 0.

f) Parametricky: Parametrické vyjádřeńı je tvaru

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ J,

kde ϕ, ψ jsou funkce definované na množině (intervalu) J , přičemž funkce
y = f(x) je definována vztahem

f = {(x, y) ∈ R × R; ∃t ∈ J tak, že x = ϕ(t) ∧ y = ψ(t)} .

Např́ıklad x = 4 cos t, y = 4 sin t, t ∈ 〈0, π〉. Parametrického vyjádřeńı
použ́ıváme ponejv́ıce při vyšetřováńı r̊uzných (např́ıklad technických) křivek.

g) Jinak:

Někdy je pro výrokovou formu V (x, y) dána jen slovńı formulace. Např́ıklad
výroková forma V (x, y) =

”
y je největš́ı celé č́ıslo, které neńı větš́ı než x“ de-

finuje funkci [ . ]
”
celá část“ (např́ıklad [3, 8] = 3, [−1] = −1, [−6, 7] = −7;

t́ım se tato funkce odlǐsuje od
”
poč́ıtačové“ INT( . ) ). Ostatně i goniome-

trické funkce sinus a kosinus jsou pomoćı jednotkové kružnice definovány
t́ımto zp̊usobem (avšak y = sin x, y = cosx, jsou již rovnice těchto funkćı).

Výroková forma V (x, y) je tedy jisté
”
pravidlo“ (

”
předpis“), které ke každému

č́ıslu x z jisté množiny D ⊂ R přǐrazuje právě jedno č́ıslo y ∈ R. Pojem

18



funkce se někdy (z d̊uvod̊u didaktických) ztotožňuje př́ımo s t́ımto pra-
vidlem, podle nějž rozhodujeme, zda (x, y) ∈ f , nebo s jehož pomoćı k
danému x poč́ıtáme př́ıslušnou funkčńı hodnotu f(x). I při našem pojet́ı
funkce však toto pravidlo chápeme jako atribut a druhou stránku pojmu
funkce. Pro toto pravidlo V (x, y) tak proto lze použ́ıvat stejné označeńı f
jako pro funkci a zkráceně ř́ıkat a psát např́ıklad

”
funkce f : y = x2 − 1“

nebo prostě
”
funkce y = x2 − 1“.

2.2 Řešeńı rovnic a nerovnic

Při vyšetřováńı vlastnost́ı (pr̊uběhu) funkćı se setkáváme s několika typickými
úlohami, jež vedou na řešeńı rovnic a nerovnic resp. jejich soustav. Některé dále
uvád́ıme.

a) Stanoveńı definičńıho oboru

Je-li funkce f určena rovnićı a jej́ı definičńı obor neńı zadán, je třeba zjistit
D(f) jako množinu všech x ∈ R, pro něž je daná rovnice definována. Úlohy
na definičńı obor zpravidla vedou na řešeńı nerovnic nebo soustav nerovnic.

Úloha 2.2.1. Určete definičńı obor funkce y =
ln (4 − x2)

1 − x
.

Řešeńı. Čitatel je definován pro 4 − x2 > 0, tj. na množině M1 = (−2, 2),
jmenovatel je definován pro 1 − x 6= 0, tj. na množině M2 = R \ {1}. Pravá
strana rovnice funkce je tedy definována na množině D(f) = M1 ∩ M2 =
(−2, 1) ∪ (1, 2).

b) Zjištěńı nulových bod̊u funkce

Tyto úlohy jsou součást́ı vyšetřováńı pr̊uběhu funkce: při hledáńı pr̊useč́ık̊u
grafu funkce s osou x zjǐst’ujeme nulové body funkce f (a dále též při
výpočtu extrémů funkćı zjǐst’ujeme nulové body 1. derivace, tj. stacionárńı
body, při zkoumáńı inflexe zjǐst’ujeme zpravidla nulové body 2.derivace
funkce).

Úloha 2.2.2. Určete nulové body funkce y = − e−x sin x+ e−x cosx.

Řešeńı. Máme y = e−x(cos x − sin x). Hledáme body, v nichž y = 0, tj.
řeš́ıme goniometrickou rovnici cosx− sin x = 0, jež je ekvivalentńı s rovnićı
sin π

4
cos x − cos π

4
sin x = 0 (nebot’ sin π

4
= 1√

2
=

√
2

2
= cos π

4
) a tedy i s

rovnićı sin(π
4

−x) = 0. Nulové body dané funkce jsou tedy xk = π
4

+kπ.

19



c) Zjištěńı interval̊u, kde je funkce kladná (záporná).

Také tyto úlohy jsou součást́ı vyšetřováńı pr̊uběhu funkce (při zjǐst’ováńı in-
terval̊u monotónnosti řeš́ıme nerovnice typu y′ > 0, při zjǐst’ováńı interval̊u
konvexnosti a konkávnosti řeš́ıme nerovnice typu y′′ > 0).

Úloha 2.2.3. Určete intervaly, kde je funkce y = (6x − x2) e−x kladná a
kde je záporná.

Řešeńı. Rovnici uprav́ıme na tvar y = (6 − x)x e−x. Pro x > 0 ∧ 6 − x > 0,
tj. na intervalu (0, 6) je daná funkce kladná, pro x > 0 ∧ 6 − x < 0, tj.
na intervalu (6,+∞) je funkce záporná, pro x < 0 ∧ 6 − x > 0, tj. též na
intervalu (−∞, 0) je funkce záporná.

d) Zjištěńı pr̊useč́ık̊u graf̊u dvou funkćı

Úloha 2.2.4. Jsou dány funkce y = x2 − 1, y = x+ 1. Stanovte pr̊useč́ıky
graf̊u těchto funkćı.

Řešeńı. Řeš́ıme rovnici

x2 − 1 = x+ 1 ⇒ x1 = −1, x2 = 2,

takže pr̊useč́ıky jsou body A[−1; 0] a B[2; 3].

e) Porovnáńı hodnot dvou funkćı

Úloha 2.2.5. Jsou dány funkce f1 : y = x2, f2 : y = 4−2x−x2. Porovnejte
hodnoty těchto funkćı.

Řešeńı.

f1(x) < f2(x) ⇔ x2 < 4 − 2x− x2 ⇔ x2 + x− 2 < 0,

tedy na intervalu (-2, 1); podobně f1(x) > f2(x) na množině (−∞,−2) ∪
(1,+∞) a obě funkce maj́ı stejné funkčńı hodnoty v bodech −2 a 1.

2.3 Vlastnosti funkćı

Omezenost

Definice 2.3.1. Funkce f se nazývá
(shora, zdola) omezená na množině M ⊂ D(f) ⇔ tuto vlastnost

má množina f(M);
nazývá se (shora, zdola) omezená ⇔ tuto vlastnost má množinaH(f).
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Např́ıklad funkce y = x2 je omezená zdola, neńı omezená shora a neńı ome-
zená, ale na množině 〈−10, 10〉 je omezená.

Je-li funkce f omezená na M , existuj́ı K,L ∈ R tak, že plat́ı f(M) ⊂ 〈K,L〉.
Je-li funkce omezená, je omezená na každé množině M ⊂ D(f).

Supremum množiny f(M) nazýváme supremum funkce na množiněM a označujeme
sup

x ∈ M
f(x); podobně inf

x ∈ M
f(x).

Má-li množina f(M) největš́ı prvek, pak toto č́ıslo nazýváme největš́ı hod-

nota funkce f na množině M nebo též globálńı (absolutńı) maximum funkce f
na množině M ; znač́ı se max

x ∈ M
f(x), podobně min

x ∈ M
f(x).

Pokud M = D(f), pak označeńı x ∈ M vynecháváme.

Monotónnost

Definice 2.3.2. Funkce f se nazývá rostoućı (klesaj́ıćı, neklesaj́ıćı, neros-

toućı) na množině M ⊂ D(f) ⇔ ∀x1, x2 ∈ M plat́ı:

x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2), f(x1) ≤ f(x2), f(x1) ≥ f(x2)).

Funkci f rostoućı na D(f) nazýváme rostoućı (tj. neuvád́ıme, kde je ros-
toućı), podobně funkce klesaj́ıćı, neklesaj́ıćı, nerostoućı.

Pro funkce rostoućı a funkce klesaj́ıćı použ́ıváme souhrnný název funkce ryze

monotónńı; souhrnný název pro všechny čtyři uvedené druhy funkćı je funkce
monotónńı.

Např́ıklad funkce y = 1/x je klesaj́ıćı na intervalu (−∞, 0) a je klesaj́ıćı i na
intervalu (0,+∞), ale neńı klesaj́ıćı (tj. neńı klesaj́ıćı na D(f) ).

Kromě monotónnosti na množině, což je globálńı vlastnost funkce, se zavád́ı
i pojem monotónnosti v bodě jako vlastnost lokálńı. Uvedeme definici jen pro
funkci rostoućı, daľśı tři př́ıpady monotónnosti se formuluj́ı analogicky.

Definice 2.3.3. Funkce f se nazývá rostoućı v bodě x0 ∈ D(f) ⇔ ∃U(x0) ⊂
D(f) tak, že ∀x ∈ P (x0−) plat́ı f(x) < f(x0) a ∀x ∈ P (x0+) plat́ı f(x0) < f(x).

Úloha 2.3.4. Podobně definujte funkci klesaj́ıćı (nerostoućı, neklesaj́ıćı) v bodě
x0 a dále funkci rostoućı, klesaj́ıćı, nerostoućı a neklesaj́ıćı v bodě x0 zleva resp.
zprava. (Tuto vlastnost vyšetřujeme zejména v krajńıch bodech interval̊u.)

Věta 2.3.5 (vztah monotónnosti v bodě a na intervalu). Funkce f definovaná na
intervalu (a, b) je na tomto intervalu rostoućı (klesaj́ıćı, nerostoućı, neklesaj́ıćı)
⇔ má takovou vlastnost v každém bodě tohoto intervalu.

Princip d̊ukazu. (pro f rostoućı):

1) Necht’ je f rostoućı na (a, b). Zvoĺıme libovolný bod x0 ∈ (a, b) a jeho
okoĺı P (x0) ⊂ (a, b). Je-li x1 ∈ P (x0−), x2 ∈ P (x0+), je x1 < x0 < x2 a
monotónnost v bodě x0 plyne z monotónnosti na (a, b).
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2) Necht’ f je rostoućı v každém bodě intervalu (a, b). Zvoĺıme dva body x1 <
x2 a dokážeme, že f(x1) < f(x2). Pro každé x′ z jistého P (x1) je f(x1) <
f(x′); necht’ m je supremum množiny M všech takových x′. Kdyby m < b,
bylo by m ∈ M , nebot’ i v m je f rostoućı a podle 2. vlastnosti suprema
∀P (m−) obsahuje bod x′ ∈ M , tedy f(x1) < f(x′) < f(m). Současně by
existovalo pravé okoĺı P (m+) ⊂ (a, b) tak, že by pro všechny jeho body
x′′ platilo f(x′′) > f(m) > f(x1), tj. x′′ ∈ M , x′′ > m a to je spor s 1.
vlastnost́ı suprema. Proto m = b, takže x2 ∈ M a f(x1) < f(x2).

Např́ıklad funkce y = sgn x je rostoućı v bodě 0.

Parita

Definice 2.3.6. Funkce f se nazývá sudá (lichá) ⇔ ∀x ∈ R plat́ı

x ∈ D(f) ⇒ −x ∈ D(f) ∧ f(−x) = f(x) (f(−x) = −f(x)).

Př́ıklad sudé funkce: y = cosx, př́ıklad liché funkce: y = sin x.

Úloha 2.3.7. Dokažte, že funkce y = 3x2 − 5, y = |x| a Dirichletova funkce χ
jsou sudé a že y = 2x3 + x, y = x|x| a y = sgn x jsou funkce liché.

Pro polynomické funkce plat́ı: jsou-li v polynomu jen členy se sudými expo-
nenty, je daná funkce sudá, jsou-li zde jen členy s lichými exponenty, je funkce
lichá.

Kartézský graf sudé funkce je souměrný podle osy y, graf liché funkce je
souměrný podle počátku.

Periodičnost

Definice 2.3.8. Funkce f se nazývá periodická ⇔ ∃p ∈ R, p 6= 0 tak, že
∀x ∈ R plat́ı

1) x ∈ D(f) ⇒ (x± p) ∈ D(f),

2) ∀x ∈ D(f) : f(x± p) = f(x).

Č́ıslo p se nazývá perioda funkce f .

Je-li p perioda funkce f , je ∀k ∈ Z také č́ıslo kp periodou funkce f . Nejmenš́ı
kladná perioda p0, pokud existuje, se nazývá primitivńı (též základńı) perioda
funkce f . Konstantńı funkci zpravidla mezi periodické funkce nepoč́ıtáme.

Př́ıklady periodických funkćı: y = sin x (p0 = 2π), y = tg x (p0 = π).
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Úloha 2.3.9. Dokažte, že funkce y = x − [x] je periodická s periodou p0 = 1 a
že Dirichletova funkce χ je periodická a periodou je každé racionálńı č́ıslo r̊uzné
od nuly; zde p0 neexistuje.

Někdy je užitečné chápat periodičnost jen
”

jednostranně“, např́ıklad
”
peri-

odičnost vpravo,“ tj. tak, že v definici mı́sto (x ± p) uvažujeme jen (x + p), kde
p > 0.

2.4 Operace s funkcemi

• Rovnost funkćı:

f = g ⇔ ∀x, y ∈ R : ((x, y) ∈ f ⇔ (x, y) ∈ g).

Obráceně, je-li f 6= g, znamená to, že bud’ D(f) 6= D(g) nebo ∃x′ ∈ D(f)∩
D(g) tak, že f(x′) 6= g(x′).

• Částečné uspořádáńı: Je-li F množina funkćı a jsou-li všechny funkce
definovány na M , definuje se na F částečné uspořádáńı nerovnost́ı f < g.

Úloha 2.4.1. Definujte nerovnost f < g na M a objasněte jej́ı geometrický
význam.

Např́ıklad funkce y = |x| a funkce y = x + 1 nejsou srovnatelné na R, ale
na (0,+∞) ano.

• Zúžeńı (restrikce) funkce: Mějme funkci f ; jej́ı restrikćı nazveme funkci
g takovou, že D(g) ⊂ D(f) a na D(g) je g(x) = f(x).

• Algebraické operace: ∀x ∈ D(f) ∩D(g) se definuje

1. (f + g)(x) = f(x) + g(x),

2. (f − g)(x) = f(x) − g(x),

3. (f · g)(x) = f(x) · g(x),

4. (f/g)(x) = f(x)/g(x) (pokud g(x) 6= 0.

• Skládáńı funkćı: Mějme funkce f , ϕ a necht’ H(ϕ) ⊂ D(f). Pak složenou
funkci F = f ◦ ϕ definujeme takto: (f ◦ ϕ)(x) = f [ϕ(x)], přičemž funkci f
nazýváme vněǰśı funkce a funkci ϕ funkce vnitřńı.

Např́ıklad ve složené funkci y = sin 2x je vněǰśı funkce y = sin u, vnitřńı
funkce u = 2x. Funkce může být složena i v́ıcekrát, např́ıklad y = esin(3x+1).

Složenou funkci můžeme vytvořit substitućı proměnné. Máme-li např́ıklad
funkci y = 1 − x a dosad́ıme x = sin t, dostáváme složenou funkci y =
1 − sin t. Zvláštńım př́ıpadem složené funkce je |f |. Vněǰśı funkce je y = |z|,
vnitřńı funkce z = f(x).
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Úloha 2.4.2. Zobrazte funkci y = |x2 − 2x|.

Funkce prostá

Definice 2.4.3. Funkce f se nazývá prostá na M ⊂ D(f) ⇔ ∀x1, x2 ∈ M
plat́ı: x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2)

a nazývá se prostá ⇔ je prostá na D(f).
Množina M , na ńıž je funkce prostá, se nazývá jej́ım oborem prostoty.

Např́ıklad funkce y = x2 neńı prostá, ale je prostá třeba na intervalu 〈0,+∞),
který je jej́ım oborem prostoty.

Věta 2.4.4 (vztah prostoty a ryźı monotónnosti). Je-li funkce ryze monotónńı
na M , je prostá na M .

D̊ukaz. plyne z toho, že x1 < x2 ⇒ x1 6= x2 a stejně i pro funkčńı hodnoty plyne
z nerovnost́ı

”
<“,

”
>“ nerovnost

”
6=“.

Obrácený vztah neplat́ı, existuj́ı prosté funkce, které nejsou monotónńı, např́ıklad
funkce y = 1/x. Prostota funkce f je základńım předpokladem pro to, aby in-
verzńı relace f−1 byla zobrazeńım a tedy funkćı.

2.5 Funkce inverzńı

Definice 2.5.1. Inverzńı zobrazeńı f−1 k prosté funkci (na M) f nazýváme
inverzńı funkce.

Je-li tedy funkce f prostá, pak k ńı existuje funkce inverzńı f−1 a plat́ı

(x, y) ∈ f ⇔ (y, x) ∈ f−1;

přitom
D(f−1) = H(f), H(f−1) = D(f).

Je-li f prostá na M , pak inverzńı funkce má D(f−1) = f(M), H(f−1) = M . Na
M plat́ı f−1(f(x)) = x a na f(M) plat́ı f(f−1(x)) = x.

Geometrický význam: Grafy funkćı f a f−1 jsou souměrně sdružené podle
př́ımky y = x (osy I. a III. kvadrantu).

Např́ıklad funkce f : y = x2−1 je prostá naM = 〈0,+∞), f(M) = 〈−1,+∞).
Inverzńı funkce f−1 je definována na 〈−1,+∞) a plat́ı x = y2 −1 tj. y =

√
x+ 1.

Pro x ∈ 〈0,+∞) je f−1 ◦ f(x) =
√

(x2 − 1) + 1 =
√
x2 = x, pro x ∈ 〈−1,+∞) je

f ◦ f−1(x) =
(√

x+ 1
)2 − 1 = x.

Funkce a funkce k nim inverzńı tvoř́ı dvojice funkćı navzájem inverzńıch, ne-
bot’ (f−1)−1 = f . Existuj́ı i funkce inverzńı samy k sobě; graf takové funkce je
souměrný podle př́ımky y = x (např́ıklad funkce y = 1/x, y = a− x, y = x).

Některé vlastnosti funkćı se přenášej́ı na funkce inverzńı.
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Věta 2.5.2 (o monotónnosti inverzńı funkce). Je-li funkce f rostoućı (klesaj́ıćı),
je funkce f−1 také rostoućı (klesaj́ıćı).

Princip d̊ukazu. Necht’ funkce y = f(x) je rostoućı. Je-li y1 < y2, pak nemůže
platit x1 > x2, protože z toho by plynulo y1 > y2.

− ∗ −
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Kapitola 3

Elementárńı funkce

3.1 Přehled elementárńıch funkćı

Jde o pojem sṕı̌se historický než matematický. Vymezuje se několik (základńıch)
elementárńıch funkćı a z nich se pomoćı konečného počtu algebraických operaćı a
operaćı skládáńı vytvářej́ı daľśı funkce, jež bývaj́ı v matematické literatuře někdy
také nazývány elementárńı funkce.

Základńı elementárńı funkce:

- funkce konstantńı (y = c);

- funkce mocninné (y = xr pro libovolné r ∈ R, patř́ı sem tedy i odmocniny
a také např́ıklad nepř́ımá úměrnost);

- goniometrické funkce (y = sin x, cos x, tg x, cotg x) a funkce cyklometrické
(y = arcsin x, arccosx, arctg x, arccotg x);

- exponenciálńı funkce (y = ax, a > 0, a 6= 1) a funkce logaritmické (y =
loga x);

- hyperbolické funkce (y = sh x, ch x, th x, coth x) a funkce hyperbolometrické
(y = argsh x, argch x, argth x, argcoth x).

Algebraické funkce

je název pro elementárńı funkce, které vzniknou z funkćı konstantńıch a z
funkce f(x) = x užit́ım operaćı sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı, děleńı a odmocňováńı.
Pokud nepoužijeme operaci odmocňováńı, dostaneme algebraické funkce ra-

cionálńı. Algebraické funkce, které nejsou racionálńı, nazýváme iracionálńı.
Zvláštńı př́ıpady algebraických funkćı: např́ıklad celá racionálńı funkce

neboli funkce polynomická (algebraický polynom) a lomená racionálńı

funkce, patř́ı mezi nejvýznamněǰśı funkce studované v matematice.
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Elementárńı funkce, které nejsou algebraické, se obvykle nazývaj́ı transcen-

dentńı; ze základńıch elementárńıch funkćı mezi ně patř́ı funkce exponenciálńı,
logaritmické, goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické,
ale též mocninná funkce s iracionálńım exponentem.

Elementárńı funkce maj́ı velmi rozmanité vlastnosti (např́ıklad pokud jde o
omezenost, monotónnost, paritu, periodičnost aj.) a proto společné vlastnosti lze
formulovat jen na velmi obecné úrovni. (Uvid́ıme zejména, že elementárńı funkce
jsou spojité ve všech bodech svého definičńıho oboru a maj́ı derivaci ve všech
vnitřńıch bodech svého definičńıho oboru. Derivaćı elementárńı funkce je opět
elementárńı funkce. Naopak ovšem primitivńı funkćı k funkci elementárńı nemuśı
být funkce elementárńı).

Př́ıklady funkćı, které nejsou elementárńı:

Dirichletova funkce χ(x), funkce sgn x, funkce [ . ]
”
celá část“, funkce { . }

”
lomená část“ definovaná vztahem {x} = x− [x].

Úloha 3.1.1. Znázorněte graficky funkci y = {x} a dokažte, že je periodická s
periodou 1.

Ani absolutńı hodnota neńı považována za elementárńı funkci. Elementárńımi
funkcemi nejsou ani jiné funkce definované

”
po částech“, jako např́ıklad funkce

y =

{

−x pro x < 0,
x2 pro x ≥ 0.

(Tuto funkci bychom ovšem mohli nazvat
”
po částech elementárńı“).

3.2 Algebraické funkce

Při popisu jednotlivých funkćı nebo druh̊u funkćı někdy použijeme i některé
pojmy, které jsou obsahem až pozděǰśıch kapitol, ale kde určitou úroveň jejich
znalosti lze předpokládat, ježto jsou obsahem středoškolského učiva matematiky.
Jde tedy o jakési rozš́ı̌rené zopakováńı středoškolského učiva.

a) Mocniny s přirozeným a celým exponentem

Mocninu an pro n ∈ N definujeme jako součin n činitel̊u a. Z této definice
ihned plynou vlastnosti mocnin, zejména

∀a, b ∈ R, ∀r, s ∈ N :

(1) ar · as = ar+s,

(2) ar : as = ar−s (pokud a 6= 0, r > s),
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(3) (ar)s = ars,

(4) (ab)r = arbr,

(5)
(

a
b

)r
= ar

br (pokud b 6= 0),

(6) ar = br ⇔ a = b (pokud a, b > 0).

K tomu přidejme ještě vlastnosti vyjádřené nerovnostmi

(7) ∀a, b > 0 : ar < br ⇔ a < b,

(8) ∀a > 1, r < s ⇒ ar < as; ∀a ∈ (0, 1), r < s ⇒ ar > as.

Chceme-li rozš́ı̌rit pojem mocniny rozš́ı̌reńım č́ıselného oboru exponentu, přicháźı
nejprve exponent 0. Maj́ı-li z̊ustat v platnosti výše uvedené vlastnosti (1)–(5), je
třeba podle (2) definovat

∀a 6= 0; a0 = 1.

Vlastnost (2) pak plat́ı pro r ≥ s a u všech vlastnost́ı se muśıme omezit na
mocniny s nenulovým základem, nebot’ 00 neńı definována. Vlastnosti (6) a (7)
ovšem pro r = 0 neplat́ı.

Daľśım krokem je rozš́ı̌reńı pojmu mocnina pro exponent, j́ımž je celé č́ıslo.
Kĺıčovou vlastnost́ı je opět (2), podle ńıž se definuje (polož́ıme-li r = 0, s = k)

∀a 6= 0,∀k ∈ Z; a−k =
1

ak
.

Vlastnost (2) pak plat́ı již bez omezeńı pro r, s ∈ Z a vlastnost (7) nabude
tvaru

(7’) ∀r > 0,∀a, b > 0 : ar < br ⇔ a < b,

∀r < 0,∀a, b > 0 : ar > br ⇔ a < b.

b) Odmocniny

Definice 3.2.1. Pro každé přirozené č́ıslo n definujeme n-tou odmocninu z nezáporného
č́ısla a jako takové nezáporné č́ıslo x, pro něž plat́ı xn = a.

Označeńı: x = n
√
a.

Podle definice tedy ( n
√
a)

n
= a, např́ıklad

(√
3
)2

= 3.
Existence n-té odmocniny se zdá být zřejmá. Toto zdáńı podporuj́ı jednoduché

př́ıklady jako 3
√

8 = 2, nebot’ 23 = 8. Jestliže však vyšetřujeme méně zřetelné
př́ıpady, třeba 3

√
π, je třeba si odpovědět na otázku, zda n-tá odmocnina pro

každé a ∈ R, a ≥ 0 skutečně existuje a zda je to jediné č́ıslo.
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Věta 3.2.2 (o existenci a jednoznačnosti n-té odmocniny). ∀n ∈ N, ∀a ∈ R,
a ≥ 0 existuje právě jedno č́ıslo x ∈ R, x ≥ 0, takové, že xn = a.

Úloha 3.2.3. Zjednodušte roznásobeńım U =
(

2
√

2 −
√

3
) (

3
√

2 + 2
√

3
)

.

Úloha 3.2.4. Zjednodušte umocněńım a usměrněńım

V =

(

2
√

3 + 3
√

2
)2

(√
3 +

√
2
) .

K základńım vlastnostem odmocnin patř́ı:

Věta 3.2.5. ∀a ∈ R, a ≥ 0, ∀m,n, r ∈ N:

(1) ( n
√
a)

m
= n

√
am,

(2) nr
√
ar = n

√
a.

D̊ukaz.

ad (1) Pro levou a pravou stranu rovnosti plat́ı:

L = xm, kde podle definice xn = a; po umocněńı na m-tou máme xmn = am.

P = y, kde podle definice je yn = am. Je tedy xmn = yn a z toho xm = y,

takže L = P .

ad (2) L = x, kde xnr = ar, což dává xn = a.

P = y, kde yn = a. Tedy xn = yn a z toho x = y,

tj. L = P .

c) Mocniny s racionálńım exponentem

Chceme-li rozš́ı̌rit pojem mocniny na exponent racionálńı, vyjdeme ze základńı
vlastnosti n-té odmocniny z č́ısla a: xn = a. Tedy polož́ıme x = at a po umocněńı
na n-tou je a = xn = atn, tedy tn = 1, t = 1/n. To vede k definici (∀n ∈ N,
∀m ∈ Z, ∀a ∈ R, a > 0):

a
1
n = n

√
a, a

m
n = n

√
am.

Vlastnosti mocnin z̊ustávaj́ı zachovány s t́ım, že muśıme uvážit př́ıslušné
podmı́nky pro a, b, r, s.

Pojem mocniny lze rozš́ı̌rit na libovolné reálné exponenty, ale mocnina s ira-
cionálńım exponentem již neńı algebraická funkce.
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Definice 3.2.6. Necht’ a ∈ R, a > 0, q ∈ Q′. Pak definujeme

aq = sup
r∈Q, r<q

{ar} .

Výše uvedené vlastnosti mocnin (1)–6), (7’), (8) plat́ı pro libovolné reálné
exponenty.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

Obrázek 3.1: Grafy funkćı y = x3, y = x2, y = x, y = x1/2 a y = x1/3.
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d) Polynomické funkce

Jsou dány rovnićı y = P (x), kde

P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x+ an

je algebraický polynom. Pro a0 6= 0 jde o polynom a tedy i o polynomickou funkci
n-tého stupně; D(f) = R. Polynomická funkce obsahuj́ıćı jen liché mocniny x je
lichá, pokud obsahuje jen sudé mocniny x, je sudá.

Při studiu polynomických funkćı se využ́ıvá poznatk̊u z algebry, která se al-
gebraickými polynomy zabývá. Zejména se využ́ıvá:

- děleńı polynomů (se zbytkem),

- rozklad polynomu na součin kořenových činitel̊u a nerozložitelných kvadra-
tických polynomů,

- věta o rovnosti polynomů. (Jestliže dva polynomy P , Q nejvýše n-tého
stupně se rovnaj́ı v n+ 1 bodech, pak P (x) = Q(x) na R, tj. oba polynomy
maj́ı tentýž stupeň a tytéž koeficienty.)

Nyńı uved’me některé zvláštńı př́ıpady polynomických funkćı.

Mocninná funkce

y = xn

(s přirozeným exponentem n).
Grafem je parabola n-tého stupně.
Pro n sudé je f sudá funkce, která pro n ≥ 2 je na intervalu (−∞, 0〉 klesaj́ıćı

a na intervalu 〈0,+∞) rostoućı, tedy v bodě 0 má minimum, H(f) = 〈0,+∞),
funkce je konvexńı na R. Při definici inverzńı funkce se za obor prostoty bere
interval 〈0,+∞). Inverzńı funkce y = n

√
x je tedy definována na intervalu 〈0,+∞)

a stejný je i obor hodnot.
Pro n liché je f lichá funkce, je rostoućı na R, H(f) = R. Pro n ≥ 3 je

f konkávńı na (−∞, 0〉 a konvexńı na 〈0,+∞), v bodě 0 má inflexi. Ježto f je
bijekćı R na R, je inverzńı funkce y = n

√
x definována na R a má týž obor hodnot.

Z tohoto d̊uvodu je možné a účelné pro lichá n definovat n-tou odmocninu i ze
záporných č́ısel; např́ıklad 3

√
−8 = −2.

Konstantńı funkce

Jsou dány rovnićı
y = k,
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kde k je konstanta; H(f) = {k}. Jsou to funkce současně neklesaj́ıćı i nerostoućı,
sudé (y = 0 je současně i lichá). V každém bodě maj́ı neostré lokálńı maximum
i neostré lokálńı minimum. Grafem každé konstantńı funkce y = k v kartézské
soustavě souřadnic je př́ımka rovnoběžná s osou x, resp. osa x (y = 0). V polárńı
soustavě souřadnic je grafem konstantńı funkce ρ = r (kde r > 0), ϕ ∈ 〈0, 2π)
kružnice se středem v počátku a s poloměrem r.

Lineárńı funkce

Jsou dány rovnićı
y = kx+ q,

kde k 6= 0, q jsou reálné konstanty; D(f) = H(f) = R. Pro k > 0 to jsou
funkce rostoućı, pro k < 0 klesaj́ıćı, pro q = 0 jsou liché. Grafem každé lineárńı
funkce v kartézské soustavě souřadnic je př́ımka, jež neńı rovnoběžná s osou x
ani k ńı kolmá. Konstanta k je směrnićı př́ımky, tj. k = tgϕ, kde ϕ je velikost
orientovaného úhlu určeného osou x a touto př́ımkou; zpravidla bereme ϕ ∈
(

−π
2
, π

2

)

. Parametr q znamená úsek na ose y.
Pro q = 0 se lineárńı funkce nazývá též př́ımá úměrnost, kartézským grafem

př́ımé úměrnosti je př́ımka procházej́ıćı počátkem. Pro lineárńı funkci (zpravidla
pro q 6= 0) se použ́ıvá též název lineárńı závislost.

Grafem lineárńı funkce v polárńı soustavě souřadnic je Archimedova spirála.
Ježto lineárńı funkce jsou ryze monotonńı, jsou i prosté. Funkce inverzńı jsou

opět lineárńı. Funkce y = a− x a funkce y = x jsou samy k sobě inverzńı.
Lineárńı funkce je velmi d̊uležitá v řadě problémů, v nichž se složitěǰśı pr̊uběh

nějaké funkce nahrazuje (aproximuje) pr̊uběhem lineárńım; např́ıklad při lineárńı
interpolaci funkćı.

Úloha 3.2.7. Jsou dány dvě tabulkové hodnoty funkce f : f(4, 75) = 0, 6758,
f(4, 80) = 0, 6803. Pomoćı lineárńı interpolace stanovte f(4, 78).

Řešeńı. Danými dvěma body prolož́ıme př́ımku, jej́ı rovnice je

y = 0, 6758 +
0.6803 − 0.6758

4.80 − 4.75
(x− 4.75) = 0, 6758 + 0, 09(x− 4, 75);

f(4, 78) = 0, 6758 + 0, 09 · 0, 03 = 0, 6758 + 0, 0027 = 0, 6785.

Kvadratické funkce

Jsou dány rovnićı
y = ax2 + bx+ c,
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kde a 6= 0, b, c jsou konstanty; D(f) = R, H(f) je pro a > 0 interval typu
〈m,+∞), pro a < 0 je to interval typu (−∞,m〉, kde m je minimum resp. ma-
ximum funkce f . Tohoto ostrého lokálńıho extrému nabývá funkce f v bodě
x0 = − b

2a
. Grafem každé kvadratické funkce v kartézské soustavě souřadnic je

(kvadratická) parabola; pro funkci y = ax2 je jej́ı vrchol v počátku soustavy
souřadnic.

e) Racionálńı lomené funkce

Jsou to funkce dané rovnićı

y =
P (x)

Q(x)
,

kde P (x), Q(x) jsou polynomy. Je-li stupeň čitatele větš́ı nebo roven stupni jme-
novatele, dovedeme racionálńı lomenou funkci vyjádřit ve tvaru

y = S(x) +
R(x)

Q(x)
,

kde S(x) je pod́ıl a R(x) je zbytek při děleńı P (x)
Q(x)

.Tato úprava (které se ř́ıká
”

sńıžit

stupeň čitatele pod stupeň jmenovatele“) se použ́ıvá při integraci racionálńıch
funkćı.

Úloha 3.2.8. Je dána funkce y =
x3 − 5x2 + 8x− 7

x2 + 3
. Proved’te sńı̌zeńı stupně

čitatele pod stupeň jmenovatele.

Řešeńı. Po provedeném děleńı dostaneme y = x− 2 +
3x− 1

x2 + 3
.

Úloha 3.2.9. Je dána funkce y =
x5 − 1

x2 + 1
. Proved’te sńı̌zeńı stupně čitatele pod

stupeň jmenovatele, anǐz provedete klasické děleńı.

Řešeńı. V čitateli vhodné členy přič́ıtáme a odč́ıtáme a zlomek rozděĺıme na v́ıce

zlomk̊u. Dostaneme y = x3 − x+
x− 1

x2 + 1
.

Lineárńı lomené funkce

Jsou to funkce s rovnićı

y =
ax+ b

cx+ d
,

kde a, b, c, d jsou reálné konstanty, přičemž plat́ı
∣

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0; D(f) = R \
{

−d

c

}

.
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Jsou to funkce prosté, grafem v kartézské soustavě souřadnic je rovnoosá
hyperbola. Inverzńı funkce jsou téhož typu, tj. jsou též lineárńı lomené.

Zvláštńım př́ıpadem je funkce zvaná nepř́ımá úměrnost s rovnićı y =
a

x
, která

je sama k sobě inverzńı.

3.3 Goniometrické funkce a funkce cyklomet-

rické

Pravoúhlé trojúhelńıky

Podobnost trojúhelńık̊u jako relace ekvivalence na množině všech pravoúhlých
trojúhelńık̊u, definuje rozklad této množiny na tř́ıdy. Z vlastnosti podobnosti
plyne, že každá tř́ıda těchto trojúhelńık̊u je určena jedńım vnitřńım ostrým
úhlem a že všechny trojúhelńıky z téže tř́ıdy ekvivalence se shoduj́ı v poměru
odpov́ıdaj́ıćıch si stran. Toho se využ́ıvá k definici goniometrických funkćı ostrého
úhlu.

α

A B

C

a
b

c

Obrázek 3.2: Pravoúhlý trojúhelńık

Definice 3.3.1. sinα =
a

b
, cosα =

c

b
, tgα =

a

c
, cotgα =

c

a
.

Tato definice pracuje zpravidla s úhly v mı́̌re stupňové.
Odsud

tgα =
sinα

cosα
, cotgα =

cosα

sinα
.

Z △ABC dále plyne:

sin(90◦ − α) = cosα, cos(90◦ − α) = sinα, sin2 α+ cos2 α = 1,

tg(90◦ − α) = cotgα.
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Zvláštńı hodnoty

Některé zvláštńı hodnoty goniometrických funkćı lze odvodit (při použit́ı Py-
thagorovy věty)

- z rovnostranného trojúhelńıku s výškou:

sin 30◦ =
1

2
, sin 60◦ =

√
3

2
,

tg 30◦ =

√
3

3
, tg 60◦ =

√
3.

(podobně pro
”
kofunkce“ cosα a cotgα).

- ze čtverce s úhlopř́ıčkou:

sin 45◦ = cos 45◦ =

√
2

2
, tg 45◦ = cotg 45◦ = 1.

Na této úrovni se přij́ımá jako d̊usledek definice, že když α roste od 0◦ do
90◦, tak funkce sinus roste od 0 do 1, funkce tangens roste od 0 do +∞, funkce
kosinus klesá od 1 k 0 a funkce kotangens klesá od +∞ k 0.

Rovněž pomoćı názoru se na této úrovni snese rozš́ı̌reńı funkćı:

sin 0◦ = 0, cos 0◦ = 1, tg 0◦ = 0, cotg 0◦ neńı definován;

podobně

sin 90◦ = 1, cos 90◦ = 0, tg 90◦ neńı definován, cotg 90◦ = 0.

Užit́ı jednotkové kružnice k definici goniometrických funkćı

Tato definice se obyčejně spojuje již s použ́ıváńım mı́ry obloukové, přičemž
přepočet mezi velikost́ı úhlu α v mı́̌re stupňové a velikost́ı x v mı́̌re obloukové je
dán vztahy

x =
π

180
α, α =

180

π
x.

Definice goniometrických funkćı pomoćı jednotkové kružnice přináš́ı jeden di-
daktický problém. Chceme-li zachovat označeńı x pro velikost úhlu v mı́̌re oblou-
kové, muśıme volit jiné označeńı pro souřadnicové osy, např́ıklad u, v. Chceme-li
však zachovat označeńı os x, y, muśıme volit jiné označeńı pro velikost úhlu,
např́ıklad t, tedy nemůžeme př́ımo definovat sin x, přestože právě tento zápis
v matematické analýze nejv́ıce použ́ıváme.

Definice 3.3.2. Je-li O počátek pravoúhlé soustavy souřadnic, J jednotkový bod
na ose x, M(xM , yM) bod na jednotkové kružnici a t velikost orientovaného úhlu
∠JOM , pak hodnota funkce cos t je definována jako x-ová souřadnice bodu M ,
cos t = xM , a hodnota funkce sin t je definována jako y-ová souřadnice bodu M ,
sin t = yM .
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M

xM

yM

t

t

x

y

Obrázek 3.3: Užit́ı jednotkové kružnice k definici goniometrických funkćı
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Vlastnosti plynoućı z definice funkćı

Z definice máme: D(sin) = D(cos) = R, H(sin) = H(cos) = 〈−1, 1〉.
Z definice plyne rovněž periodičnost obou funkćı s periodou 2π:

∀t ∈ R,∀k ∈ Z; sin(t+ 2kπ) = sin t, cos(t+ 2kπ) = cos t.

Z běžných vlastnost́ı lze dále př́ımo z jednotkové kružnice zjistit

- znaménka funkćı v jednotlivých kvadrantech I, II, III, IV;

- hodnoty funkćı pro úhly, pro něž je bod M na některé souřadnicové ose, tj.
pro úhly 0, π

2
, π, 3π

2
, . . . , zejména nulové body:

sin t = 0 ⇐⇒ t = kπ (∀k ∈ Z),

cos t = 0 ⇐⇒ t = (2k + 1)π
2

(∀k ∈ Z);

- paritu funkćı, tj. ∀t ∈ R:

sin(−t) = − sin t (funkce sinus je lichá),

cos(−t) = cos t (funkce kosinus je sudá);

- vzorce pro změnu velikosti úhlu o π, tj. ∀t ∈ R:

sin(t± π) = − sin t,

cos(t± π) = − cos t;

- nerovnost: ∀t ∈ (0,+∞) : sin t < t;

- parametrické vyjádřeńı kružnice:
x = r · cos t,
y = r · sin t,

t ∈ 〈0, 2π).

Ve školské matematice se nejčastěji setkáváme s označováńım velikosti úhl̊u
řeckými ṕısmeny α, β, . . . a s mı́rou stupňovou, v matematické analýze se po-
nejv́ıce pracuje s mı́rou obloukovou a s x jako označeńım velikosti úhl̊u v mı́̌re
obloukové, tedy sin x, cos x, . . .

Funkce tangens a kotangens

Definice funkćı tangens a kotangens vycháźı z funkćı sinus a kosinus.

Definice 3.3.3. ∀x 6= (2k + 1)π
2

(tedy pro něž cosx 6= 0) definujeme funkci
tangens:

tg x =
sin x

cos x
,

∀x 6= kπ (tedy pro něž sin x 6= 0) definujeme funkci kotangens:

cotg x =
cos x

sin x
.
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Obrázek 3.4: Grafy funkćı y = sin x, y = sin 2x, y = 2 sin x a y = cosx.

Vlastnosti funkćı tg x a cotg x:

Funkce tangens je definována pro všechna x ∈ (2k + 1)π
2
, tj. na množině

D(tg) = R \
{

(2k + 1)π
2
; k ∈ Z

}

; H(tg) = R.

Funkce kotangens je definována pro všechna x 6= k·π, tj. na množiněD(cotg) =
R \ {kπ; k ∈ Z}; H(cotg) = R.

Z definice funkćı tangens a kotangens a z vlastnost́ı funkćı sinus a kosinus
dostáváme zejména tyto základńı vlastnosti:

- znaménka funkćı v jednotlivých kvadrantech I, II, III, IV;

- hodnoty funkćı pro úhly, pro něž je bod M na některé souřadnicové ose, tj.
pro úhly 0, π

2
, π, 3π

2
, 2π, zejména nulové body: tg 0 = tg π = 0, cotg π

2
=

cotg 3π
2

= 0;

- paritu funkćı, tj. ∀x ∈ D(f):

tg(−x) = − tg x, cotg(−x) = − cotg x (funkce liché);

- periodičnost funkćı: ∀x ∈ D(f):

tg(x± π) = − tg x, cotg(x± π) = − cotg x.

Vzorce pro goniometrické funkce:

Postupně lze vyvodit daľśı skupiny vzorc̊u. Je-li g libovolná ze čtyř základńıch
goniometrických funkćı a označ́ıme-li velikosti úhl̊u α, β, . . . , jak je to běžné na
středńı škole, jde o vzorce, kde
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Obrázek 3.5: Grafy funkćı y = tg x a y = cotg x.
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- g(α± β) vyjadřujeme pomoćı goniometrických funkćı úhl̊u α, β, např́ıklad

sin(α± β) = sinα cos β ± cosα sin β;

tg(α± β) =
tgα± tg β

1 ∓ tgα tg β
(pro která α, β plat́ı?);

- g(2α) vyjadřujeme pomoćı goniometrických funkćı jednoduchého úhlu α,
např́ıklad

cos 2α = cos2 α− sin2 α,

sin 2α = 2 sinα cosα;

- g
(

α

2

)

vyjadřujeme pomoćı goniometrických funkćı úhlu α,

např́ıklad pro α ∈ I je

sin
α

2
=

√

1 − cosα

2
; nebo též

sin2 α =
1 − cos 2α

2
, cos

α

2
=

√

1 + cosα

2

tento vzorec se využ́ıvá např́ıklad při integraci goniometrických funkćı;

- g(α) ± g(β) se vyjádř́ı jako součin funkćı, např́ıklad

sinα+ sin β = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2
;

- při integraci součinu goniometrických funkćı se využ́ıvá obráceného vztahu
a g(α) · g(β) vyjadřujeme jako součet nebo rozd́ıl goniometrických funkćı,
např́ıklad:

sinmα · cosnα =
1

2
[sin(m+ n)α+ sin(m− n)α];

- velmi užitečný je vzorec
1

cos2 α
= 1 + tg2 α.

Funkce cyklometrické

Pro základńı goniometrické funkce se voĺı obory prostoty P , přičemž obory
hodnot H se neměńı:

sin x : P =
〈

−π

2
,
π

2

〉

, H = 〈−1, 1〉;
cos x : P = 〈0, π〉, H = 〈−1, 1〉;
tg x : P =

(

−π

2
,
π

2

)

, H = (−∞,+∞) = R;

cotg x : P = (0, π), H = (−∞,+∞) = R.

Při definici cyklometrických funkćı se vyměńı úloha množin P a H.
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Definice 3.3.4. Goniometrické funkce uvažujme na jejich oborech prostoty. In-
verzńı funkćı (s definičńım oborem D) k funkci

sin x je funkce arcsin x (arkussinus), D = 〈−1, 1〉;
cos x je funkce arccos x (arkuskosinus), D = 〈−1, 1〉;
tg x je funkce arctg x (arkustangens), D = (−∞,+∞);
cotg x je funkce arccotg x (arkuskotangens), D = (−∞,+∞).

Přitom si uvědomı́me, že např́ıklad ∀x ∈ 〈−1, 1〉, ∀y ∈
〈

−π

2
,
π

2

〉

, zna-

menaj́ı zápisy y = arcsin x, x = sin y přesně totéž.
Funkce arcsin x se vyskytuje v úlohách na určeńı definičńıho oboru funkćı.

Úloha 3.3.5. Určete definičńı obor funkce f : y =
arcsin x√

3x+ 2
.

Řešeńı. Čitatel je definován na intervalu 〈−1, 1〉, jmenovatel na množině x > −2
3
,

tedy na intervalu
(

−2
3
,+∞

)

. Definičńı obor D(f) je pr̊unikem obou interval̊u,

tedy D(f) =
(

−2
3
, 1
〉

.

1 2 3 4−1−2−3−4−5

π

π
2

−π

2

Obrázek 3.6: Grafy funkćı y = arcsin x, y = arccosx, y = arctg x a y = arccotg x.

Vlastnosti cyklometrických funkćı

Jelikož inverzńı funkce zachovává monotónnost funkce výchoźı, jsou funkce
arcsin x, arctg x ve svých definičńıch oborech rostoućı, arccosx a arccotg x jsou
klesaj́ıćı.

Ze vzorc̊u pro funkce goniometrické lze odvodit odpov́ıdaj́ıćı vzorce pro funkce
cyklometrické, např́ıklad:
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Ježto cos t = sin
(

π
2

− t
)

, dostaneme po dosazeńı cos t = x, (tedy i t =

arccosx): x = sin
(

π
2

− arccosx
)

⇒ ∀x ∈ 〈−1, 1〉 : arcsin x+ arccosx = π
2
.

Podobně též ∀x ∈ R : arctg x+ arccotg x = π
2
.

Proto se z uvedených cyklometrických funkćı použ́ıvá obvykle vždy jen jedna
z každé dvojice, zpravidla funkce arcsin x a arctg x.

Jestliže ve vzorci pro tg(α + β) polož́ıme tgα = x, tg β = y, tj. α = arctg x,
β = arctg y, dostaneme vzorec arctg x+ arctg y = arctg x+y

1−xy
.

3.4 Funkce exponenciálńı a logaritmické

Exponenciálńı funkce

Necht’ a > 0, a 6= 1. Exponenciálńı funkce jsou definovány rovnićı

y = ax,

D(f) = R (plyne to z definice mocniny pro libovolný reálný exponent).
Hodnotu mocniny s iracionálńım exponentem, tedy exponenciálńı funkce pro

iracionálńı hodnotu nezávisle proměnné x) lze naj́ıt i jako limitu posloupnosti ar,
kde r ∈ Q, r → x. Tak třeba 2π je limitou posloupnosti 2r, kde r např́ıklad tvoř́ı
posloupnost dolńıch desetinných aproximaćı č́ısla π: 3; 3, 1; 3, 14; 3, 141; 3, 1415;
3, 14159; . . . . Pak 2r dává posloupnost 8; 8, 5741 . . .; 8, 8152 . . .; 8, 8213 . . .; 8, 8244 . . .;
8, 82496 . . ., takže např́ıklad 2π ≈ 8, 8250.

Podobně (užit́ım suprema množin) bychom mohli dokázat, že každé kladné
č́ıslo je při daném základu a hodnotou nějaké mocniny, tj. H(f) = (0,+∞).

Pro a > 1 je exponenciálńı funkce rostoućı, jak plyne z vlastnosti mocnin 4.2
(8). Pro a < 1 je exponenciálńı funkce klesaj́ıćı. V tomto př́ıpadě je (1/a) > 1,

plat́ı pro každé x1 < x2 <
(

1
a

)x1

<
(

1
a

)x2

a po přechodu k převráceným hodnotám
máme ax1 > ax2 .

Pro a ∈ (0, 1) je tedy ax = b−x, kde b = 1/a > 0.
Exponenciálńı funkci y = ax pro a ∈ (0, 1) lze tedy nahradit exponenciálńı

funkćı y = b−x pro b > 1 (která je klesaj́ıćı), a to vede k závěru, že v podstatě
neńı třeba se zabývat exponenciálńımi funkcemi se základem a < 1.

Grafu exponenciálńı funkce v kartézské soustavě ř́ıkáme exponenciála. Všechny
exponenciály procházej́ı bodem [0; 1]. Grafem exponenciálńı funkce v polárńı sou-
stavě souřadnic je tzv. logaritmická spirála.

Zvlášt’ d̊uležitá je exponenciálńı funkce y = ex označovaná někdy též expx.

Logaritmické funkce

Exponenciálńı funkce f : y = ax je pro a > 0 rostoućı (tedy i prostá)
na celé množině R, přičemž H(f) = (0,+∞). Existuje proto inverzńı funkce
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Obrázek 3.7: Grafy funkćı y = ex, y =
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.
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f−1 : x = ay, kterou nazýváme logaritmická funkce o základu a a kterou zapi-
sujeme y = loga x; ta má D(f−1) = (0,+∞), H(f) = R. Hodnotu logaritmické
funkce nazýváme logaritmus; někdy pojem logaritmus použ́ıváme i pro stručné
označeńı logaritmické funkce. Logaritmovat nějaký výraz znamená určit jeho lo-
garitmus.

Pro matematickou analýzu je nejd̊uležitěǰśı logaritmická funkce o základu e,
pro niž máme zvláštńı označeńı ln x = loge x a název přirozený logaritmus (ln
= logaritmus naturalis).

Z definice logaritmu plyne zejména:

(a) Zápis x = ay znamená přesně totéž jako y = loga x.

(b) ∀x ∈ R: loga a
x = x, ∀x > 0: aloga x = x.

(c) ∀x ∈ R: ax = ex ln a (nebot’ a = eln a).

Z prostoty exponenciálńıch a logaritmických funkćı plyne:

(d) aK = aL ⇔ K = L, A = B (> 0) ⇔ loga A = loga B.

V obou př́ıpadech (d) źıskáme závěr implikace logaritmováńım jej́ıho předpokladu.
Dekadický logaritmus, tj. logaritmus o základu 10, měl dř́ıve výsadńı posta-

veńı při numerických výpočtech (použ́ıváńı tabulek dekadických logaritmů), ale
s rozš́ı̌reńım kalkulátor̊u a poč́ıtač̊u toto postaveńı ztratil.

Všechny logaritmické funkce o základu a > 1 jsou rostoućı a jejich grafy
procházej́ı bodem [1; 0] na ose x.

Úloha 3.4.1. Načrtněte grafy funkćı y = ex, y = ln x.

Z výše uvedené vlastnosti (c) plyne, že mı́sto exponenciálńıch funkćı y = ax

o základu a lze uvažovat jen exponenciálńı funkce y = ekx o základu e. Podobně
na sebe lze převádět logaritmy o r̊uzných základech. Převodńı vztahy lze odvodit
např́ıklad takto (uvažujme logaritmus přirozený a logaritmus o základu a):

Rovnost x = aloga x logaritmujeme při základu e a dostaneme ln x = ln a·loga x.
Jestliže logaritmujeme rovnost x = eln x při základu a, dostaneme loga x =

loga e · ln x.
Z vlastnost́ı exponenciálńıch funkćı plynou ihned vlastnosti funkćı logarit-

mických:

∀x1, x2 > 0: loga(x1 · x2) = loga x1 + loga x2;

∀x1, x2 > 0: loga(x1 : x2) = loga x1 − loga x2;

∀x > 0, ∀m ∈ R: loga(xm) = m · loga x.
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Obrázek 3.8: Grafy funkćı y = ln x, y = log1/e x, y = log2 x a y = log1/2 x.

45



3.5 Funkce hyperbolické a hyperbolometrické

Hyperbolické funkce patř́ı mezi elementárńı funkce a jsou definovány pomoćı
funkćı exponenciálńıch takto:

Definice 3.5.1.

sh x =
1

2

(

ex − e−x
)

, ch x =
1

2

(

ex + e−x
)

,

th x =
sh x

ch x
, coth x =

ch x

sh x
;

jsou to hyperbolický sinus, kosinus, tangens a kotangens.

Z definice je vidět, že pro prvńı tři z těchto funkćı je D(f) = R (pro th x
to plyne z toho, že ∀x ∈ R: ch x > 0). Lehce zjist́ıme, že funkce sh x má jediný
nulový bod pro x0 = 0, takže D(coth) = R \ {0}.

Obory hodnot a pr̊uběh:

H(sh) = R, funkce je rostoućı; H(ch) = 〈1,+∞), funkce je klesaj́ıćı na
(−∞, 0〉 a rostoućı na 〈0,+∞), v bodě 0 má minimum 1.

H(th) = (−1; 1), funkce je rostoućı; H(coth) = (−∞,−1) ∪ (1,+∞), na
intervalu (−∞, 0) funkce klesá od −1 k −∞, na intervalu (0,+∞) funkce klesá
od +∞ k 1. Pro funkce tangens i kotangens jsou př́ımky y = 1 a y = −1
asymptotami, asymptotou grafu funkce kotangens je též osa y.

Úloha 3.5.2. Do jednoho obrázku znázorněte grafy funkćı y = sh x, y = ch x,

y =
1

2
ex.

Úloha 3.5.3. Do jednoho obrázku znázorněte grafy funkćı y = th x, y = coth x.

Graf funkce y = a·ch x
a

v kartézské souřadnicové soustavě se nazývá řetězovka.

Je to křivka, kterou vytvář́ı řetěz (nepružná nit) volně zavěšený ve dvou bodech.
Hyperbolické funkce maj́ı řadu vlastnost́ı velmi podobných vlastnostem funkćı

goniometrických. Z definice funkćı lze odvodit např́ıklad

(a) Funkce sh x, th x, coth x jsou liché, funkce ch x je sudá.

(b) ∀x: ch2 x− sh2 x = 1.

(c) ∀x 6= 0: th x · coth x = 1.

(d) ∀xi ∈ R: sh(x1 ± x2) = sh x1 ch x2 ± ch x1 sh x2.

(e) ∀xi ∈ R: ch(x1 ± x2) = ch x1 ch x2 ∓ sh x1 sh x2.
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(f) ∀xi ∈ R: th(x1 ± x2) =
th x1 ± th x2

1 ± th x1 th x2

.

Hyperbolické funkce se vyskytuj́ı zejména v aplikaćıch a také se použ́ıvaj́ı při
výpočtu neurčitých integrál̊u pomoćı hyperbolických substitućı.

Funkce sh x, th x a coth x jsou prosté, u funkce ch x vezmeme za obor prostoty
interval 〈0,+∞). Pak lze definovat funkce inverzńı (zvané hyperbolometrické):

- K funkci sh x je inverzńı funkćı funkce argsh x (argument hyperbolického
sinu), D(f) = H(f) = R.

- K funkci ch x je inverzńı funkćı funkce argch x (argument hyperbolického
kosinu), D(f) = 〈1,+∞), H(f) = 〈0,+∞).

- K funkci th x je inverzńı funkćı funkce argth x (argument hyperbolické tan-
gens), D(f) = (−1; 1), H(f) = R.

- K funkci coth x je inverzńı funkćı funkce argcoth x (argument hyperbolické
kotangens), D(f) = (−∞,−1) ∪ (1,+∞), H(f) = R \ {0}.

Ježto jsou hyperbolické funkce vyjádřeny pomoćı exponenciálńı funkce, lze
hyperbolometrické funkce vyjádřit pomoćı funkce logaritmické, např́ıklad:

argsh x = ln
(

x+
√
x2 + 1

)

, argth x =
1

2
ln

1 + x

1 − x
.

− ∗ −
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Obrázek 3.9: Grafy funkćı y = sh x, y = ch x, y = th x a y = coth x.
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Obrázek 3.10: Grafy funkćı y = argsh x, y = argch x, y = argth x a y = argcoth x.
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Kapitola 4

Limita funkce

Limita funkce je jedńım z nejd̊uležitěǰśıch pojmů matematické analýzy.
Na pojmu limita jsou založeny daľśı významné pojmy, jako je spoji-
tost, derivace funkce, Riemann̊uv integrál, délka křivky a daľśı. S př́ımým
praktickým použit́ım limity se setkáme při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce,
např́ıklad při zjǐst’ováńı asymptot grafu funkce.

4.1 Limita funkce podle Heineho

Hlavńı myšlenka: Problém limity funkce se převede na (již známý)
problém limity posloupnosti.

Definice 4.1.1 (limita funkce podle Heineho). Necht’ funkce f je definována na

nějakém redukovaném okoĺı bodu x0
1. Č́ıslo a nazveme limita funkce f v bodě x0

⇐⇒ pro každou posloupnost {xn},

xn ∈ P (x0), (xn 6= x0), xn → x0, plat́ı f(xn) → a.

Ṕı̌seme
lim

x→x0
f(x) = a.

Definice 4.1.2 (jednostranná limita funkce podle Heineho). Necht’ funkce f je
definována na nějakém levém (pravém) redukovaném okoĺı bodu x0

2

Č́ıslo a nazveme limita zleva (zprava) funkce f v bodě x0 ⇐⇒ pro každou
posloupnost {xn},

xn ∈ P (x0−), (xn < x0)
(

xn ∈ P (x0+), (xn > x0),
)

xn → x0, plat́ı f(xn) → a.

1
P (x0) := {x ∈ R : 0 < |x − x0| < ε} = (x0 − ε; x0 + ε) \ {x0}

2
P (x0−) := {x ∈ R : 0 < x0 − x < ε} = (x0 − ε; x0),

P (x0+) := {x ∈ R : 0 < x − x0 < ε} = (x0; x0 + ε)
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Ṕı̌seme

f(x0−) = lim
x→x0−

f(x) = a
(

f(x0+) = lim
x→x0+

f(x) = a
)

.

Úloha 4.1.3. Vypočtěte lim
x→2

x2 − 4

x− 2
.

Řešeńı. Podle Heineho definice limitu funkce přeṕı̌seme na limitu posloupnosti:

lim
x→2

x2 − 4

x− 2
= lim
xn → 2
xn 6= 2

x2
n − 4

xn − 2
= lim
xn → 2
xn 6= 2

(xn − 2)(xn + 2)

xn − 2
= lim
xn → 2
xn 6= 2

(xn+2) = 4,

kde jsme mohli krátit výrazem (xn − 2), nebot’ z předpoklad̊u v́ıme, že xn 6= 2, a
tak (xn − 2) 6= 0.

Úloha 4.1.4. Vypočtěte obě jednostranné limity funkce y = sgn x v bodě 0.

Řešeńı. Připomeňme definici zkoumané funkce:

sgn x :=











−1, pro x < 0,
0, pro x = 0,
1, pro x > 0.

Vypočteme limitu zprava (limita zleva se poč́ıtá analogicky):

lim
x→0+

sgn x = lim
xn → 0
xn > 0

sgn xn = lim
xn → 0
xn > 0

1 = 1,

když za sgn xn jsme dosadili 1, nebot’ xn > 0, a tak sgn xn = 1.
Podobně

lim
x→0−

= −1.

Úloha 4.1.5. Dokažte, že Dirichletova funkce χ(x) nemá limitu (ani jednostran-
nou) v žádném bodě x0 ∈ R.

Řešeńı. Připomeňme definici zkoumané funkce:

χx :=

{

1, pro x ∈ Q,
0, pro x ∈ Q′.
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Pro každý bod x0 v R existuje alespoň jedna posloupnost racionálńıch č́ısel,
která k němu konverguje:

∃ {an} , an ∈ Q : an → x0.

Také ovšem existuje i podobná posloupnost iracionálńıch č́ısel:

∃ {bn} , bn ∈ Q′ : bn → x0.

Posloupnosti obraz̊u obou posloupnost́ı jsou konstantńı, ale s r̊uznými konstan-
tami:

χ(an) = 1, χ(bn) = 0,

takže
lim

an→x0
1 = 1 6= 0 = lim

bn→x0

0,

a tak limita lim
x→x0

χ(x) neexistuje.

Úloha 4.1.6. Vyslovte definici nevlastńı limity +∞ ve vlastńım bodě x0.

Definice 4.1.7 (vlastńı limita v nevlastńım bodě +∞). Necht’ +∞ je hro-

madným bodem D(f). Č́ıslo a nazveme limita funkce f v nevlastńım bodě +∞
⇐⇒
pro každou posloupnost {xn}, xn ∈ D(f), xn → +∞, plat́ı f(xn) → a.

Ṕı̌seme
lim

x→+∞
f(x) = a.

Úloha 4.1.8. Vyslovte definici vlastńı limity funkce v nevlastńım bodě −∞ a de-
finice nevlastńıch limit v nevlastńıch bodech.

4.2 Limita funkce podle Cauchyho

Cauchyho definice limity využ́ıvá vztahu mezi okoĺımi. Vyslov́ıme dvě definice.
Jedna uvažuje okoĺı ve smyslu topologickém, druhá ve smyslu metrickém.

Definice 4.2.1 (limita funkce podle Cauchyho). Necht’ x0 je hromadným bodem

D(f). Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 limitu a⇔ ∀ U(a) ∃ P (x0) ∀x :
x ∈ D(f) ∩ P (x0) ⇒ f(x) ∈ U(a). Ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = a.
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Poznámka 4.2.2. Posledńı implikaci lze nahradit inkluźı

f(D(f) ∩ P (x0)) ⊂ U(a).

Definice 4.2.3 (limita funkce podle Cauchyho, druhá definice). Necht’ x0 je

hromadným bodem D(f). Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 limitu a
⇔ ∀ε > 0∃δ > 0 tak, že ∀x : x ∈ D(f) ∩ P (x0, δ) ⇒ f(x) ∈ U(a, ε).
Ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = a.

Poznámka 4.2.4. Závěr definice lze formálně upravit na jiný tvar s využit́ım ab-
solutńıch hodnot: mı́sto ∀x : x ∈ D(f) ∩ P (x0, δ) uvedeme ∀x ∈ D(f) : 0 <
|x− x0| < δ a mı́sto f(x) ∈ U(a, ε) dáme |f(x) − a| < ε.

Úloha 4.2.5. Znázorněte obsah Cauchyových definic na obrázku.

Úloha 4.2.6. Vyslovte Cauchyovy definice vlastńı limity v nevlastńım bodě, ne-
vlastńı limity ve vlastńım bodě a nevlastńı limity v nevlastńım bodě.

Věta 4.2.7 (Ekvivalence definic limity funkce). Heineho definice a Cauchyova
definice limity funkce jsou ekvivalentńı.

Limita funkce dle definice Heineho je tedy přesně týž pojem jako limita funkce
podle Cauchyho. Je tu však rozd́ıl v jejich použit́ı. Heineho definici použ́ıváme
častěji k výpočtu limit, nebot’ v této definici znalost hodnoty limity funkce neńı
předem potřebná, Cauchyovu definici použ́ıváme častěji k d̊ukaz̊um, hodnotu li-
mity muśıme znát předem.

4.3 Věty o limitách funkćı

Věty o limitách funkćı vyplývaj́ı na základě Heineho definice limity z vět o
limitách posloupnost́ı. Proto jsou některé formulovány velmi podobně.

Formulaci uvád́ıme pro vlastńı limity ve vlastńıch bodech, je však možné i
jejich rozš́ı̌reńı na

”
nevlastńı př́ıpady“.

Věta 4.3.1. Každá funkce f má v libovolném bodě x0 ∈ R nejvýše jednu limitu.

Věta 4.3.2. Necht’ funkce f má v bodě x0 konečnou limitu. Pak existuje okoĺı
P (x0), v němž je omezená.

Věta 4.3.3 (věta o kladné limitě). Necht’ funkce f má v bodě x0 konečnou kladnou
(zápornou) limitu. Pak existuje okoĺı P (x0), v němž je f kladná (záporná).
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Věta 4.3.4 (věta o limitě součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu). Necht’ jsou na M
definovány funkce f a g. Necht’ x0 je hromadný bod M a plat́ı

lim
x→x0

f(x) = a, lim
x→x0

g(x) = b.

Pak funkce

f + g, f − g, f · g, f

g
(pro g(x) 6= 0, b 6= 0)

maj́ı limitu

a+ b, a− b, a · b, a

b
.

Tyto vlastnosti plat́ı pro rozš́ı̌renou reálnou osu ve všech př́ıpadech, kdy maj́ı
uvedené výrazy s a, b smysl; např́ıklad věta o součtu neplat́ı pro a = +∞, b =
−∞.

Věta 4.3.5 (věta o limitě rovnosti). Necht’ na nějakém okoĺı P (x0) plat́ı f(x) =
g(x) a existuje limx→x0 f(x) = a. Pak též limx→x0 g(x) = a.

Věta 4.3.6 (věta o limitě nerovnosti). Necht’ na nějakém okoĺı P (x0) plat́ı f(x) ≤
g(x) a existuj́ı limity obou funkćı v bodě x0.

Pak lim
x→x0

f(x) ≤ lim
x→x0

g(x).

Úloha 4.3.7. Na př́ıkladech ukažte, jaký vztah m̊uže platit mezi limitami, jestlǐze
na P (x0) plat́ı ostrá nerovnost f(x) < g(x).

Věta 4.3.8 (věta o třech limitách). Necht’ na nějakém okoĺı P (x0) plat́ı

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x),

přičemž
lim

x→x0
f(x) = lim

x→x0
g(x) = a.

Pak existuje i limx→x0 h(x) a je rovna a.

Věta 4.3.9.
lim

x→x0
f(x) = 0 ⇐⇒ lim

x→x0
|f(x)| = 0.

Věta 4.3.10.
lim

x→x0
f(x) = a ⇐⇒ lim

x→x0
|f(x) − a| = 0

(pro a vlastńı).
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Věta 4.3.11. Necht’ x0 je oboustranným hromadným bodem D(f). Pak následuj́ıćı
dva výroky jsou ekvivalentńı:

A: Existuje limx→x0 f(x) a je rovna a.

B: Existuj́ı limx→x0− f(x), limx→x0+ f(x) a obě jsou rovny a.

Úloha 4.3.12. Užit́ım předchoźı věty dokažte, že funkce y = x+
|x|
x

nemá limitu

v bodě x0 = 0.

Věta 4.3.13. Necht’ na nějakém P (x0) plat́ı f(x) > 0. Pak

1) lim
x→x0

f(x) = 0 ⇐⇒ limx→x0

1
f(x)

= +∞,

2) lim
x→x0

f(x) = +∞ ⇐⇒ lim
x→x0

1

f(x)
= 0.

Věta 4.3.14. Necht’ x0 je hromadným bodem D(f · g), limx→x0 f(x) = 0 a g je
funkce omezená. Pak lim

x→x0
f(x) · g(x) = 0.

Věta 4.3.15 (věta o limitě složené funkce). Mějme složenou funkci f ◦ϕ. Necht’

1. ∃ okoĺı P (x0) ⊂ D(ϕ) tak, že ϕ(P (x0)) ⊂ D(f),

2. ∃a jako lim
x→x0

ϕ(x),

3. a je hromadným bodem D(f) a existuje b = lim
x→a

f(x),

4. x0 neńı hromadným bodem množiny {x ∈ P (x0);ϕ(x) = a}.

Pak existuje limita složené funkce f ◦ ϕ v bodě x0 a plat́ı lim
x→x0

f ◦ ϕ(x) = b.

4.4 Výpočet limit

Limity některých elementárńıch funkćı

Úloha 4.4.1. Užit́ım věty o třech limitách dokažte, že lim
x→0

sin x = 0.

Úloha 4.4.2. Dokažte, že lim
x→x0

sin x = sin x0 a lim
x→x0

cos x = cosx0.

Úloha 4.4.3. Dokažte, že lim
x→x0

xn = xn
0 a že pro každý polynom P (x) je lim

x→x0
P (x) =

P (x0).

Platnost výsledk̊u úloh 4.4.2 a 4.4.3 lze zobecnit na všechny elementárńı
funkce takto:

Věta 4.4.4. Je-li f elementárńı funkce, x0 ∈ D(f), pak lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Použit́ı této věty nazýváme využit́ı spojitosti funkce k výpočtu limity.
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Speciálńı limity:

lim
x→0

sin x

x
= 1,

lim
x→+∞

(

1 +
1

x

)x

= e,

lim
x→0

(1 + x)m − 1

x
= m (pro libovolná m ∈ R),

lim
x→0

ex −1

x
= 1.

Úloha 4.4.5. Vypočtěte lim
x→0

sin 3x

x
.

Úloha 4.4.6. Vypočtěte lim
x→+∞

(

1 +
2

x

)x

.

Výpočet dle definice a vět o limitách

Úloha 4.4.7. Vypočtěte lim
x→+∞

6x3 + 2x+ 5

2x3 + x2 + 7
.

Úloha 4.4.8. Vypočtěte lim
x→+∞

6 · 23x + 2x+1 + 5

23x+1 + 22x + 7
.

Úloha 4.4.9. Vypočtěte lim
x→0

x sin
1

x
.

Daľśı metoda výpočtu limit funkćı: užit́ım l’Hospitalova pravidla .

− ∗ −
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Kapitola 5

Spojitost funkce

Spojitost patř́ı k nejvýznamněǰśım vlastnostem funkćı. Setkáváme se s ńı —
jako s požadovanou vlastnost́ı funkćı — ve všech částech matematické analýzy.

5.1 Pojem spojitosti funkce

Intuitivńı představa spojitosti funkce f v bodě x0 je spojena s grafem funkce:
graf v tomto bodě

”
neńı přetržený“, funkce je v daném bodě definována a v malém

okoĺı bodu x0 jsou malé i změny funkce. Spojitost v bodě je lokálńı vlastnost
funkce.

Definice 5.1.1 (spojitost funkce v bodě).

Ř́ıkáme, že funkce f je spojitá v bodě x0 ⇔

1. je v bodě x0 definována (tj. x0 ∈ D(f)),

2. [je-li x0 hromadným bodem D(f), pak] existuje vlastńı lim
x→x0

f(x) a plat́ı

3. lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Poznámka 5.1.2. Někdy se vynechává podmı́nka v hranaté závorce. Jej́ı po-
necháńı rozšǐruje spojitost i do izolovaných bod̊u D(f) a umožňuje jednodušš́ı
formulaci některých vět.

Úloha 5.1.3. Definujte spojitost v bodě x0 zleva a spojitost zprava.

Úloha 5.1.4. Načrtněte graf funkce f tak, aby nastaly tyto jevy:

1. v bodě x1 /∈ D(f) má funkce vlastńı limitu,

2. v bodě x2 /∈ D(f) limita zleva je menš́ı než limita zprava, obě jsou vlastńı,

3. v bodě x3 je funkce spojitá zleva, limita zprava je menš́ı než limita zleva,
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4. v bodě x4 je funkce spojitá zprava a limita zprava je věťśı než limita zleva,

5. v bodě x5 ∈ D(f) má vlastńı limitu, která je však menš́ı než funkčńı hodnota,

6. v bodě x6 ∈ D(f), limita zleva je menš́ı než f(x6), limita zprava je věťśı než
f(x6),

7. v bodě x7 /∈ D(f) je limita zleva −∞, limita zprava +∞,

8. v bodě x8 ∈ D(f) je limita zleva +∞, vlastńı limita zprava je menš́ı než
f(x8),

9. v bodě x9 ∈ D(f) má funkce nevlastńı limitu +∞.

Definice 5.1.5. Hromadný bod x0 definičńıho oboru D(f), v němž funkce f neńı
spojitá, se nazývá bod nespojitosti funkce f .

Definice 5.1.6 (druhy nespojitosti). Nespojitost v bodě x0 se nazývá

- odstranitelná ⇐⇒

– f má v bodě x0 vlastńı limitu,

– ale funkčńı hodnota f(x0)

∗ bud’ neńı definována

∗ nebo neńı rovna limitě;

- neodstranitelná ve všech ostatńıch př́ıpadech nespojitosti.

Neodstranitelnou nespojitost nazveme

- 1. druhu ⇐⇒

– v bodě x0 existuj́ı obě jednostranné vlastńı limity,

– ale jsou r̊uzné;

– rozd́ıl limit f(x0+) − f(x0−) (někdy jen absolutńı hodnotu tohoto
rozd́ılu) nazýváme skok;

- 2. druhu ve všech ostatńıch př́ıpadech.

Poznámka 5.1.7. Odstranitelnou nespojitost lze odstranit tak, že funkci f v bodě
x0 dodefinujeme nebo předefinujeme tak, aby se funkčńı hodnota rovnala limitě
funkce v bodě x0.

Úloha 5.1.8. Rozhodněte, jakou nespojitost má funkce f z úlohy 5.1.4 v bodech
x1 až x9.

Úloha 5.1.9. Dokažte, že Dirichletova funkce je nespojitá pro každé x ∈ R. Jaká
je to nespojitost?

57



x1 x

Obrázek 5.1: V bodě x1 /∈ D(f) má funkce vlastńı limitu (dodefinováńım
odstranitelná nespojitost).

x2 x

Obrázek 5.2: V bodě x2 /∈ D(f) limita zleva je menš́ı než limita zprava, obě jsou
vlastńı (neodstranitelná nespojitost prvńıho druhu – skok).

x3 x

Obrázek 5.3: V bodě x3 je funkce spojitá zleva, limita zprava je menš́ı než limita
zleva (neodstranitelná nespojitost prvńıho druhu – skok).

x4 x

Obrázek 5.4: V bodě x4 je funkce spojitá zprava a limita zprava je větš́ı než limita
zleva (neodstranitelná nespojitost prvńıho druhu – skok).

x5 x

Obrázek 5.5: V bodě x5 ∈ D(f) má vlastńı limitu, která je však menš́ı než funkčńı
hodnota (předefinováńım odstranitelná nespojitost).

58



x6 x

Obrázek 5.6: V bodě x6 ∈ D(f), limita zleva je menš́ı než f(x6), limita zprava je
větš́ı než f(x6) (neodstranitelná nespojitost prvńıho druhu – skok).

x7 x

Obrázek 5.7: V bodě x7 /∈ D(f) je limita zleva −∞, limita zprava +∞ (neod-
stranitelná nespojitost druhého druhu).

x8 x

Obrázek 5.8: V bodě x8 ∈ D(f) je limita zleva +∞, vlastńı limita zprava je menš́ı
než f(x8) (neodstranitelná nespojitost druhého druhu).
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x9 x

Obrázek 5.9: V bodě x9 ∈ D(f) má funkce nevlastńı limitu +∞ (neodstrani-
telná nespojitost druhého druhu).

Dále uvád́ıme přehled základńıch vět o spojitosti v bodě x0

V př́ıpadě, že tento bod je hromadným bodem D(f), plynou tyto věty z vět
o limitách.

Věta 5.1.10. Jsou-li funkce

• f , g spojité v bodě x0 a c ∈ R,

pak jsou v tomto bodě spojité též funkce

• f + g,

• f − g,

• c · f ,

• f · g,

• |f |

• a pro g(x0) 6= 0 i
f

g
.

(Pro součty, rozd́ıly a součiny plat́ı tato vlastnost při libovolném konečném počtu
člen̊u resp. činitel̊u.)

Věta 5.1.11. Je-li funkce ϕ spojitá v bodě x0, funkce f spojitá v bodě a = ϕ(x0),
pak složená funkce f ◦ ϕ je spojitá v bodě x0.

Věta 5.1.12. Je-li funkce f spojitá v bodě x0, pak existuje okoĺı U(x0) tak, že na
D(f) ∩ U(x0) je f omezená (je to tzv. lokálńı omezenost spojité funkce).
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Věta 5.1.13. Necht’ x0 je hromadným bodem D(f), funkce f je spojitá v x0 a
f(x0) 6= 0.

Pak existuje okoĺı U(x0) tak, že ∀x ∈ R plat́ı

x ∈ U(x0) ∩D(f) =⇒ sgn f(x) = sgn f(x0).

Věta 5.1.14. Necht’ x0 je oboustranný hromadný bod D(f).

Funkce f je spojitá v bodě x0 ⇐⇒ je v něm spojitá zleva i zprava.

Věta 5.1.15 (Pravidlo ε– δ). Necht’ x0 je hromadným bodem D(f).

Funkce f je spojitá v bodě x0 ⇐⇒
∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že ∀x ∈ R plat́ı

x ∈ U(x0, δ) ∩D(f) =⇒ f(x) ∈ (f(x0), ε).

Poznámka 5.1.16. • Tato vlastnost se též nazývá Cauchyova definice spoji-
tosti; tedy takto lze definovat spojitost funkce v hromadném bodě D(f)
bez použit́ı pojmu limita.

• V uvedeném pravidle ε– δ je ovšem pojem limity fakticky obsažen, viz pra-
vidlo ε– δ pro limitu funkce.

• Podobně následuj́ıćı větu lze chápat jako Heineho definici spojitosti.

Věta 5.1.17. Necht’ x0 je hromadným bodem D(f).
Funkce f je spojitá v bodě x0 ⇐⇒

∀xn, xn ∈ D(f), xn → x0 plat́ı f(xn) → f(x0).

Věta 5.1.18. Základńı elementárńı funkce jsou spojité ve všech bo-
dech, v nichž jsou definovány.

Úloha 5.1.19. Pro které funkce naleznete d̊ukaz věty 5.1.18 v př́ıkladech předchoźı
kapitoly?

5.2 Funkce spojité na množině

Spojitost funkce na množině je globálńı vlastnost́ı funkce.

Definice 5.2.1. Ř́ıkáme, že funkce f je spojitá na množině M ⊂ D(f) ⇐⇒
je spojitá v každém bodě množiny M .

Zápis: f ∈ C(M).

Ř́ıkáme, že funkce f je spojitá ⇐⇒ f je spojitá na D(f).
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Poznámka 5.2.2. Je třeba rozlǐsovat spojitost na D(f) a spojitost na uzávěru
D(f). Např́ıklad funkce f : y = 1/x je podle výše uvedené definice spojitá, nebot’

je spojitá na D(f) = (−∞, 0) ∪ (0,+∞), ale neńı spojitá na množině R = D(f).

Někdy lze požadavek na spojitost funkce poněkud
”
oslabit“ a uvažovat funkce

jen
”
po částech spojité“ (viz např́ıklad Newton̊uv vzorec v kapitole Riemann̊uv

určitý integrál).

Definice 5.2.3. Funkce f se nazývá po částech spojitá na M ⇐⇒

• je spojitá ve všech bodech množiny M

• s výjimkou konečného počtu bod̊u M ,

– v nichž je definovaná

– a má zde nespojitost 1. druhu

– nebo nespojitost odstranitelnou.

K tomu, abychom mohli spojitosti prakticky využ́ıvat, je třeba se přesvědčit,
které z běžně použ́ıvaných funkćı jsou spojité. Předevš́ım i zde přirozeně plat́ı:

Věta 5.2.4. Všechny základńı elementárńı funkce jsou spojité.

• Z vlastnost́ı spojitosti (věty 5.1.10, 5.1.11 a 5.1.18) plyne, že jsou spo-
jité i všechny funkce, které ze základńıch elementárńıch funkćı dostaneme
konečným počtem aritmetických operaćı a skládáńı funkćı.

• Nejd̊uležitěǰśım zvláštńım př́ıpadem spojitosti na M je spojitost na inter-
valu.

Přitom spojitost na uzavřeném intervalu 〈a, b〉 znamená, že

– f je spojitá na (a, b),

– v levém krajńım bodě a je spojitá zprava

– a v pravém krajńım bodě b je spojitá zleva.

5.3 Vlastnosti funkćı spojitých na intervalu

Věta 5.3.1 (1. Weierstrassova věta). Je-li funkce spojitá na intervalu 〈a, b〉, pak
je na tomto intervalu omezená.

D̊ukaz (sporem). • Kdyby funkce f nebyla omezená na 〈a, b〉 (např́ıklad shora),

pak by ke každému n ∈ N existoval bod xn ∈ 〈a, b〉 tak, že f(xn) > n.
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• Posloupnost {xn} ⊂ 〈a, b〉 je omezená, takže podle Bolzano–Weierstrassovy
věty existuje vybraná konvergentńı podposloupnost {x′

n} s limitou x0, pro niž
též f(x′

n) > n.

• Proto f(x0) je (podle Heineho definice spojitosti a podle věty o limitě ne-
rovnosti)

– jednak +∞
– a jednak reálné č́ıslo vzhledem ke spojitosti f v každém bodě 〈a, b〉,

tedy i v x0,

a to je spor.

Úloha 5.3.2. Na př́ıkladech ukažte, že oba předpoklady 1. Weierstrassovy věty
(spojitost funkce a uzavřenost intervalu) jsou podstatné pro platnost tvrzeńı věty.
Tedy při narušeńı některého z těchto předpoklad̊u neńı nutně splněno ani tvrzeńı.

Věta 5.3.3 (2. Weierstrassova věta). Je-li funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉,
pak na tomto intervalu nabývá své nejvěťśı i nejmenš́ı hodnoty.

Tedy existuj́ı body c1, c2 ∈ 〈a, b〉 tak, že

f(c1) = max
x∈〈a,b〉

f(x), f(c2) = min
x∈〈a,b〉

f(x).

D̊ukaz (části o maximu). • Podle 1.Weierstrassovy věty je f shora omezená,
takže existuje konečné

sup
x∈〈a,b〉

f(x) = M.

• Stač́ı tedy dokázat, že existuje c1 ∈ 〈a, b〉 tak, že f(c1) = M .

• Kdyby takový bod c1 neexistoval, byla by funkce

g(x) = M − f(x)

na 〈a, b〉 spojitá a kladná.

• Proto i funkce
1

g(x)
by byla na 〈a, b〉 spojitá,

• tedy podle 1. Weierstrassovy věty omezená kladnou konstantou

L :
1

g(x)
< L =⇒ g(x) >

1

L
=⇒ f(x) < M − 1

L
;

• dostali jsme spor se 2. vlastnost́ı suprema,
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• takže g(x) nemůže být stále kladná,

• tedy uvažovaný bod c1 existuje.

Úloha 5.3.4. Na př́ıkladech ukažte, že oba předpoklady 2. Weierstrassovy věty
(spojitost funkce a uzavřenost intervalu) jsou podstatné pro platnost tvrzeńı věty.
Tedy při narušeńı některého z těchto předpoklad̊u neńı nutně splněno ani tvrzeńı.
(Např́ıklad uvažte funkci y = x na intervalu (−1, 1).)

Věta 5.3.5 (Bolzano-Cauchyova). Je-li funkce f spojitá na 〈a, b〉 a plat́ı-li

f(a) · f(b) < 0,

pak existuje bod ξ ∈ 〈a, b〉 tak, že f(ξ) = 0.

D̊ukaz (Bolzanovou metodou p̊uleńı interval̊u). • Interval 〈a, b〉 rozp̊uĺıme bo-
dem c1.

– Pokud f(c1) = 0, je ξ = c1.

– Jinak označ́ıme 〈a1, b1〉 tu polovinu, kde f(a1) · f(b1) < 0.

• Interval 〈a1, b1〉 rozp̊uĺıme bodem c2 . . . .

• Bud’ ∃n ∈ N tak, že ξ = cn

• nebo dostáváme posloupnost vložených interval̊u, které maj́ı podle věty o
vložených intervalech jediný společný bod ξ; o něm se dokáže f(ξ) = 0.

– Nemůže být f(ξ) > 0, nebot’ by existovalo okoĺı U(ξ) tak, že ∀x ∈ U(ξ)
by bylo f(x) > 0

– a to je spor (pro dosti velké n by bylo 〈an, bn〉 ⊂ U(ξ)).

– Stejně tak nemůže platit, že f(ξ) < 0, proto f(ξ) = 0.

Této věty se už́ıvá např. při řešeńı rovnic k d̊ukazu existence řešeńı.

Úloha 5.3.6. Dokažte, že rovnice x+ sin(x− 1) = 0 má alespoň jeden kořen.

Řešeńı. Uvažujeme např́ıklad a = −2, b = 2 (najděte menš́ı interval!)

Věta 5.3.7 (věta o mezihodnotě). Necht’ funkce f je spojitá na 〈a, b〉,

f(a) 6= f(b).

Pak funkce f nabývá každé hodnoty q mezi f(a) a f(b).
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Princip d̊ukazu. Bolzano-Cauchyovu větu použijeme na funkci

g(x) = f(x) − q.

Důsledek 5.3.8. Je-li funkce f spojitá na intervalu J , pak f(J) je interval nebo
jednobodová množina.

Věta 5.3.9 (vztah mezi monotónnost́ı a prostotou u funkćı spojitých na inter-
valu). Je-li funkce f spojitá na intervalu J , pak f je prostá právě tehdy, když je
monotónńı.

Princip d̊ukazu. • Vztah
”
ryze monotónńı“ ⇒

”
prostá“ plat́ı zřejmě i pro

nespojité funkce.

• Vztah
”
prostá“ ⇒

”
ryze monotónńı“ se dokáže sporem.

– Kdyby (prostá) funkce nebyla ryze monotónńı, existovaly by tři body
c1, c2, c3 tak, že f(c2) by bylo větš́ı (nebo menš́ı) než f(c1) a f(c3).

– Z věty o mezihodnotě plyne existence bod̊u x1 ∈ (c1, c2), x2 ∈ (c2, c3)
tak, že f(x1) = f(x2),

– a to je spor s vlastnost́ı prostoty.

Úloha 5.3.10. Sestrojte náčrtek k posledńı části d̊ukazu předchoźı věty.

Věta 5.3.11 (o spojitosti inverzńı funkce). Je-li funkce f na intervalu J spojitá
a prostá, pak inverzńı funkce f je též spojitá.

D̊ukaz. Použ́ıvá se ryźı monotónnost funkce f a d̊usledek věty o mezihodnotě.

− ∗ −
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Kapitola 6

Derivace funkce

Derivace funkce patř́ı mezi nejpouž́ıvaněǰśı pojmy matematické analýzy. Deri-
vace vyjadřuje rychlost změny a stoj́ı proto i v základu četného praktického použit́ı
matematické analýzy.

6.1 Pojem derivace funkce

Mějme funkci f , která je definována v nějakém okoĺı U(x0) bodu x0.

• Postouṕıme-li z bodu x0 o nějaké ∆x (∆x je př́ır̊ustek nezávisle proměnné),
dostaneme novou hodnotu nezávisle proměnné x0 + ∆x (∈ U(x0));

– pro ∆x < 0 je tato hodnota vlevo

– a pro ∆x > 0 je vpravo od x0.

∆x < 0

x0 + ∆x x0

∆x > 0

x0 + ∆xx0

Obrázek 6.1: Př́ır̊ustky nezávisle proměnné.

• Funkčńı hodnota se přitom změńı z hodnoty f(x0) na hodnotu f(x0 +∆x)
o rozd́ıl ∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0).

– ∆y je tzv. př́ır̊ustek funkce.

– Pod́ıl
∆y

∆x
je tzv. diferenciálńı pod́ıl;

– jeho geometrickým významem je směrnice sečny ke grafu funkce,
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– tj. tgα, kde α je úhel, který sv́ırá sečna M0M s osou x.

Úloha 6.1.1. Doplňte do obrázku 6.2 označeńı: α, ∆x, a ∆y.

x0 x0 + ∆x x

M0

M

y

Obrázek 6.2: Sečna grafu.

Pro spojitou funkci f plat́ı

∆x → 0 =⇒ ∆y → 0,

takže pro ∆x → 0 je diferenciálńı pod́ıl
∆y

∆x
výraz typu

[

0

0

]

.

Definice 6.1.2. Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 derivaci, právě když
je f definována na nějakém okoĺı bodu x0 a existuje (vlastńı) limita

lim
∆x→0

f (x0 + ∆x) − f (x0)

∆x

Tuto limitu nazýváme derivace funkce f v bodě x0 a znač́ıme ji f ′(x0).

Derivace v bodě je tedy nějaké č́ıslo.

Geometrický význam derivace funkce v bodě:

f ′(x0) znamená směrnici tečny grafu funkce v bodě M0, tj. tgϕ, kde ϕ
je úhel který sv́ırá tečna v bodě M0 s osou x.

Úloha 6.1.3. Načrtněte dle obrázku 6.2 obrázek, v němž vyznač́ıte geometrický
význam derivace funkce v bodě.
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Fyzikálńı význam derivace v bodě:

Je-li zákon dráhy s = s(t), pak diferenciálńı pod́ıl
∆s

∆t
znamená pr̊uměrnou

rychlost a lim
∆t→0

∆s

∆t
= v(t) znamená okamžitou rychlost.

Úloha 6.1.4. Podle definice vypočtěte derivaci funkce y = x2 v bodě x0 = 3.

Jestliže v definici derivace nahrad́ıme limitu jednostrannou limitou, dosta-
neme definice jednostranných derivaćı (derivace zleva, zprava), které označujeme
f ′(x0−) a f ′(x0+).

Je-li f ′(x0) = k, pak existuj́ı obě jednostranné derivace a jsou rovny č́ıslu
k; také naopak, existuj́ı-li obě jednostranné derivace funkce f v bodě x0 a
rovnaj́ı se témuž č́ıslu k, pak existuje derivace funkce f v bodě x0 a je rovna
k, jak plyne z vět o limitách.

Úloha 6.1.5. Vypočtěte obě jednostranné derivace funkce f : y = |x| v bodě
x0 = 0.

Z výpočtu plyne, že funkce y = |x| nemá v bodě 0 derivaci.

Jestliže limita diferenciálńıho pod́ılu
∆y

∆x
je pro ∆x → 0 rovna +∞ nebo

−∞, pak mluv́ıme o nevlastńıch derivaćıch (též zleva, zprava).

Výrok
”
existuje derivace“ však bude vždy znamenat

”
existuje vlastńı deri-

vace“.

Úloha 6.1.6. Je dána funkce f : y =
√

1 − x2. Ověřte, že f ′(1−) = +∞.

Úloha 6.1.7. Určete derivaci funkce y = x2 v bodě x.

Derivace jako funkce

Definice 6.1.8. Má-li funkce f derivaci v každém bodě x nějaké množiny M ,
ř́ıkáme, že má derivaci na množině M ; znač́ıme ji f ′ nebo f ′(x).

• Vid́ıme, že derivace funkce na množině M je opět funkce.

• Např́ıklad dle úlohy 6.1.7 derivaćı funkce y = x2 na R je funkce y = 2x.

• Chceme-li pak zjistit derivaci f ′(x0) v nějakém bodě x0, stač́ı do f ′(x)
dosadit x0 za x.

• Např́ıklad pro f z úlohy 6.1.7 je f ′(3) = (2x)x=3 = 6 (srovnej s úlohou 6.1.4).
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Přehled označeńı derivaćı:

v bodě: jako funkce: p̊uvod označeńı:

f ′(x0) y′, f ′, f ′(x) Lagrange

df(x0)

dx
,

(

df(x)

dx

)

x=x0

dy

dx
,

df(x)

dx
,

d

dx

(

f(x)
)

Leibniz

Df(x0) Dy, Df(x) Cauchy

• Každé z těchto označeńı má své výhody.

• Např́ıklad v Leibnizově je dobře vidět, podle které proměnné se derivuje,
takže se dobře uplatňuje např́ıklad při manipulaćıch s funkcemi složenými
a inverzńımi;

• Cauchyovo označováńı je vhodné např́ıklad při řešeńı diferenciálńıch rovnic
operátorovou metodou;

• operaci definovanou operátorem D nazýváme zpravidla derivováńı (podle
dané proměnné).

• Chceme-li v Lagrangeově označeńı zd̊uraznit proměnnou, podle ńıž se deri-
vuje, naṕı̌seme tuto proměnnou jako index, např́ıklad f ′

u.

Věta 6.1.9 (vztah mezi derivaćı a spojitost́ı). Má-li funkce f v bodě x0 deri-
vaci, je v něm spojitá.

Princip d̊ukazu. Dokážeme, že plat́ı lim
∆x→0

(

f(x0 + ∆x) − f(x0)
)

= 0.

Úloha 6.1.10. Dle definice derivace stanovte derivace funkce y = xn pro n ∈ N.

Úloha 6.1.11. Dle definice derivace stanovte derivace funkce y = sin x [pozor
na to, jak se přitom využije spojitosti funkce kosinus].

6.2 Vlastnosti derivaćı

Věta 6.2.1 (základńı vlastnosti derivaćı). Necht’ funkce u = f(x), v = g(x) maj́ı
na množině M derivace u′ = f ′(x), v′ = g′(x) a c ∈ R.

Pak funkce c · f , f + g, f − g, f · g a pro g(x) 6= 0 i
f

g
maj́ı na M derivace a

plat́ı:
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1. (c · f)′ = c · f ′,

2. (u+ v)′ = u′ + v′, (u− v)′ = u′ − v′,

3. (u · v)′ = u′ · v + u · v′,

4.
(

u

v

)′
=
u′ · v − u · v′

v2
.

D̊ukaz. Provád́ı se podle definice derivace, u součinu a pod́ılu se přidá a odečte
určitá pomocná funkce, využ́ıvá se tu též spojitosti.

Pravidla pro sč́ıtáńı a pro násobeńı lze matematickou indukćı rozš́ı̌rit na n
člen̊u (činitel̊u), n ∈ N. Pro násobeńı tř́ı funkćı tak např́ıklad máme

(u · v · w)′ = u′ · v · w + u · v′ · w + u · v · w′.

Věta 6.2.2 (derivace složené funkce). Necht’ existuje složená funkce f ◦ϕ a necht’

1) funkce u = ϕ(x) má v bodě x derivaci ϕ′(x),

2) funkce y = f(u) má v odpov́ıdaj́ıćım bodě u (= ϕ(x)) derivaci f ′(u).

Pak funkce f ◦ ϕ má v bodě x derivaci

(f ◦ ϕ)′(x) = (f ′(u) · ϕ′(x) =)(f ◦ ϕ)′
u(x) · ϕ′(x).

Úloha 6.2.3. Užit́ım věty o derivaci složené funkce máme naj́ıt derivaci funkce
y = sin2 x.

Při označeńı podle Leibnize má pravidlo pro derivaci složené funkce tvar, jako

úprava zlomk̊u:
dy

dx
=

dy

du

du

dx
.

Věta 6.2.4 (derivace inverzńı funkce). Necht’ f je ryze monotónńı na intervalu
J a má tu derivaci f ′. Pak inverzńı funkce f−1 má derivaci na f(J) a plat́ı

(

f−1
)′

(x) =
1

f ′(y)
.

D̊ukaz. U obou vět se provád́ı dle definice derivace a použ́ıvá se faktu, že

∆y → 0 ⇐⇒ ∆x → 0.

Úloha 6.2.5. Užit́ım předchoźı věty zjistěte derivaci funkce y = arcsin x.

Při označeńı podle Leibnize má pravidlo pro derivaci inverzńı funkce tvar,
jako úprava zlomku:

dy

dx
=

1
dx
dy

.
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6.3 Derivace elementárńıch funkćı

Věta 6.3.1 (přehled vzorc̊u pro derivace elementárńıch funkćı).

• (c)′ = 0 (derivace konstanty);

• (xm)′ = mxm−1 (plat́ı pro libovolné m 6= 0); zvláště (x)′ = 1;

• (ax)′ = ax · ln a; zejména (ex)′ = ex;

• (loga x)′ =
1

x ln a
; zejména (ln x)′ =

1

x
;

• (sin x)′ = cosx, (cos x)′ = − sin x;

• (tg x)′ = 1 + tg2 x =
1

cos2 x
; (cotg x)′ = −(1 + cotg2 x) =

−1

sin2 x
;

• (arcsin x)′ =
1√

1 − x2
; (arccosx)′ =

−1√
1 − x2

;

• (arctg x)′ =
1

1 + x2
; (arccotg x)′ =

−1

1 + x2
;

• (sh x)′ = ch x; (ch x)′ = sh x;

• (th x)′ =
1

ch2 x
; (coth x)′ =

−1

sh2 x
;

• (argsh x)′ =
1√

x2 + 1
; (argth x)′ =

1

1 − x2
.

D̊ukaz. Provád́ı se užit́ım definice derivace (někde i s užit́ım speciálńıch limit),
vlastnost́ı derivaćı, vět o derivaci složené funkce a inverzńı funkce.

Úloha 6.3.2. Určete derivaci funkce y = (cosx)sin x pro x v 1. kvadrantu.

6.4 Diferenciál funkce

Řeš́ıme problém: funkci f v okoĺı bodu x0 aproximovat lineárńı funkćı g, tj.
nalézt takovou lineárńı funkci g, aby platila podmı́nka

lim
x→x0

f(x) − g(x)

x− x0

= 0.

Označme x = x0 + h; zřejmě g(x) = f(x0) + ah, takže čitatel posledńıho zlomku
lze zapsat jako

ω(h) = f(x0 + h) − f(x0) − ah.
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Výše uvedenou podmı́nku lze tak zapsat jako

lim
h→0

ω(h)

h
= 0.

Z definice funkce ω(h) plyne, že př́ır̊ustek funkce ∆f(x0) lze vyjádřit ve tvaru

∆f(x0)(= f(x0 + h) − f(x0)) = ah+ ω(h).

Definice 6.4.1. Lineárńı část př́ır̊ustku funkce, tedy funkci ah, nazýváme di-

ferenciál funkce f v bodě x0, označujeme jej df(x0) a funkci, která má
diferenciál v bodě x0, nazýváme diferencovatelnou v bodě x0. Funkci, která
má diferenciál v každém bodě množiny M , nazýváme diferencovatelnou na

množině M .

Věta 6.4.2 (existence a jednoznačnost diferenciálu). Funkce f je diferencova-
telná v bodě x0 ⇐⇒ má v bodě x0 vlastńı derivaci. Diferenciál df(x0) funkce f
v bodě x0 je pak jednoznačně určen vzorcem

df(x0) = f ′(x0) · h,
kde h ∈ R je př́ır̊ustek nezávisle proměnné.

Předchoźı věta tedy ř́ıká, že výroky
”
f má v bodě x0 (vlastńı) derivaci“ a

”
f

je v bodě x0 diferencovatelná“ jsou ekvivalentńı, znamenaj́ı totéž. (U funkćı v́ıce
proměnných je tomu jinak.)

Mı́sto h použ́ıváme pro př́ır̊ustek nezávisle proměnné též označeńı ∆x nebo
dx a název diferenciál nezávisle proměnné. Je to motivováno skutečnost́ı, že di-
ferenciál lineárńı funkce y = x je dx = 1 · h(= 1 · ∆x). Diferenciál funkce pak též
zapisujeme df(x0) = f ′(x0) ·dx. Výše uvedené poznatky nám umožňuj́ı definovat
diferenciál funkce př́ımo uvedeným vzorcem.

Definice 6.4.3. Diferenciálem funkce f v bodě x0 nazýváme výraz

df(x0) = f ′(x0) · dx,

kde dx(= ∆x) je konstantńı př́ır̊ustek (diferenciál) nezávisle proměnné.
Diferenciálem funkce f na množině M nazýváme funkci

dy = f ′(x) · dx,

kde x ∈ M .

Ze vztahu dy = f ′(x) ·dx vid́ıme, že Leibniz̊uv symbol
dy

dx
pro derivaci funkce

je skutečným zlomkem — pod́ılem diferenciálu funkce a diferenciálu nezávisle
proměnné. Také vzorce pro derivaci složené funkce a inverzńı funkce (viz 6.2) lze
chápat jako operace se skutečnými zlomky.

Úloha 6.4.4. Doplňte obrázek 6.3, který znázorňuje geometrický význam dife-
renciálu funkce jako přiblǐzné hodnoty př́ır̊ustku funkce stanovené na tečně ke
grafu funkce.
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ω(h)

dy

x

y

O

Obrázek 6.3: Geometrický význam diferenciálu funkce.

Užit́ı diferenciálu

Užit́ı diferenciálu v přiblǐzných výpočtech je založeno na přibližné rovnosti

f(x0 + ∆x) = f(x0) + ∆y ≈ f(x0) + dy = f(x0) + f ′(x0)∆x.

Úloha 6.4.5. Pomoćı diferenciálu funkce vypočtěte přiblǐznou hodnotu
√

0, 982.

Řešeńı.
√

0, 982 = f(0, 982) = f(1 − 0, 018) = f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x,

√
0, 982 ≈ f(1) + f ′(1) · (−0, 018) =

√
1 +

1

2
√

1
(−0, 018) = 1 − 0, 018

2
= 0, 991.

Užit́ı diferenciálu při odhadu chyb je založeno na tom, že když h (tedy dx)
polož́ıme rovno absolutńı chybě měřeńı, udává df přibližnou hodnotu absolutńı
chyby vypočtené hodnoty y = f(x).

Úloha 6.4.6. Poč́ıtáme objem koule, jej́ı̌z pr̊uměr x jsme změřili s chybou δx.
Určete chybu výsledku.

Řešeńı. Vzorec pro objem koule o poloměru r, resp. pr̊uměru x:

V =
4

3
πr3 =

4

3
π
(

x

2

)3

=
1

6
πx3.

Pokud x měř́ıme s chybou δx, dostaneme při označeńı x̂ = x+ δx:

V̂ =
1

6
πx̂3 =

1

6
π(x+ δx)3 ≈ 1

6
πx3 +

[

1

6
πx3

]′
· δx = V +

[

1

2
πx2

]

· δx = V + δV.
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Přibližná chyba výsledku je tedy δV =
1

2
πx2δx, přičemž přibližná relativńı chyba

výsledku je
δV

V
=

1
2
πx2δx
1
6
πx3

= 3
δx

x
,

a tedy relativńı chyba výsledku je rovna trojnásobku relativńı chyby měřeńı
pr̊uměru.

Diferenciál složené funkce

Mějme funkci y = f(u), kde u je nezávisle proměnná. Pak jej́ı diferenciál je

df(= dy) = f ′(u) · du.

Určeme nyńı df v př́ıpadě, že u neńı nezávisle proměnná, ale u = ϕ(x). Pak

df = [f ◦ ϕ(x)]′ · dx = f ′(ϕ(x)) · ϕ′(x) dx = f ′(u) · du,

nebot’ du = ϕ′(x) dx.
Vid́ıme, že diferenciál funkce je invariantńı při přechodu na složenou funkci.

(Tuto vlastnost má pouze 1. diferenciál, viz 6.5, a použ́ıváme ji zejména při
výpočtu neurčitých integrál̊u, viz 9.)

6.5 Derivace vyšš́ıch řád̊u

Funkce y = sin x má derivaci y′ = cosx. Toto je opět funkce, která má derivaci
a plat́ı (y′)′ = −sinx.

Definice 6.5.1. Má-li funkce f ′ v bodě x (na množiněM) derivaci (f ′)′, označ́ıme
tuto derivaci f ′′ a nazveme derivace druhého řádu (druhá derivace) funkce
f . Podobně derivaci n-tého řádu (n-tou derivaci) f (n) definujeme vztahem

f (n) =
(

f (n−1)
)′

.

Označeńı podle Leibnize:
d2f

dx2 (čti
”
d dvě f podle dx na druhou“),

d2f

dy2 ,

d2

dx2 (f(x)),
dnf

dxn ,

(

dnf

dxn

)

x=x0

, apod.

Označeńı podle Cauchyho: D2f , Dny, apod.

Úloha 6.5.2. Určete všechny derivace funkce y = 3x2 − 2x− 1.

Úloha 6.5.3. Určete 2. derivaci funkce y = sin x v bodě x0 = π
2
.

Derivace y′′, . . . , y(n), n ∈ N, k ≥ 2, nazýváme derivace vyšš́ıch řád̊u. Upotřeb́ıme
je např. při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce (viz kapitolu 8) nebo při určováńı koe-
ficient̊u Taylorova rozvoje (viz kapitolu 7). Má proto smysl uvažovat o vzorćıch,
které usnadńı výpočet n-té derivace.
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Některé vzorce pro n-tou derivaci elementárńıch funkćı

1) Funkce ex : ∀n ∈ N je (ex)(n) = ex;

podobně pro funkci ax máme (ax)(n) = ax(ln a)n.

2) Funkce sin x, cos x.

Plat́ı: f (n+4) = f (n), takže takto lze zjistit derivaci libovolného řádu. Plat́ı

též vzorec (sin x)(n) = sin
(

x+ n
π

2

)

a podobný pro (cosx)(n).

3) Funkce sh x, ch x. Zde f (n+2) = f (n).

4) Funkce xn, n ∈ N. Zde (xn)(n) = n!, (xn)(m) = 0, ∀m ∈ N, m > n.

Leibnizovo pravidlo pro n-tou derivaci součinu:

(uv)(n) = u(n)v +

(

n
1

)

u(n−1)v′ +

(

n
2

)

u(n−2)v′′ + · · · +

(

n
n− 1

)

u′v(n−1) + uv(n).

Úloha 6.5.4. Určete 120. derivaci funkce y = x2 ex.

Řešeńı.
ex(x2 + 240x+ 14280).

6.6 Derivace r̊uzných typ̊u funkćı

1) Funkce v́ıce proměnných

Derivujeme vždy podle jedné proměnné a ostatńı považujeme za konstantu;
dostáváme tzv. parciálńı derivace s označeńım (např́ıklad pro funkci z = f(x, y))
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂2f

∂x2
,
∂2f

∂x∂y
, atd.

Úloha 6.6.1. Vypočtěte všechny parciálńı derivace 2. řádu pro funkci z = x sin xy.

2) Funkce dané parametricky

Nezávisle proměnná x i hodnota funkce y jsou vyjádřeny soustavou x = ϕ(t),

y = ψ(t), kde t ∈ (α, β). Derivaci
dy

dx
urč́ıme pomoćı diferenciál̊u (užit́ım uve-

deného Leibnizova symbolu):
dy

dx
=
ψ′(t) dt

ϕ(t) dt
=
ψ′(t)

ϕ(t)
(tedy derivace je též funkćı

parametru).
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Úloha 6.6.2. Odvod’te vzorec pro derivaci 2. řádu funkce dané parametricky.

Řešeńı.
d2y

dx2 =
d

dx

(

dy

dx

)

=
ψ′′(t)ϕ′(t) − ψ′(t)ϕ′′(t)

(ϕ′(t))3 .

Úloha 6.6.3. Funkce f je dána parametricky:
x = 2 cos t,
y = 2 sin t,

t ∈ 〈0, π〉.

Vypočtěte
dy

dx
a

d2y

dx2 .

3) Funkce dané implicitně

Funkce y = y(x) necht’ je dána implicitńı rovnićı f(x, y) = 0 pro x ∈ (a, b).
Na daném intervalu tedy plat́ı identicky f(x, y(x)) = 0. Proto také derivace levé

strany podle x je identicky rovna nule, tj.
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
= 0 a z toho vypočteme

dy

dx
. Derivaci

d2y

dx2 vypočteme, když tuto rovnost znovu derivujeme podle x s t́ım,

že y = y(x).

Úloha 6.6.4. Vypočtěte 1. a 2. derivace funkce dané implicitńı rovnićı x2 + y2 −
25 = 0.

Řešeńı. y′ = −x

y
, y′′ = −x2 + y2

y3
.

− ∗ −
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Kapitola 7

Základńı věty diferenciálńıho
počtu

7.1 Úvod

Věta 7.1.1 (Fermatova). Necht’ funkce f je definována na M a nabývá v některém
vnitřńım bodě x0 ∈ M své nejvěťśı nebo nejmenš́ı hodnoty. Má-li f v bodě x0 de-
rivaci, pak f ′(x0) = 0.

Princip d̊ukazu. Uvažujeme znaménko pod́ılu d(x) =
f(x) − f(x0)

x− x0

v levém a

pravém okoĺı bodu x0, v němž nabývá své největš́ı (nejmenš́ı) hodnoty. Z věty o
limitě nerovnosti pak plyne f ′(x0) = lim

x→x0
d(x) = 0.

Fermatovu větu lze vztáhnout na lokálńı extrém a jeho okoĺı, tato věta má
tedy lokálńı charakter a lze ji formulovat takto: má-li funkce f v bodě x0 lokálńı
extrém a má v něm derivaci, pak se tato derivace rovná nule. Tedy:

Věta 7.1.2. Nutnou podmı́nkou existence lokálńıho extrému funkce f v bodě x0

je, že v něm derivace f ′(x0) bud’ neexistuje nebo je rovna nule.

Pro diferencovatelnou funkci f je nutnou podmı́nkou rovnost f ′(x0) = 0.

7.2 Věty o středńı hodnotě

Uvedeme zde trojici vět (Rolleova, Lagrangeova, Cauchyova), které jsou ob-
vykle nazývány větami o středńı hodnotě diferenciálńıho počtu. Jádrem je věta
Lagrangeova.

Věta 7.2.1 (Rolleova). Necht’ funkce f

1) je spojitá na intervalu 〈a, b〉,
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2) má derivaci na intervalu (a, b),

3) splňuje rovnost f(a) = f(b).

Pak v intervalu (a, b) existuje bod ξ tak, že f ′(ξ) = 0.

D̊ukaz. Podle 2. Weierstrassovy věty nabývá funkce f v nějakém bodě c1 ∈ 〈a, b〉
své nejmenš́ı hodnoty a v nějakém bodě c2 ∈ 〈a, b〉 své největš́ı hodnoty. Kdyby
c1 i c2 byly oba krajńımi body intervalu 〈a, b〉, platilo by f(x) = konst., takže
za ξ bychom mohli vźıt libovolný bod intervalu (a, b). Je-li jeden z bod̊u c1, c2

vnitřńım bodem intervalu (a, b) (označme jej c), pak tvrzeńı plyne z Fermatovy
věty, kde ξ = c.

Takových bod̊u, v nichž je derivace funkce f rovna 0, může být i v́ıce; např́ıklad
funkce sin x na 〈0, 2π〉 splňuje předpoklady Rolleovy věty a jej́ı derivace je nulová

v bodech
π

2
a

3π

2
.

Úloha 7.2.2. Proved’te grafickou ilustraci Rolleovy věty.

Úloha 7.2.3. Formou protipř́ıklad̊u ukažte, že všechny tři předpoklady Rolleovy
věty jsou nutné. Uved’te tedy př́ıklady tř́ı funkćı f1, f2, f3, pro něž neplat́ı tvrzeńı
Rolleovy věty, a to tak, že

1) funkce f1 je nespojitá v jediném bodě intervalu 〈a, b〉, ale předpoklady 2 a 3
jsou splněny;

2) funkce f2 nemá derivaci v jediném bodě intervalu (a, b), ale předpoklady 1
a 3 jsou splněny;

3) pro funkci f3 plat́ı f3(a) 6= f3(b), ale předpoklady 1 a 2 jsou splněny.

Věta 7.2.4 (Lagrangeova). Necht’ funkce f

1) je spojitá na intervalu 〈a, b〉,

2) má derivaci na intervalu (a, b),

Pak v intervalu (a, b) existuje bod ξ tak, že plat́ı
f(b) − f(a)

b− a
= f ′(ξ).

D̊ukaz. Zavedeme pomocnou funkci F (x) = f(x) − f(a) − f(b) − f(a)

b− a
(x − a) a

ověř́ıme, že jsou pro ni splněny předpoklady Rolleovy věty. Z tvrzeńı Rolleovy
věty pro funkci F pak plyne tvrzeńı věty Lagrangeovy.

Úloha 7.2.5. Proved’te grafickou ilustraci Lagrangeovy věty.
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Úloha 7.2.6. Formou proti př́ıklad̊u (dle 7.2.3) ukažte, že oba předpoklady Lagran-
geovy věty jsou nutné.

Lagrangeova věta se použ́ıvá v r̊uzných tvarech; některé uvedeme.
Polož́ıme-li a = x0, b = x0 + ∆x a označ́ıme-li θ č́ıslo z intervalu (0, 1), lze

tvrzeńı upravit takto:
Pak existuje θ ∈ (0, 1) tak, že plat́ı

f(x0 + ∆x) = f(x0) + f ′(x0 + θ∆x) · ∆x.

Označ́ıme-li x = x0 + ∆x, lze vztah z Lagrangeovy věty zapsat ve tvaru

f(x) = f(x0) + (x− x0) · f ′(x0 + θ(x− x0)).

Jiný zápis:
∆y = f ′(x0 + θ∆x) · ∆x,

ukazuje, proč se Lagrangeově větě ř́ıká též věta o př́ır̊ustku funkce.
Lagrangeova věta má četné d̊usledky, z nichž některé lze posuzovat jako sa-

mostatné a významné výsledky matematické analýzy (viz 7.3).

Věta 7.2.7 (Cauchyho věta, zvaná též zobecněná věta o středńı hodnotě). Necht’

funkce f , g

1) jsou spojité na intervalu 〈a, b〉,

2) maj́ı derivace na intervalu (a, b),

3) g′(x) 6= 0 na intervalu (a, b).

Pak v intervalu (a, b) existuje bod ξ tak, že plat́ı

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

D̊ukaz. Předně g(a) 6= g(b), nebot’ jinak by podle Rolleovy věty existoval bod
ξr ∈ (a, b) tak, že by g′(ξr) = 0, což by bylo ve sporu s předpokladem 3. Zavedeme
pomocnou funkci

F (x) = [f(b) − f(a)] · [g(x) − g(a)] − [f(x) − f(a)] · [g(b) − g(a)]

a ověř́ıme, že jsou pro F na 〈a, b〉 splněny předpoklady Rolleovy věty. V (a, b)
tedy existuje ξ tak, že F ′(ξ) = 0, tedy

[f(b) − f(a)] · g′(ξ) − f ′(ξ) · [g(b) − g(a)] = 0,

z čehož plyne tvrzeńı.
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Cauchyova věta se použ́ıvá např́ıklad k d̊ukazu l’Hospitalova pravidla (viz 7.3).
Všimněme si ještě vztahu uvedených tř́ı vět o středńı hodnotě: implikace

(R) =⇒ (L), (R) =⇒ (C)

znázorňuj́ı, že pomoćı Rolleovy věty jsme dokázali zbývaj́ıćı dvě. Avšak také je
(L) ⇒ (R), nebot’ tvrzeńı Rolleovy věty lze chápat jako zvláštńı př́ıpad tvrzeńı
věty Lagrangeovy, když plat́ı f(a) = f(b). Stejně tak lze ukázat, že Lagrangeova
věta je zvláštńım př́ıpadem věty Cauchyovy, tj. (C) ⇒ (L), jestliže g(x) = x.
Jsou tedy všechny tři věty o středńı hodnotě navzájem ekvivalentńı.

7.3 Některé d̊usledky vět o středńı hodnotě

Nejprve uvedeme dva typické d̊usledky vět o středńı hodnotě; na jednom je
založen pojem neurčitého integrálu, druhý umožňuje jednoduchý výpočet limit
funkćı.

Věta 7.3.1 (o konstantńı funkci). Funkce f je na intervalu (a, b) konstantńı ⇐⇒
má na (a, b) derivaci a ∀x ∈ (a, b) plat́ı f ′(x) = 0.

D̊ukaz. Z definice derivace plyne, že funkce konstantńı na (a, b) má na (a, b)
derivaci rovnu 0. Naopak necht’ na (a, b) je f ′(x) = 0. Dokážeme, že pro každé dva
body x1, x2 ∈ (a, b) plat́ı f(x1) = f(x2). Zvolme označeńı tak, aby x1 < x2. Pak
na intervalu 〈x1, x2〉 jsou splněny předpoklady Lagrangeovy věty, tedy existuje
bod ξ ∈ 〈x1, x2〉 tak, že je

f(x2) = f(x1) + (x2 − x1) · f ′(ξ).

Rovnost f(x2) = f(x1) plyne z toho, že derivace ve výše uvedeném vztahu je
nulová.

Důsledek 7.3.2. Maj́ı-li dvě funkce f , g na (a, b) stejné derivace, tj. f ′(x) =
g′(x), pak se na tomto intervalu lǐśı jen o konstantu, tj. ∃C ∈ R tak, že na (a, b)
je f(x) = g(x) + C.

T́ımto d̊usledkem jsou vytvořeny předpoklady k definici pojmu neurčitý in-
tegrál. Tedy primitivńı funkćı např́ıklad k funkci cosx je nejen funkce sin x, ale
také každá funkce tvaru sin x + C, kde C ∈ R. Neurčitý integrál jako množina
všech primitivńıch funkćı k funkci f je podle d̊usledku Lagrangeovy věty množinou
všech funkćı tvaru F (x) + C, kde F je jedna z primitivńıch funkćı k funkci f a
C je libovolná (integračńı) konstanta (viz 10).

Následuj́ıćı věta se týká výpočtu limit typu
[

0

0

]

. Podobnou větu lze vyslovit

i pro limity typu
[∞
∞
]

a obě pak použ́ıt k výpočtu několika daľśıch typ̊u limit.
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Věta 7.3.3 (L’Hospitalovo pravidlo). Necht’

1) funkce f , g maj́ı derivace v P (a), kde a ∈ R∗,

2) lim
x→a

f(x) = 0, lim
x→a

g(x) = 0,

3) existuje vlastńı nebo nevlastńı lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= K.

Pak existuje i lim
x→a

f(x)

g(x)
a rovná se K.

Princip d̊ukazu (pro a ∈ R, x → a+. Podle 2) lze doplnit definici funkćı f , g tak,
aby byly spojité v U(a), když polož́ıme f(a) = g(a) = 0. Existuje pak interval
〈a, b〉 ⊂ U(a+) tak, že obě funkce f , g jsou na něm spojité a na (a, b) maj́ı
derivaci. Předpoklady Cauchyovy věty jsou tak splněny nejen na intervalu 〈a, b〉,
ale na každém podintervalu 〈a, x〉 ⊂ 〈a, b〉. Podle Cauchyovy věty pak na každém
intervalu 〈a, x〉 existuje bod ξ tak, že

f(x)

g(x)
=
f(x) − f(a)

g(x) − g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Pro x → a+ je též ξ → a+. Podle předpokladu existuje lim
ξ→a+

f ′(ξ)

g′(ξ)
= K a

vzhledem k rovnosti
f(x)

g(x)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
má stejnou limitu pro x → a+ i pod́ıl na jej́ı

levé straně.

Úloha 7.3.4. Vypočtěte lim
x→2

arctg(x− 2)

x2 − 4
.

[

1
4

]

Úloha 7.3.5. Vypočtěte lim
x→1

ln x

x− 1
. [1]

Úloha 7.3.6. Vypočtěte lim
x→+∞

6x2 + 5x+ 4

3x3 + 2x2 + 1
. [2]

Z d̊ukazu věty je zřejmé, že l’Hospitalovo pravidlo plat́ı i pro jednostranné
limity, což už jsme měli i v úloze 7.3.6.

Úloha 7.3.7. Vypočtěte lim
x→0+

ln x

cotg x
. [0]

L’Hospitalovo pravidlo neplat́ı naopak a to v tomto smyslu: z existence limity
pod́ılu funkćı neplyne existence limity pod́ılu jejich derivaćı nebo, což je totéž, z
neexistence limity pod́ılu derivaćı ještě neplyne neexistence limity pod́ılu funkćı.

Např́ıklad lim
x→0

sin |x|
|x| = 1.

Někdy je potřebné použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo i v́ıcekrát, př́ıpadně provádět
při výpočtu úpravy, které postup zjednoduš́ı.
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Úloha 7.3.8. Vypočtěte lim
x→0

1 − cos 3x

sin2 x
.
[

9
2

]

Při výpočtu limit typu [0 · ∞] součinu funkćı f · g uprav́ıme součin funkćı
na pod́ıl f/(1/g) nebo naopak g/(1/f) tak, aby to bylo vhodné pro použit́ı
l’Hospitalova pravidla (tedy např́ıklad funkci logaritmickou je zpravidla nejvhodněǰśı
nechat v čitateli).

Úloha 7.3.9. Vypočtěte lim
x→0+

x ln x. [0]

Poč́ıtáme-li limitu typu [∞ − ∞] rozd́ılu funkćı f − g, uprav́ıme rozd́ıl funkćı
na pod́ıl:

f − g =
1
1
f

− 1
1
g

=
1
g

− 1
f

1
fg

.

Úloha 7.3.10. Vypočtěte lim
x→0

(

cotg2 x− 1

x2

)

.

Řešeńı. −2

3
; před použit́ım l’Hospitalova pravidla nejprve źıskaný zlomek vhodně

rozlož́ıme na součin funkćı.

U limit typu [00], [∞0] a [1∞] pro funkce f g postupujeme tak, že tuto funkci
nejprve uprav́ıme na tvar eg·ln f(x), limitu přeneseme do exponentu (podle věty o
limitě složené funkce) a v exponentu dostaneme limitu typu [0 · ∞].

Úloha 7.3.11. Vypočtěte lim
x→0+

xsin x. [1]

− ∗ −
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Kapitola 8

Užit́ı diferenciálńıho počtu

8.1 Monotónnost funkce

Při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce se mimo jiné zjǐst’uje, zda je daná funkce v
některém intervalu (resp. v některém bodě) monotónńı (definice viz v kap. 2).
Velmi vhodným nástrojem pro zjǐst’ováńı monotónnosti funkce je derivace funkce.

Věta 8.1.1. Jestlǐze existuje okoĺı U(x0) ⊂ D(f) a f ′(x0) > 0, pak f je rostoućı
v bodě x0.

Princip d̊ukazu. Ježto f ′(x0) > 0, má v jistém okoĺı U(x0) stejné znaménko i
diferenciálńı pod́ıl a z toho plyne i tvrzeńı věty.

1

2

−1

1−1

1

2

−1

1−1

Obrázek 8.1: Grafy funkćı y = x3 a y = 2x+ |x|.

Tato věta vyjadřuje jen postačuj́ıćı podmı́nku, neplat́ı obráceně. Funkce ros-
toućı v bodě může mı́t i nulovou derivaci (nebo derivaci nemı́t). Např. funkce
y = x3 je v bodě 0 rostoućı, ale má zde nulovou derivaci. Funkce y = 2x+ |x| je
v bodě 0 rostoućı, ale derivaci v tomto bodě nemá.

Podobné výsledky plat́ı i pro funkce klesaj́ıćı v bodě a pro zápornou derivaci.
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Definice 8.1.2. Ř́ıkáme, že x0 je stacionárńım bodem funkce f , právě když
f ′(x0) = 0.

Ve stacionárńım bodě může být funkce rostoućı, klesaj́ıćı nebo v něm nemuśı
být monotónńı.

Věta 8.1.3 (o monotónnosti na intervalu). Má-li funkce f derivaci na (a, b), pak
plat́ı:

1) Funkce f je na (a, b) neklesaj́ıćı [nerostoućı], právě když ∀x ∈ (a, b) je
f ′(x) ≥ 0 [≤ 0].

2) Funkce f je na (a, b) rostoućı [klesaj́ıćı], právě když ∀x ∈ (a, b) je f ′(x) ≥
0 [≤ 0], přičemž neexistuje interval (α, β) ⊂ (a, b) tak, aby ∀x ∈ (α, β)
f ′(x) = 0.

Princip d̊ukazu (pro funkce neklesaj́ıćı, resp. rostoućı).

(1)/1 Je-li f neklesaj́ıćı na (a, b), je v každém bodě intervalu (a, b) diferenciálńı
pod́ıl nezáporný, tedy i f ′(x) ≥ 0.

(1)/2 Je-li f ′(x) ≥ 0 na (a, b), x1 < x2, jsou na 〈x1, x2〉 splněny předpoklady
Lagrangeovy věty, tedy f(x2)−f(x1) = (x2−x1)f ′(ξ), odkud plyne f(x1) ≤
f(x2).

(2)/1 Je-li f rostoućı, je podle (1)/1 f ′(x) ≥ 0. Kdyby na nějakém (α, β) platilo
f ′(x) = 0, bylo by zde f(x) = konst., což by byl spor.

(2)/2 Necht’ f ′(x) ≥ 0 na (a, b), x1 < x2 a neexistuje (α, β) . . . Podle (1)/1 je
f(x1) ≤ f(x2) a podle předpokladu o (α, β) existuje mezi x1, x2 bod x′ tak,
že f ′(x′) > 0, tj funkce f roste v x′, a z toho se pomoćı okoĺı bodu x′ a
definice funkce rostoućı v bodě vyvod́ı, že f(x1) < f(x2).

Tuto větu lze rozš́ı̌rit na uzavřený interval tak, že pro f předpokládáme deri-
vaci na (a, b) a spojitost na 〈a, b〉.
Úloha 8.1.4. Vyšetřete intervaly monotónnosti funkce f : y = x2 e−x.

Řešeńı. D(f) = R. Máme y′ = (2x−x2) e−x = x(2−x) e−x; ježto e−x > 0, rozděĺı
se č́ıselná osa body 0 a 2 na intervaly:

(1) na intervalu (−∞, 0〉 je y′ ≤ 0, přičemž y′ je nulová v jediném bodě, f je
klesaj́ıćı,

(2) na intervalu 〈0, 2〉 je y′ ≥ 0, přičemž y′ je nulová ve dvou bodech, f je
rostoućı,

(3) na intervalu 〈2,+∞) je y′ ≤ 0, f je klesaj́ıćı (viz obrázek 8.2 na straně 85).
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Obrázek 8.2: Grafy funkćı y = x2 e−x a y′ = x(2 − x) e−x z úlohy 8.1.4.

8.2 Lokálńı extrémy

V kap. 2 jsou definovány pojmy (ostré) lokálńı maximum, (ostré) lokálńı mi-
nimum — se souhrnným názvem (ostré) lokálńı extrémy. V kap. 7 byla odvozena
nutná podmı́nka existence lokálńıho extrému: Má-li funkce f v bodě x0 lokálńı
extrém a existuje-li f ′(x0), pak f ′(x0) = 0. Funkce tedy může mı́t extrém jen
ve stacionárńım bodě nebo v bodě, v němž nemá derivaci (jako tomu je např. u
funkce y = |x|).

Zjǐst’ováńı lokálńıch extrémů funkćı má velký význam teoretický i praktický,
proto je d̊uležité znát správný postup. Máme několik základńıch možnost́ı.

Postup při určováńı lokálńıch extrémů

Najdeme body, v nichž může nastat extrém, tj. body, v nichž je derivace funkce
rovna nule (body stacionárńı) nebo v nichž derivace neexistuje; dále takový bod
označ́ıme x0.

(1) Užit́ı monotónnosti v okoĺı bodu x0

Necht’ f je spojitá v x0 a existuje okoĺı U(x0) ⊂ D(f). Je-li f rostoućı v P (x0-)
a klesaj́ıćı v P (x0+), má funkce f v bodě x0 (ostré) lokálńı maximum.

Podobně lze formulovat daľśı př́ıpady: ostré lokálńı minimum, neostré extrémy
a př́ıpad, kdy extrém neexistuje.
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(2) Užit́ı 1. derivace v okoĺı bodu x0

Necht’ f je spojitá v x0 a existuje okoĺı P (x0) ⊂ D(f), v němž má funkce f
derivaci. Je-li f ′(x) > 0 v P (x0−) a f ′(x) < 0 v P (x0+), má funkce f v bodě x0

(ostré) lokálńı maximum. Podobně lze formulovat daľśı př́ıpady.

(3) Užit́ı 2. derivace v bodě x0

Necht’ f má derivaci v nějakém okoĺı U(x0) ⊂ D(f) a existuje f ′′(x0). Je-li
f ′′(x0) < 0, má funkce f v bodě x0 (ostré) lokálńı maximum, je-li f ′′(x0) > 0, má
funkce f v bodě x0 (ostré) lokálńı minimum.

Pozor: Pokud f ′′(x0) = 0, neznamená to, že extrém neexistuje, ale že muśıme
rozhodnout podle jiného pravidla.

Odvozeńı postupu dle (1) plyne z definice extrému, (2) plyne z (1) užit́ım
vztahu mezi monotónnost́ı a znaménkem derivace, (3) plyne z (2) uváž́ıme-li, že
např. vlastnost f ′′(x0) < 0 ř́ıká, že funkce f ′ je klesaj́ıćı v bodě x0, a protože
f ′(x0) = 0, plat́ı v nějakém P (x0−), že f ′(x) > 0 a v P (x0+), že f ′(x0) < 0.

Úloha 8.2.1. Zjistěte extrém funkce f : y = x e−x.

Řešeńı. Vypočteme derivaci y′ = (1 − x) e−x a polož́ıme ji rovnu 0; dostáváme
stacionárńı bod x0 = 1. Dále vypočteme y′′ = (x−2) e−x. Ježto y′′(1) = − e−1 < 0,
má funkce f v bodě 1 lokálńı maximum.

(4) Užit́ı Taylorova vzorce

Jestliže funkce f má derivace v U(x0) a plat́ı (n > 1) f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · =
f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0, pak

(1) pro n sudé existuje v bodě x0 extrém:

– lokálńı maximum pro f (n)(x0) < 0,

– lokálńı minimum pro f (n)(x0) > 0.

(2) pro n liché extrém v bodě x0 neexistuje.

Tvrzeńı plyne z toho, že z Taylorova vzorce máme za daných předpoklad̊u

f(x0 +∆x)−f(0) = f (n)(x0+θ∆x)
n!

∆xn, přičemž okoĺı bodu x0, tedy U(x0), lze volit
tak malé, že f (n)(x0 + θ∆x) má stejné znaménko jako f (n)(x0).

Úloha 8.2.2. Vyšetřete extrém funkce f : y = x5.

Řešeńı. Máme y′ = 5x4, stacionárńı bod 0. Dále pak y′′ = 20x3, y′′(0) = 0,
y′′′ = 60x2, y′′′(0) = 0, y(4) = 120x, y(4)(0) = 0, y(5) = 120 > 0. Prvńı nenulová
derivace je lichého řádu, tedy extrém neexistuje.
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8.3 Největš́ı a nejmenš́ı hodnota funkce na in-

tervalu

Mějme funkci f definovanou a spojitou na intervalu 〈a, b〉. Podle 2.Weierstras-
sovy věty nabývá funkce f v některém bodě c1 své největš́ı hodnoty a v některém
bodě c2 své nejmenš́ı hodnoty. Jiné názvy: absolutńı extrémy, globálńı extrémy.
Každý z bod̊u c1, c2 přitom může být vnitřńım nebo krajńım bodem intervalu
〈a, b〉, viz obr. 9.3.1.

Pokud je ci vnitřńım bodem, je to současně bod, v němž nastává lokáńı
extrém, tedy stacionárńı bod nebo bod, v němž neexistuje derivace. Z toho pak
plyne:

obr. 9.3.1.

Postup při určováńı největš́ı a nejmenš́ı hodnoty funkce na
uzavřeném intervalu 〈a, b〉

(1) Urč́ıme všechny stacionárńı body a body, v nichž neexistuje derivace a
vypočteme v nich funkčńı hodnoty.

(2) Vypočteme funkčńı hodnoty v bodech a, b.

(3) Maximum množiny všech těchto hodnot funkce z (1) a (2) je největš́ı hod-
notou funkce na 〈a, b〉,

(4) minimum množiny všech těchto hodnot funkce z (1) a (2) je nejmenš́ı hod-
notou funkce na 〈a, b〉.

Tedy: neńı třeba určovat lokálńı extrémy dle 9.2.

Úloha 8.3.1. Máme určit nejvěťśı a nejmenš́ı hodnotu funkce f : y = x3 −3x+1
na intervalu 〈0, 2〉.
Řešeńı. y′ = 3x2 − 3; f má na 〈0, 2〉 jediný stacionárńı bod 1. Vypočteme f(1) =
−1 a dále f(0) = 1, f(2) = 3. Funkce f tedy nabývá největš́ı hodnoty 3 v bodě
2 a nejmenš́ı hodnoty −1 v bodě 1.

8.4 Konvexnost a konkávnost

Označme k(u, v) = f(v)−f(u)
v−u

; je-li f funkce spojitá, je pro u 6= v také funkce
k(u, v) spojitá vzhledem k u i vzhledem k v. Geometrický význam: k(u, v) je
směrnice sečny grafu funkce f .

Definice 8.4.1. Funkce f se nazývá konvexńı (konkávńı) na intervalu (a, b) ⇔
pro každé tři body x1, x, x2 ∈ (a, b), kde x1 < x < x2, plat́ı k(x1, x) < k(x, x2)
(k(x1, x) > k(x, x2)).
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Funkce dle této definice je ryze konvexńı nebo konkávńı, při neostrých nerov-
nostech jde o neryźı vlastnosti.

Úloha 8.4.2. Doplňte obrázek 9.4.1 (9.4.2), tak aby ilustroval definici funkce
konvexńı (konkávńı).

Věta 8.4.3 (1.věta o konvexnosti a konkávnosti). Necht’ funkce f má na intervalu
(a, b) derivaci f ′. Pak funkce f je na (a, b) konvexńı (konkávńı) ⇔ je f ′ na (a, b)
rostoućı (klesaj́ıćı).

D̊ukaz. 1) Necht’ f je konvexńı. Zvolme libovolné x1, x2 ∈ (a, b) , x1 < x2;
dokážeme, že f ′(x1) < f ′(x2). Mezi x1 a x2 zvolme daľśı 3 body tak,
aby platilo x1 < x̄1 < x0 < x̄2 < x2. Pak plat́ı k(x1, x0) < k(x0, x2)
a též k(x1, x̄1) < k(x̄1, x0), k(x0, x̄2) < k(x0, x̄2). Přejdeme k limitám:
limx̄1→x1+ k(x1, x̄1) = f ′(x1+) = f ′(x1), limx̄2→x2− k(x̄2, x2) = f ′(x2−) =
f ′(x2),

limx̄1→x1+ k(x̄1, x0) = k(x1, x0), limx̄2→x2− k(x0, x̄2) = k(x0, x̄2) = k(x0, x2)
a z toho

f ′(x1) ≤ k(x1, x0) < k(x0, x2) < f ′(x2).

2) Naopak necht’ f ′je rostoućı na (a, b) . Uvažujme libovolné dva body x1, x2 ∈
(a, b) a necht’ x ∈ (x1, x2). Dokážeme, že k(x1, x) < k(x, x2) a to tak, že
najdeme taková ξ1 < ξ2, že f ′(ξ1) = k(x1, x), f ′(ξ2) = k(x, x2). K tomu
použijeme Lagrangeovu větu, podle ńıž existuje bod ξ1 ∈ 〈x1, x〉 tak, že
f ′(ξ1) = k(x1, x), a podobně existuje ξ2 ∈ 〈x, x2〉 tak, že f ′(ξ2) = k(x, x2),
přičemž x1 < x < x2. Proto k(x1, x) = f ′(ξ1) < f ′(ξ2) = k(x, x2), funkce je
konvexńı.

Na funkci f ′ lze nyńı použ́ıt větu o monotónnosti na intervalu (viz 9.1). Podle
ńı plat́ı:

Věta 8.4.4 (2. věta o konvexnosti a konkávnosti). Má-li funkce f druhou derivaci
na (a, b), pak tato funkce je na (a, b) konvexńı [konkávńı], právě když ∀x ∈ (a, b)
je f ′′(x) ≥ 0 [≤ 0], přičemž neexistuje interval (α, β) ⊂ (a, b) tak, aby ∀x ∈ (α, β)
bylo f ′′(x) = 0.

8.5 Inflexe a inflexńı body

Definice 8.5.1. Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 inflexi ⇔ má derivaci f ′(x0)
a je v levém okoĺı U(x0−) konvexńı [konkávńı] a v pravém okoĺı U(x0+) konkávńı
[konvexńı]. Bod [x0, f(x0)] roviny se nazývá inflexńı bod funkce f resp. grafu
funkce f .
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Tedy v inflexńım bodě přecháźı funkce z konvexńıho pr̊uběhu na konkávńı
nebo naopak. Inflexńı tečna, tj. tečna ke grafu funkce f v inflexńım bodě, má tu
vlastnost, že v bodě dotyku graf přecháźı z jedné poloroviny do druhé. Např. osa
x je inflexńı tečnou ke grafu funkce y = x3. T́ım se inflexńı tečna lǐśı od tečen v
bodech, které nejsou inflexńı.

Věta 8.5.2. (vztah inflexe a derivace): Má-li funkce f v nějakém okoĺı U(x0)
derivaci f ′, pak má v bodě x0 inflexi ⇔ má f ′ v bodě x0 lokálńı extrém.

D̊ukaz. 1) Necht’ f má v bodě x0 inflexi. Pak nastává jedna z těchto možnost́ı:

a) f je v U(x0−) konvexńı (tj. f ′ je rostoućı) a v U(x0+) konkávńı (tj,
f ′ je klesaj́ıćı), takže f ′ má v bodě x0 lokálńı maximum;

b) f je v U(x0−) konkávńı (tj. f ′ je klesaj́ıćı) a v U(x0+) konvexńı (tj,
f ′ je rostoućı), takže f ′ má v bodě x0 lokálńı minimum.

2) Má-li f ′ lokálńı extrém v bodě x0, je to bud’ lokálńı maximum nebo lokálńı
minimum a podobnými úvahami (proved’te je!) pro levé a pravé okoĺı do-
jdeme k existenci inflexe.

Věta 8.5.3 (nutná podmı́nka existence inflexe). Má-li funkce f v bodě x0 inflexi
a existuje f ′′(x0), je f ′′(x0) = 0.

D̊ukaz. Plyne z nutné podmı́nky existence extrému funkce f ′.

Vztah inflexe a derivace lze daľśımi větami specifikovat pro př́ıpad existence
druhé resp. i třet́ı derivace.

Věta 8.5.4 ((vztah inflexe a druhé derivace). Má-li funkce f v nějakém okoĺı
bodu x0 derivaci f ′′ a má-li tato derivace v P (x0−) a P (x0+) r̊uzná znaménka,
má funkce f v bodě x0 inflexi. Má-li f ′′ stejné znaménko v P (x0−) a P (x0+), pak
funkce f v bodě x0 inflexi nemá.

Věta 8.5.5 (vztah inflexe a 3. derivace). Má-li funkce f v nějakém okoĺı bodu x0

derivaci f ′′, plat́ı f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) 6= 0, pak funkce f má v bodě x0 inflexi.

Tuto větu bychom mohli rozš́ı̌rit (podobně jako odpov́ıdaj́ıćı pravidlo pro
určováńı lokálńıho extrému) i na př́ıpad, kdy f ′′(x0) = f ′′′(x0) = · · · = f (k−1)(x0) =
0, f (k)(x0) 6= 0. Pro k liché existuje v bodě x0 inflexe, pro k sudé nikoli.

Úloha 8.5.6. Stanovte konvexnost, konkávnost a inflexi funkce y = x e−x.

Řešeńı. Tato funkce má potřebné derivace, vypočteme
y′ = (1 − x) e−x, y′′ = (x− 2) e−x, kde e−x > 0.
Pro x < 2 je y′′ < 0, funkce je konkávńı, pro x > 2 je y′′ > 0, funkce je

konvexńı. Pro x = 2 má funkce inflexi, inflexńı bod je [2; 2 e−2].
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8.6 Asymptoty

Asymptoty jsou př́ımky a představujeme si je jako tečny ke grafu funkce v
nekonečnu. Např. souřadnicové osy jsou asymptotami grafu funkce y = 1/x.
Máme asymptoty dvou druh̊u a vyslov́ıme pro ně dvě r̊uzné definice, protože to
je praktické, i když z hlediska geometrického jde o tentýž jev.

Definice 8.6.1. Př́ımka x = c se nazývá vertikálńı asymptota grafu funkce
f ⇔ funkce f má v bodě c alespoň jednu jednostrannou limitu nevlastńı.

Takových asymptot může mı́t funkce nekonečně mnoho, př́ıkladem je funkce
tangens. Kromě toho mohou pro danou funkci existovat ještě nejvýše dvě asymptoty
s rovnicemi tvaru y = kx+ q.

Definice 8.6.2. Př́ımka y = kx+ q se nazývá asymptota (se směrnićı) grafu
funkce f ⇔ pro x → −∞ nebo pro x → +∞ je lim[f(x) − kx+ q] = 0.

Asymptoty se směrnićı se zpravidla zjǐst’uj́ı podle následuj́ıćı věty.

Věta 8.6.3 (o výpočtu asymptot). Př́ımka y = kx + q je asymptotou grafu

funkce f ⇔ existuj́ı limity (pro x → −∞ nebo pro x → +∞ ) lim f(x)
x

= k a
lim[f(x) − kx] = q.

D̊ukaz. Všechny dále uvedené limity bereme pro x → −∞ nebo pro x → +∞.

1) Necht’ př́ımka y = kx+ q je asymptotou. Pak lim[f(x)− (kx+ q)] = 0, tedy

též lim f(x)−kx−q
x

= 0. Ježto q
x

→ 0, plat́ı lim f(x)
x

− k = 0, tedy lim f(x)
x

= k.
Druhá rovnost je zřejmá, nebot’ ve vztahu lim[f(x) − (kx + q)] = 0 lze
provést rozděleńı na dvě limity lim[f(x) − kx] − q = 0.

2) Existuj́ı-li naopak limity pro k a pro q, plyne ze vztahu lim[f(x) − kx] = q
definičńı vztah lim[f(x) − (kx+ q)] = 0.

Praktický postup v běžných př́ıpadech

1) Vyšetř́ıme okoĺı těch hromadných bod̊u D(f), které lež́ı v R −D(f) (body
nespojitosti - zejména izolované body množiny R−D(f) nebo krajńı body
interval̊u, jež jsou součást́ı D(f)). Zjist́ıme ve kterém z těchto bod̊u existuj́ı
alespoň jednostranné nevlastńı limity.

2) Je-li +∞ nebo −∞ hromadným bodem D(f), hledáme lim f(x)/x. Jestliže
tato limita (nebo obě) existuje, je to směrnice k asymptot, pokud asymptoty
existuj́ı. Dále ještě hledáme lim[f(x) − kx] s ońım k, jež bylo vypočteno v
předchoźı limitě. Existuje-li tato limita, je to q a asymptota existuje.
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Při výpočtu k = lim f(x)
x

lze použ́ıt l’Hospitalova pravidla, z něhož k =
lim f ′(x). Také tento vztah se často využ́ıvá k výpočtu směrnice asymptot (ovšem
neexistuje-li lim f ′(x), neznamená to neexistenci asymptot).

Úloha 8.6.4. Určete asymptoty pro funkci y = 2x+ arctg x.

Řešeńı. k = lim f(x)
x

= lim
(

2 + arctg x
x

)

= 2, nebot’ v posledńım zlomku je funkce

v čitateli omezená, takže tento zlomek konverguje k 0. Dále q = lim(2x+arctg x−
2x) = Existuj́ı tedy 2 asymptoty: y = 2x− π/2 pro x → −∞ a y = 2x+ π/2 pro
x → +∞.

Úloha 8.6.5. Určete asymptoty pro funkci y = x+
√
x.

Řešeńı. Zde je nevlastńım hromadným bodem D(f) jen +∞. Poč́ıtáme k =

lim f(x)
x

= 1+lim
√

x
x

= 1, q = lim (x+
√
x− x) = +∞, asymptota neexistuje.

8.7 Pr̊uběh funkce

O vyšetřováńı pr̊uběhu funkce lze pojednat dvěma zp̊usoby:

- uvést věcně, ze kterých činnost́ı se vyšetřováńı pr̊uběhu funkce skládá,

- popsat praktický postup při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce.

Dle 1. hlediska uvažujeme tyto složky:

1) Definičńı obor, body nespojitosti.

2) Funkčńı obor, omezenost; nulové body funkce; intervaly, kde je funkce
kladná, kde je záporná.

3) Funkčńı vlastnosti funkce: parita, periodičnost.

4) Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti funkce, v krajńıch bodech de-
finičńıho oboru, resp. v −∞, +∞.

5) Intervaly monotonnosti (kde funkce roste, kde klesá) nebo konstantnosti.

6) Lokálńı extrémy funkce.

7) Intervaly konvexnosti a konkávnosti.

8) Inflexe, inflexńı body grafu funkce.

9) Asymptoty grafu funkce.

10) Sestrojeńı grafu funkce.
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Praktický postup při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce sleduje v běžném př́ıpadě i
myšlenku správného a přehledného záznamu výsledk̊u a mezivýsledk̊u do tabulky.
Proto postupujeme takto:

A. Zjist́ıme údaje potřebné pro sestaveńı tabulky, sestav́ıme tabulku a zazna-
menáme do ńı dosud známé údaje o funkci,

B. postupně zjǐst’ujeme daľśı vlastnosti funkce a zaznamenáváme je do tabulky,

C. doplńıme údaje potřebné pro sestrojeńı grafu a sestroj́ıme graf funkce.

Lze tak doporučit toto pořad́ı praćı:

A1. Provedeme 1 (urč́ıme D(f) a body nespojitosti).

A2. Provedeme 3 (stanoveńı parity a periodičnosti), tj. zjist́ıme, zda bychom
mohli zmenšit rozsah vyšetřováńı funkce t́ım, že se omeźıme např. jen na
interval 〈0,+∞) nebo jen na jednu periodu u funkce periodické.

A3. Vypočteme 1.derivaci, polož́ıme ji rovnu 0 a řešeńım źıskáme stacionárńı
body. K nim přidáme ty body z D(f), v nichž 1. derivace neexistuje. Má-li
funkce lokálńı extrém, pak nastane v některém z těchto bod̊u.

A4. Vypočteme 2. derivaci, polož́ıme ji rovnu 0 a řešeńım źıskáme body, v nichž
může mı́t funkce inflexi. K nim přidáme ty body z D(f ′), v nichž 2. derivace
neexistuje.

A5. Sestav́ıme tabulku, kde v horizontálńım záhlav́ı zaznamenáme rozčleněńı
č́ıselné osy s ohledem na A1, A2, A3, A4; ve vertikálńım záhlav́ı jsou řádky
pro x, y, y′, y′′, a pro záznam vlastnost́ı funkce f . Do tabulky přeneseme
údaje již zjǐstěné.

B1. Užit́ım znaménka 1. derivace urč́ıme 5 (intervaly monotonnosti).

B2. Na základě B1 zjist́ıme 6 (lokálńı extrémy), včetně funkčńıch hodnot v
těchto bodech.

B3. Užit́ım znaménka 2. derivace urč́ıme 7 (konvexnost a konkávnost).

B4. Na základě B3 zjist́ıme 8 (inflexi), včetně funkčńıch hodnot v těchto bodech
a hodnot 1. derivaćı.

B5. Urč́ıme 9 (asymptoty).

B6. Urč́ıme 4 (limity), pokud je to po B5 ještě třeba.
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B7. Urč́ıme 2 (funkčńı obor, nulové body, znaménka funkce).

C1. Podle potřeby doplńıme např. pr̊useč́ık grafu funkce s osou y, hodnoty
funkce v daľśıch bodech D(f), př́ıpadně i hodnoty derivaćı (připoj́ıme k
tabulce jako dodatek).

C2. Provedeme bod 10 (sestroj́ıme graf funkce).

Úloha 8.7.1. Sestavte tabulku pro vyšetřeńı pr̊uběhu funkce y = x+ 1
x
.

Řešeńı. D(f) = (−∞, 0)∪ (0,+∞), funkce je lichá, tj. graf bude souměrný podle
počátku.

y′ = 1 − 1
x2 ; y′ = 0 ⇒ x ∈ {−1; 1} (stacionárńı body); y′′ = 2

x3 6= 0. Sestav́ıme
tabulku (např. jen) pro interval 〈0,+∞).

x 0 → 0+ (0, 1) 1 (1,+∞) → +∞
y n.d. → +∞ — 2 — → +∞
y′ n.d. → −∞ < 0 0 > 0 → +∞
y′′ n.d. — > 0 > 0 > 0 —

funkce
n.d. → +∞ klesá lok.min. roste → +∞

asymptota x = 0 konvexńı asymptota y = x

Inflexńı body neexistuj́ı.

8.8 Užit́ı extrémů funkćı

Na výpočet extrémů vede řada praktických úloh.

Úloha 8.8.1. Ze čtvercového listu paṕıru o straně a má být po vystřǐzeńı čtverečk̊u
v roźıch složena krabice o maximálńım objemu. Vypočtěte stranu čtverečk̊u, jež
maj́ı být v roźıch vystřǐzeny a rozměry výsledné krabice (obr. 9.8.1).

Řešeńı. V = (a − 2x)2x, V ′ = 12x2 − 8ax + a2 ⇒ x1 = a
6
, x2 = a

2
(nevyhovuje

praktické úloze) ; rozměry krabice jsou 2
3
a× 2

3
a× 1

6
a, výška je rovna čtvrtině š́ı̌rky

čtvercového dna.

Úloha 8.8.2. Pracovǐstě je v konstantńı vzdálenosti a od pr̊umětu světla na vo-
dorovnou rovinu. Při jaké výšce h světla (viz obr. 9.8.2) je osvětleńı pracovǐstě
maximálńı?

Řešeńı. Intenzita osvětleńı záviśı na vstupńıch podmı́nkách takto: I = c sin ϕ
r2 ,

kde sinϕ = h
r

a r =
√
h2 + a2, takže I = I(h); po dosazeńı I = c h

(h2+a2)
3
2
.

I ′ = c a2−2h2

(h2+a2)
3
2
(= 0) ⇒ h = a√

2
≈ 0, 7a.
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Úloha 8.8.3. Výkon Peltonova kola je P = k · u · (v − u), kde u je obvodová
rychlost Peltonova kola a v je rychlost vodńıho paprsku. Při jaké rychlosti u je
výkon Peltonovy turbiny maximálńı?

Řešeńı. P = P (u), P ′ = kv − 2ku(= 0) ⇒ u = v
2
.

Úloha 8.8.4. Určete rozměry konzerv tvaru rotačńıho válce o daném objemu V
tak, aby se při jejich výrobě spotřebovalo co nejmenš́ı množstv́ı plechu.

Řešeńı. Hledá se minimum funkce S = 2πxv + 2πx2, kde x je poloměr dna kon-
zervy a v výška konzervy, za podmı́nky, že V = πx2v je zadané (tedy konstantńı).
Po dosazeńı za v z této podmı́nky máme S = 2V

x
+ 2πx2, odkud S ′ = −2V

x2 + 4πx.

Z rovnice S ′ = 0 máme x0 = 3

√

V
2π

. Odsud je v0 = V
πx2

0
= · · · = 2 3

√

V
2π

= 2x0: výška

konzervy je rovna pr̊uměru dna.

− ∗ −
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Kapitola 9

Metody integrace pro funkce
jedné proměnné

9.1 Základńı vzorce

Základńı problém: k dané funkci f stanovit množinu všech jej́ıch primitivńıch
funkćı F , tedy

”
neurčitý integrál“ F + C funkce f .

Chceme-li zjistit primitivńı funkci k dané (elementárńı) funkci f , máme dva
problémy:

1) zda pro danou funkci f primitivńı funkce v̊ubec existuje,

2) pokud ano, zda ji lze vyjádřit konečným vzorcem pomoćı elementárńıch
funkćı.

Existence: V následuj́ıćı kapitole 10 uvid́ıme, že každá funkce f spojitá na
intervalu J má zde primitivńı funkci.

Vyjádřeńı primitivńı funkce elementárńımi funkcemi: Je možné jen pro vy-
brané typy integrovaných funkćı, z nichž některé jsou probrány v této kapitole
spolu s př́ıslušnými metodami výpočtu primitivńıch funkćı.

Je-li tedy f funkce elementárńı, pak primitivńı funkce neńı nutně také ele-
mentárńı; přitom funkce f může mı́t i poměrně jednoduché analytické vyjádřeńı.

Např.
∫

e−x2

dx,
∫ sin x

x
dx,

∫

sin x2 dx,
∫ dx

ln x
nejsou funkce elementárńı, tj.

nelze je vyjádřit konečným vzorcem pomoćı elementárńıch funkćı. (Vyjadřujeme
je zpravidla pomoćı mocninných řad.)

V kapitole 6 jsme se setkali se sadou základńıch vzorc̊u pro derivace ele-
mentárńıch funkćı. K nim dostáváme ihned odpov́ıdaj́ıćı vzorce pro stanoveńı pri-
mitivńıch funkćı. Např. sin x je primitivńı funkce k funkci cosx, nebot’ (sin x)′ =
cos x, neurčitým integrálem k funkci cosx je množina funkćı sin x+ C, kde C je
(libovolná) integračńı konstanta. Zapisujeme

∫

cos x dx = sin x+ C, obecně
∫

f(x) dx = F (x) + C,
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kde F je jedna z primitivńıch funkćı k funkci f . Operaci, při ńıž k dané funkci
stanovujeme primitivńı funkci nebo neurčitý integrál, nazveme integrace. Výraz
f(x) dx za znakem integrace se nazývá integrand, ř́ıkáme, že danou funkci f
integrujeme.

Ze vzorc̊u pro derivace plynou tyto vzorce pro integraci:

Funkce: Funkce primitivńı: Funkce: Funkce primitivńı:

xm (m ∈ R, m 6= −1)
xm+1

m+ 1

1

x
ln x

ex ex ax ax

ln a

cos x sin x sin x − cos x

1

cos2 x
tg x − 1

sin2 x
cotg x

ch x sh x sh x ch x

1

ch2 x
th x − 1

sh2 x
coth x

1

1 + x2
arctg x

1√
1 − x2

arcsin x

Z věty o derivaci součtu (rozd́ılu) plyne: Je-li F primitivńı funkce k funkci f
a G primitivńı funkce k funkci g, je F + G (F − G) primitivńı funkce k funkci
f + g (f − g). Podobně plat́ı: Je-li F primitivńı funkce k funkci f , pak kF (kde
k je konstanta) je primitivńı funkce k funkci kf .

9.2 Integrace užit́ım substitućı

Základem jsou dvě věty o substitućıch; v obou př́ıpadech necht’ je funkce f(u)
definována na intervalu J a funkce ϕ (u = ϕ(x)) necht’ je definována na intervalu
I, kde ϕ(I) ⊂ J , přičemž existuje ϕ′.

Věta 9.2.1 (1.věta o substituci). Je-li F primitivńı funkćı k funkci f na J , pak
složená funkce F ◦ ϕ je primitivńı funkćı k funkci (f ◦ ϕ) · ϕ′ na I.

D̊ukaz. [(F ◦ ϕ)(x)]′ = F ′
u(u) · ϕ′(x) = f(u) · ϕ′(x) = (f ◦ ϕ)(x) · ϕ′(x).
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V př́ıkladech na použit́ı 1. věty o substituci má tedy integrovaná funkce tvar
součinu složené funkce a derivace vnitřńı funkce.

Úloha 9.2.2. Vypočtěte I =
∫

sin x cos x dx.

Řešeńı. I =

[

sin x = u
cos x dx = du

]

=
∫

u du =
u2

2
+ C =

1

2
sin2 x+ C.

Zde bylo f(u) = u , ϕ(x) = sin x.

Úloha 9.2.3. Vypočtěte I =
∫

sin3 x dx.

Řešeńı.

I = sin2 x sin x dx =
∫

(1−cos2 x) sin x dx =
∫

sin x dx−
∫

cos2 x sin x dx = · · · .

Prvńı z integrál̊u je tabulkový, ve druhém polož́ıme cos x = u.

Vybrané typické př́ıklady na použit́ı 1. věty o substituci:

I =
∫

sinm x cos x dx,
∫ lnm x

x
dx,

∫ arctgm x

1 + x2
dx,

∫ etg x

cos2 x
dx, . . .

Úloha 9.2.4. Vyřešte speciálńı př́ıpad integrace složené funkce, kde vnitřńı funkce
je lineárńı.

Řešeńı. Je-li vnitřńı funkce lineárńı, dostáváme z 1. věty o substituci

∫

f(ax+ b) dx =
1

a
F (ax+ b) + C,

takže např́ıklad

∫

e2x+3 dx =
1

2
e2x+3 +C,

∫

cos
x

3
dx = 3 sin

x

3
+ C.

Úloha 9.2.5. Vyřešte speciálńı př́ıpad integrace složené funkce ve tvaru zlomku,
kde čitatel je derivaćı jmenovatele.

Řešeńı. Pro f(x) 6= 0:
∫ f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)| + C, takže např́ıklad

∫

tg x dx = − ln | cos x| + C,
∫ 2x− 1

x2 − x+ 3
dx = ln(x2 − x+ 3) + C, atd.

Věta 9.2.6 (2. věta o substituci). Necht’ ϕ′ 6= 0 na I, ϕ(I) = J . Je-li funkce F
funkćı primitivńı k funkci f ◦ϕ ·ϕ′ na I, pak funkce F ◦ϕ−1 je funkce primitivńı
k funkci f na J (kde ϕ−1 je funkce inverzńı k ϕ).
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D̊ukaz. Necht’ x = ϕ(t), tj. t = ϕ−1(x). Pak [(F ◦ ϕ−1)(x)]′ = [(F (ϕ−1(x))]′ =
F ′

t(t) · [ϕ−1(x)]′ = f [ϕ(t)] · ϕ′(t) · (1/ϕ′(t)) = f(x).

Úloha 9.2.7. Užit́ım 2. věty o substituci poč́ıtejte I = sin
√
x dx.

Řešeńı. I =

[

x = t2

dx = 2t dt

]

= 2
∫

t sin t dt, a dále se postupuje metodou per

partes dle 9.3.

Podle 2. věty o substituci se postupuje v mnoha speciálńıch př́ıpadech, např.
při integraci některých iracionálńıch funkćı (D.2) nebo u goniometrických a hy-
perbolických substitućı (D.5).

9.3 Metoda per partes

Věta 9.3.1. Necht’ funkce f , g jsou definovány a maj́ı derivaci na intervalu J .
Jestlǐze Ψ je funkce primitivńı k f ·g′ na J , pak Φ = f ·g−Ψ je primitivńı funkćı
k funkci f ′ · g na J .

D̊ukaz. Věta o per partes plyne ze vzorce pro derivaci součinu: Φ′ = (f ·g−Ψ)′ =
f ′ · g + f · g′ − Ψ′ = f ′ · g.

Jiný př́ıstup: Pro u = f(x), v = g(x) je (uv)′ = u′v+uv′, tj. u′v = (uv)′ −uv′,

takže
∫

u′v dx = uv −
∫

uv′ dx.

Úloha 9.3.2. Vypočtěte I =
∫

x cos x dx.

Řešeńı. I =

[

u = x u′ = 1
v′ = cosx v = sin x

]

= x sin x −
∫

sin x dx = x sin x + cosx +

C.

Úloha 9.3.3. Vypočtěte I =
∫

x2 sin x dx.

Řešeńı. I =

[

u = x2 u′ = 2x
v′ = sin x v = − cos x

]

= −x2 cos x + 2
∫

x cos x dx = · · · znovu

se použije metoda per partes, viz předchoźı př́ıklad.

Typické př́ıklady na metodu per partes:

∫

xn cosx dx,
∫

xn sin x dx,
∫

xn ex dx,
∫

xn ln x dx,
∫

xn arctg x dx, . . .
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Zvláštńı př́ıpady použit́ı metody per partes

(1) Výpočet integrál̊u

Ic =
∫

eax cos bx dx, Is =
∫

eax sin bx dx

(budeme poč́ıtat primitivńı funkce pro C = 0).

Řešeńı. V integrálu Ic se použije dvěma zp̊usoby metoda per partes: pro
u′ = eax, v = cos bx a pak pro u′ = cos bx, v = eax. T́ım dostaneme soustavu

Ic =
1

b
eax sin bx− a

b
Is, Ic =

1

a
eax cos bx+

b

a
Is,

jej́ımž řešeńım vyjde

Ic =
b sin bx+ a cos bx

a2 + b2
eax, Is =

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax .

(2) Rekurentńı vzorec pro integrál In =
∫ dx

(a2 + x2)n , n ≥ 2.

Řešeńı. V integrálu Im, kde m ≥ 1, polož́ıme u =
1

(a2 + x2)n , v′ = 1 a

dostaneme Im =
x

(a2 + x2)m + 2mIm − 2ma2Im+1, odkud vyjádř́ıme Im+1.

Polož́ıme-li pak m = n− 1, dostaneme

In =
1

2(n− 1)a2

x

(a2 + x2)n−1 +
2n− 3

2(n− 1)a2
In−1.

− ∗ −
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Kapitola 10

Riemann̊uv určitý integrál

10.1 Definice Riemannova integrálu

Riemann̊uv integrál lze definovat v podstatě dvoj́ım zp̊usobem: užit́ım (Cau-
chyových) integrálńıch součt̊u nebo pomoćı dolńıch a horńıch integrál̊u.

Užit́ı integrálńıch součt̊u

Uvažujeme funkci f omezenou na intervalu 〈a, b〉, kde a < b. Dále uvedeme
pojmy použ́ıvané při definici integrálu:

• Děleńı intervalu (označ́ıme D) — každá konečná posloupnost bod̊u x0,
x1, . . . , xn (zvaných dělićı), kde a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

• Element děleńı ∆i = 〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , n,
jeho délka je ∆xi = xi − xi−1.

• Norma děleńı ν(D) = max ∆xi, stručné označeńı ν.

Definice 10.1.1 (Riemannova určitého integrálu). Necht’ f je funkce omezená
na 〈a, b〉. Ke každému děleńı D vytvoř́ıme integrálńı součet

σ(f,D) =
n
∑

i=1

f(ξi)∆xi, kde ξi je libovolný bod z elementu ∆i.

Řekneme, že č́ıslo I je Riemannovým (určitým) integrálem funkce f na 〈a, b〉,
právě když ∀ε > 0∃δ > 0 tak, že pro všechna děleńı D, pro něž ν(D) < δ, a pro
libovolnou volbu bod̊u ξi v elementech ∆i děleńı, plat́ı |σ(f,D) − I| < ε.

Označeńı: I =
b
∫

a
f(x) dx.

Funkce f se pak nazývá Riemannovsky integrovatelná, 〈a, b〉 je obor integrace,
č́ısla a, b dolńı resp. horńı mez integrace, x integračńı proměnná.
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Znak
b
∫

a
je symbol pro součet od a do b, f(x) pro f(ξi), dx pro ∆xi. Název

Riemann̊uv integrál použ́ıváme hlavně pro jeho odlǐseńı od jiných typ̊u integrál̊u.
Neńı-li třeba zd̊urazňovat (Riemannovu) metodu definice integrálu, lze použ́ıvat
jen historický název určitý integrál. Vedle funkce Riemannovsky integrovatelná
ř́ıkáme též integrovatelná (integrace schopná) podle Riemanna. Množinu všech
funkćı integrovatelných na 〈a, b〉 označ́ıme R(〈a, b〉), a proto můžeme použ́ıvat
stručný zápis f ∈ R(〈a, b〉). Zvláště si uvědomı́me, že Riemann̊uv integrál funkce
f ∈ R(〈a, b〉) je nějaké reálné č́ıslo.

Geometrický význam součinu f(ξi) · ∆xi pro f > 0:

– obsah obdélńıku o stranách ∆xi, f(ξi).

a = x0 x1 x2 x3 x4 x5 = b

y = f(x)

x

∆x1 ∆x2 ∆x3 ∆x4 ∆x5

y

m = m1

m2 = M1

M2

M

Obrázek 10.1:

Geometrický význam integrálńıho součtu σ(f,D):

– přibližný obsah tzv. základńıho obrazce, tj. křivočarého lichoběžńıku, jehož
hranice lež́ı na př́ımkách x = a, x = b, na ose x a na grafu funkce f .

Geometrický význam určitého integrálu:

– obsah základńıho obrazce.

Uvedenou definici Riemannova integrálu lze vyslovit i pomoćı pojmu limita.
Nejprve však pojednejme o zjemněńı děleńı.

Definice 10.1.2. Děleńı D′ nazveme zjemněńı děleńı D, právě když každý dělićı
bod děleńı D je dělićım bodem i děleńı D′.
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Poznámka 10.1.3. (1) Ke každým dvěma děleńım existuje jejich společné zjemněńı,
i
”
nejhrubš́ı“ společné zjemněńı. Množina všech děleńı intervalu 〈a, b〉 tvoř́ı

svaz.

(2) Jestliže postupně zjemňujeme děleńı, tak z toho neplyne, že ν(D) → 0,
dokonce se přitom ν nemuśı ani zmenšovat (proč?).

Druhou část výše uvedené definice lze pak vyslovit takto:

Definice 10.1.4. Řekneme, že integrálńı součty σ(f,D) maj́ı limitu I ∈ R a
ṕı̌seme lim

ν(D)→0
σ(f,D) = I, právě když ∀ε > 0 ∃ děleńı D0 tak, že pro všechna

jeho zjemněńı D a pro libovolnou volbu bod̊u ξi v elementech ∆i plat́ı |σ(f,D) −
I| < ε. Č́ıslo I pak nazýváme Riemann̊uv integrál funkce f , funkce f se nazývá
Riemannovsky integrovatelná, atd.

Dolńı a horńı integrál

Mějme funkci f omezenou na 〈a, b〉 a libovolné děleńı D. Označme pro x ∈
〈xi−1, xi〉: mi = inf f(x), Mi = sup f(x).

Vytvoř́ıme součty:

s(f,D) =
n
∑

i=1

mi ∆xi, S(f,D) =
n
∑

i=1

Mi ∆xi,

které nazveme dolńı resp. horńı integrálńı součet př́ıslušný k funkci f a děleńı D.

Vlastnosti:

(1) Libovolný dolńı integrálńı součet neńı větš́ı než libovolný horńı integrálńı
součet (př́ıslušný třeba i k jinému děleńı).

(2) Množina všech dolńıch integrálńıch součt̊u je (shora) omezená, množina
všech horńıch integrálńıch součt̊u je (zdola) omezená: Jestliže pro x ∈ 〈a, b〉
označ́ıme m = inf f(x), M = sup f(x), plat́ı

m(b− a) ≤ s(f,D) ≤ S(f,D) ≤ M(b− a).

Proto existuje supremum množiny všech dolńıch a infimum množiny všech
horńıch integrálńıch součt̊u.

Definice 10.1.5. Č́ıslo I∗f = sup
D
s(f,D) ( I∗f = inf

D
S(f,D)) nazýváme dolńı

(horńı) Riemann̊uv integrál.

Zřejmě plat́ı s(f,D) ≤ I∗f ≤ I∗f ≤ S(f,D).
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Úloha 10.1.6. Najděte dolńı i horńı integrál Dirichletovy funkce na intervalu
〈0, 1〉.

Řešeńı. Máme

s(χ,D) =
n
∑

i=1

mi∆xi =
n
∑

i=1

0 · ∆xi = 0, I∗χ = 0,

S(χ,D) =
n
∑

i=1

Mi∆xi =
n
∑

i=1

1 · ∆xi = 1, I∗χ = 1.

Definice 10.1.7. Necht’ f je funkce omezená na 〈a, b〉. Ř́ıkáme, že funkce f je
na 〈a, b〉 Riemannovsky integrovatelná, právě když I∗f = I∗f .

Společnou hodnotu If dolńıho a horńıho integrálu nazveme Riemann̊uv in-
tegrál funkce f na 〈a, b〉 a ṕı̌seme

If =
∫ b

a
f(x) dx.

Dá se dokázat ekvivalence obou definic Riemannova integrálu.

Geometrický význam dolńıho součtu

– obsah jistého mnohoúhelńıku vepsaného do základńıho obrazce,

geometrický význam horńıho součtu

– obsah jistého mnohoúhelńıku, do nějž je základńı obrazec vepsán (nakreslete
obrázek).

V souladu s definićı mı́ry rovinného obrazce je geometrickým významem Ri-
emannova integrálu obsah (mı́ra) základńıho obrazce.

I v tomto př́ıpadě lze využ́ıt pojmu limita. K tomu si uvědomı́me ještě jednu
vlastnost horńıch a dolńıch součt̊u:

(3) Zjemńıme-li děleńı, pak dolńı integrálńı součet se nezmenš́ı a horńı in-
tegrálńı součet se nezvětš́ı.

Důsledek 10.1.8. Pro každou normálńı posloupnost {Dn} děleńı, tj. kde ν(Dn) →
0 a přitom každý daľśı člen je zjemněńım předchoźıho, je odpov́ıdaj́ıćı posloupnost
{s(f,Dn)} neklesaj́ıćı a {S(f,Dn)} nerostoućı.
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Integrovatelnost funkćı

Z teoretických d̊uvod̊u (tj. pro použit́ı v d̊ukazech vlastnost́ı funkćı integrova-
telných) se formuluje následuj́ıćı nutná a postačuj́ıćı podmı́nka integrovatelnosti,
v ńıž se vyskytuje pojem oscilace funkce f na intervalu 〈xi−1, xi〉 : ωi = Mi −mi.

Věta 10.1.9 (Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka integrovatelnosti podle Riemanna).

Funkce f ∈ R(〈a, b〉), právě když je lim
ν(D)→0

n
∑

i=1

ωi∆xi = 0, tj. ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak,

že ∀D plat́ı:

ν(D) < δ =⇒
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

ωi∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

< ε.

Princip d̊ukazu. Dá se ukázat, že

I∗f = lim
ν(D)→0

s(f,D), I∗f = lim
ν(D)→0

S(f,D)

(definujte pomoćı ε a δ) a dále, že

s(f,D) = inf
ξ
σ(f,D), S(f,D) = sup

ξ
σ(f,D).

Důkaz pak spoč́ıvá na vztahu

n
∑

i=1

ωi∆xi = S(f,D) − s(f,D).

Z praktických d̊uvod̊u byla formulována kritéria (tj. jednoduché postačuj́ıćı
podmı́nky) integrovatelnosti podle Riemanna. Dá se dokázat, že do množiny
R(〈a, b〉) patř́ı tyto tř́ıdy funkćı:

– tř́ıda všech funkćı spojitých na 〈a, b〉,

– tř́ıda všech funkćı spojitých po částech na 〈a, b〉,

– tř́ıda všech funkćı monotónńıch a omezených na 〈a, b〉.

V množině R(〈a, b〉) však existuj́ı i funkce, které nesplňuj́ı žádnou z uvedených
podmı́nek. Jestliže se funkce g lǐśı od funkce f ∈ R(〈a, b〉) v konečném počtu bod̊u
a nabývá v nich konečných hodnot, pak i g ∈ R(〈a, b〉) a oba integrály jsou si
rovny.
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10.2 Newton̊uv vzorec

Věta 10.2.1 (Newton̊uv vzorec). Necht’ funkce f je integrovatelná na 〈a, b〉 a
má tu (zobecněnou) primitivńı funkci F . Pak plat́ı

∫ b

a
f(x) dx =

[

F (x)
]b

x=a
= F (b) − F (a).

Princip d̊ukazu. Voĺıme takové děleńı D intervalu 〈a, b〉, aby uvnitř každého ele-
mentu (xi−1, xi) měla funkce F derivaci. Plat́ı:

F (b) − F (a) =
n
∑

i=1

[

F (xi) − f(xi−1

]

.

Na rozd́ıly F (xi) − F (xi−1) použijeme Lagrangeovu větu, podle ńıž na každém
intervalu (xi−1, xi) existuje takový bod ξi, že

F (xi) − F (xi−1) = F ′(ξi) · (xi − xi−1) = f(ξi) · ∆xi.

Ježto f je integrovatelná, můžeme v integrálńıch součtech vźıt právě tato ξi a
tvrzeńı plyne z definice Riemannova integrálu.

Newton̊uv vzorec je základńı metodou výpočtu Riemannova integrálu.

Úloha 10.2.2. Vypočtěte I =
∫ π

2

− π
2

cos x dx.

Řešeńı. I =
[

sin x
]

π
2

− π
2

= sin
π

2
− sin

(

−π

2

)

= 1 − (−1) = 2.

Úloha 10.2.3. Vypočtěte I =
∫ e2

e

dx

x ln2 x
.

Řešeńı. Nejprve urč́ıme primitivńı funkci:
∫ dx

x ln2 x
= (substitućı) = − 1

ln x
+C.

Pak I =
[

− 1

ln x

]e2

e
= −1

2
−
(

1

1

)

=
1

2
.

10.3 Základńı vlastnosti určitého integrálu

Hodnota integrálu záviśı jednak na integrované funkci (integrandu) a jed-
nak na intervalu integrováńı. Dostáváme tak několik skupin vlastnost́ı integrova-
telných funkćı a integrálu.
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Vlastnosti závislé na integrované funkci

Věta 10.3.1 (lineárńı vlastnosti).

(1) Je-li f ∈ R(〈a, b〉), k ∈ R, pak kf ∈ R(〈a, b〉) a plat́ı
∫ b

a
kf(x) dx = k

∫ b

a
f(x) dx.

(2) Je-li f, g ∈ R(〈a, b〉), pak (f + g) ∈ R(〈a, b〉) a plat́ı
∫ b

a

[

f(x) + g(x)
]

dx =
∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx.

Princip d̊ukazu. Použij́ı se vlastnosti integrálńıch součt̊u.

Věta 10.3.2 (vlastnosti vyjádřené nerovnostmi). Necht’ f, g ∈ R(〈a, b〉).

(3) Je-li f(x) ≥ 0 na 〈a, b〉, pak
∫ b

a
f(x) dx ≥ 0.

(4) Je-li f(x) ≤ g(x) na 〈a, b〉, pak
∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx.

(5) |f(x)| ∈ R(〈a, b〉) a plat́ı

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a
|f(x)| dx.

Princip d̊ukazu. (3) plyne z definice, (4) ze (3) a (5) ze (4), nebot’ −|f(x)| ≤
f(x) ≤ |f(x)|.

Věta 10.3.3 (o součinu funkćı). Je-li f, g ∈ R(〈a, b〉), pak i fg ∈ R(〈a, b〉).

Princip d̊ukazu. Důkaz je založen na odhadu

|f(x′′)g(x′′) − f(x′)g(x′)| ≤ |f(x′′) − f(x′)| · L+ |g(x′′) − g(x′)| ·K,

kde K, L jsou konstanty, pro něž |f(x)| ≤ K, |g(x)| ≤ L.

Vlastnosti závislé na intervalu integrováńı

Věta 10.3.4 (aditivita integrálu). Necht’ a < c < b. Pak f ∈ R(〈a, b〉), právě
když f ∈ R(〈a, c〉) ∧ f ∈ R(〈c, b〉). Přitom plat́ı

∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx

∫ b

c
f(x) dx.

Princip d̊ukazu. Plyne z vlastnost́ı integrálńıch součt̊u, když bod c vezmeme za
dělićı bod.
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Tuto vlastnost lze rozš́ı̌rit na konečný počet bod̊u a = c0 < c1 < · · · < cn = b:

∫ b

a
f(x) dx =

n
∑

i=1

∫ ci

ci−1

f(x) dx.

Úloha 10.3.5. Vypočtěte I =
∫ 3

0
|x− 2| dx.

Řešeńı. I =
∫ 2

0
(2 − x) dx+

∫ 3

2
= · · ·

Rozš́ı̌reńı definice Riemannova integrálu pro př́ıpad, že a ≥
b:

Pro a = b definujeme
∫ a

a
f(x) dx = 0.

Pro a > b definujeme
∫ b

a
f(x) dx = −

∫ a

b
f(x) dx.

Pak pro libovolné uspořádáńı bod̊u a, b, c plat́ı
∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx +

∫ b

c
f(x) dx, pokud je funkce f integrovatelná v neǰsirš́ım intervalu určeném body

a, b, c.

10.4 Výpočet určitých integrál̊u

K výpočtu použ́ıváme zpravidla Newtonova vzorce, tj. najdeme primitivńı
funkci a pak použijeme Newton̊uv vzorec, viz úlohy 1 a 2 v kapitole 10.2.

Výpočet užit́ım substituce nebo per partes

Máme-li při výpočtu primitivńı funkce použ́ıt substituci, pak můžeme postu-
povat př́ımo jako v 10.2, úloha 2, nebo můžeme provést transformaci meźı.

Věta 10.4.1. Je-li f ∈ R(〈a, b〉), ϕ má spojitou derivaci na 〈α, β〉, přičemž
ϕ(α) = a, ϕ(β) = b, pak plat́ı

∫ b

a
f(x) dx =

∫ β

α
f
[

ϕ(t)
]

ϕ′(t) dt.

Úloha 10.4.2. Vypočtěte I =
∫ 1

0

√
1 − x2 dx.

Řešeńı. I =

[

x = sin t x = 0 ⇒ t = 0
dx = cos t dt x = 1 ⇒ t = π

2

]

=
∫ π

2

0

√

1 − sin2 t cos t dt =
∫ π

2

0
cos2 t dt =

[

1

2
t+ sin 2t

]
π
2

t=0
=
π

4
.
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Podobně pro per partes plat́ı

Věta 10.4.3. Jsou-li u′, v′ spojité na 〈a, b〉, pak

∫ b

a
u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]bx=a −

∫ b

a
u′(x)v(x) dx.

Úloha 10.4.4. Vypočtěte I =
∫ π

0
x sin x dx.

Řešeńı.

I =

[

u = x u′ = 1
v′ = sin x v = − cos x

]

= [− cos x]πx=0 +
∫ π

0
cos x dx = · · · = π.

Integrál komplexńı funkce reálné proměnné

Pojem určitého integrálu lze jednoduše rozš́ı̌rit i na komplexńı funkce reálné
proměnné. Necht’ f1, f2 ∈ R(〈a, b〉) a f = f1 + if2. Pak definujeme

∫ β

α
f(t) dt =

∫ β

α
f1(t) dt+ i

∫ β

α
f2(t) dt.

Úloha 10.4.5. Rozhodněte, které vlastnosti integrál̊u reálných funkćı z̊ustávaj́ı
zachovány i pro integrály komplexńıch funkćı.

Úloha 10.4.6. Vypočtěte I =
∫ π

2

0
eit dt.

Řešeńı. I =
∫ π

2

0

(

cos t+ i sin t
)

dt = [sin t− i cos t]
π
2
t=0 = 1 + i.

− ∗ −
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Kapitola 11

Užit́ı Riemannova integrálu

11.1 Přibližné metody výpočtu Riemannova in-

tegrálu

Existuje v́ıce přibližných metod, kterými lze provádět výpočet Riemannova
integrálu. Označeńı

”
přibližná metoda“ neńı žádnou degradaćı př́ıslušné metody,

nebot’ zejména s využit́ım výpočetńı techniky lze takto provádět výpočet Rie-
mannova integrálu prakticky s libovolnou přesnost́ı. Takže v aplikaćıch má tento
postup stejnou hodnotu a rozsáhleǰśı uplatněńı než klasický výpočet užit́ım New-
tonova vzorce, protože — jak bylo naznačeno již v kapitole ?? — primitivńı funkćı
ve tvaru pro použit́ı Newtonova vzorce lze źıskat jen v některých speciálńıch
př́ıpadech.

Předpokládáme-li f(x) ≥ 0 na 〈a, b〉, jde při výpočtu Riemannova integrálu
o výpočet obsahu základńıho obrazce, viz ??

Metoda obdélńıková

Princip této metody spoč́ıvá v tom, že určitý integrál nahrad́ıme vhodným
integrálńım součtem (tj. s dostatečně jemným děleńım a s vhodnými body ξi

v elementech děleńı, viz obr. 11.1).
Zpravidla voĺıme děleńı na n stejných element̊u, tedy délka jednoho elementu

(tzv. krok h) je

h = ∆xi =
b− a

n
,

za ξi voĺıme středy element̊u. Obsah základńıho obrazce pokládáme přibližně
roven integrálńımu součtu, tedy součtu obsah̊u obdélńık̊u o stranách f(ξi) a h.
Pro obdélńıkovou metodu tak máme vzorec

b
∫

a

f(x) dx ≈ b− a

n

n
∑

i=1

f(ξi).
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a b

Obrázek 11.1: Obdélńıková metoda

Chybu metody lze stanovit např. užit́ım horńıch součt̊u a dolńıch součt̊u (viz
11.1) což je zvlášt’ jednoduché pro monotónńı funkce.

Metoda lichoběžńıková

a b

Obrázek 11.2: Lichoběžńıková metoda

Princip této metody spoč́ıvá v tom, interval 〈a, b〉 rozděĺıme na n stejných
element̊u a funkci nahrad́ıme lomenou čarou (viz obr. 11.2). Obsah základńıho
obrazce pak přibližně nahrad́ıme součtem obsah̊u elementárńıch lichoběžńık̊u se
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základnami f(xi−1), f(xi) a s výškou h =
b− a

n
. Tedy

b
∫

a

f(x) dx ≈ h

2

n
∑

i=1

[

f(xi−1) + f(xi)
]

= h

[

f(x0)

2
+

n−1
∑

i=1

f(xi) +
f(xn)

2

]

.

Metoda Simpsonova

Interval 〈a, b〉 rozděĺıme na sudý počet 2n element̊u o š́ı̌rce
b− a

2n
, z nichž

vytvoř́ıme dvojice element̊u o š́ı̌rce h =
b− a

n
. V každé dvojici pak funkci f na-

hrad́ıme kvadratickou funkćı (která je dané funkci f rovna na kraj́ıch a uprostřed
těchto

”
dvojelement̊u“), takže k výpočtu obsahu vzniklých

”
křivočarých lichoběžńık̊u“

lze využ́ıt Simpsonova vzorce.

P =
1

6

n−1
∑

i=0

(x2i+2 − x2i)
[

f(x2i) + 4f(x2i+1) + f(x2i+2)
]

.

Provedeme-li sč́ıtáńı přes všechny elementy, dostaneme výslednou formuli pro
Simpsonovu metodu:

∫ b

a
f(x) dx ≈ h

3

{

[

f(x0) + f(x2n)
]

+ 2
[

f(x2) + f(x4) + · · · + f(x2n−2)
]

+

+4
[

f(x1) + f(x3) + · · · + f(x2n−1)
]

}

.

11.2 Užit́ı určitého integrálu v geometrii

Obsah rovinného obrazce

Uvažujme dále jen spojité funkce. Z geometrického významu Riemannova in-
tegrálu plyne, že pro funkci f(x) ≥ 0 definovanou na 〈a, b〉 je obsah křivočarého
lichoběžńıku (základńıho obrazce) roven

P =
∫ b

a
f(x) dx.

Pozor! Je-li f(x) < 0 (tato část grafu funkce je pod osou x), dostaneme obsah
se záporným znaménkem. Pokud bychom použili předchoźı vzorec na funkci, která
na 〈a, b〉 stř́ıdá znaménka, dostaneme rozd́ıl obsah̊u část́ı základńıho obrazce nad
osou x a pod osou x, tedy výsledek, který nás zpravidla nezaj́ımá. (Interpretujte

takto např. fakt, že
∫ 2π

0
sin x dx = 0.)
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Obrázek 11.3: Obsah rovinného obrazce — křivočarý lichoběžńık

Obrázek 11.4: Obsah rovinného obrazce — normalita vzhledem k x.
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Plat́ı-li na intervalu 〈a, b〉 vztah 0 ≤ g(x) ≤ f(x), je př́ımkami x = a, x = b a
grafy obou funkćı ohraničena oblast normálńı vzhledem k x a jej́ı obsah se vypočte
vzorcem

P =
∫ b

a

[

f(x) − g(x)
]

dx.

Je-li rovinný obrazec ohraničen křivkou danou parametricky x = ϕ(t), y =
ψ(t), t ∈ 〈α, β〉, pak

P =

∣

∣

∣

∣

∣

∫ β

α
ψ(t)ϕ′(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

.

Obsah obrazce ohraničeného křivkami v polárńıch souřadnićıch ρ = ρ(ϕ) od
ϕ1 do ϕ2 je dán vzorcem

P =
1

2

∫ ϕ2

ϕ1

ρ2(ϕ) dϕ.

K tomuto vzorci dojdeme využit́ım vztahu

∆P =
1

2
ρ(ϕ)ρ(ϕ+ ∆ϕ)∆ϕ.

Úloha 11.2.1. Vypočtěte obsah kruhu o poloměru r.

Řešeńı. a) Z rovnice kružnice

x2 + y2 = r2

vyjádř́ıme horńı polokružnici

f(x) = y =
√
r2 − x2, x ∈ 〈−r, r〉,

dolńı polokružnici

g(x) = y = −
√
r2 − x2, x ∈ 〈−r, r〉,

a použijeme je do druhého z výše uvedených vzorc̊u:

P =
∫ r

−r

(√
r2 − x2 −

(

−
√
r2 − x2

)

)

dx =

[

x = r sinϕ
dx = r cosϕ dϕ

]

=

=
∫ π/2

−π/2
2r| cosϕ|r cosϕ dϕ = r2

∫ π/2

−π/2

(

1 + cos 2ϕ
)

dϕ =

= r2
[

ϕ+
1

2
sin 2ϕ

]π/2

ϕ=−π/2
= πr2.

b) V parametrickém vyjádřeńı máme x = r cos t, y = r sin t, t ∈ 〈0, 2π〉 a
odsud

P =
∣

∣

∣

∣

−
∫ 2π

0
r2 sin2 t dt

∣

∣

∣

∣

= · · · .
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c) Nejjednodušš́ı je zde výpočet užit́ım polárńıch souřadnic, nebot’ kružnice o
středu O a poloměru r má rovnici ρ = r pro ϕ ∈ 〈0, 2π〉. Proto

P =
1

2

∫ 2π

0
r2 dϕ = · · · = πr2.

Objem tělesa

Pomoćı Riemannova integrálu funkce jedné proměnné lze poč́ıtat objemy ve
dvou př́ıpadech.

a) Těleso lež́ı mezi rovinami x = a, x = b a známe funkci P (x), jej́ıž hodnoty
znamenaj́ı obsah řezu tělesa rovinou kolmou k ose x.

Element objemu je

∆V = P (x) · ∆x, tj. dV = P (x) · dx,

a objem tělesa je

V =
∫ b

a
P (x) dx.

b) Rotačńı těleso, kde osou rotace je osa x a které vznikne rotaćı křivočarého
lichoběžńıku ohraničeného grafem funkce f na intervalu 〈a, b〉. Zde je řezem
kruh o obsahu π[f(x)]2 a plat́ı

V = π
∫ b

a

[

f(x)
]2

dx = π
∫ b

a
y2 dx.

Úloha 11.2.2. Určete objem koule o poloměru r.

Řešeńı. Koule vznikne rotaćı grafu funkce y =
√
r2 − x2 kolem osy x a proto

V = π
∫ r

−r

(

r2 − x2
)

dx = · · · =
4

3
πr3.

Délka křivky

Necht’ je křivka l dána parametricky:

x = ϕ(t),
y = ψ(t),
z = χ(t),

t ∈ 〈α, β〉,
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kde ϕ′(t), ψ′(t), χ′(t) jsou spojité a ∀t ∈ 〈α, β〉 plat́ı

[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 + [χ′(t)]2 > 0.

Křivka l je prostorová nebo rovinná (to když je některá z funkćı ϕ, ψ, χ kon-
stantńı).

Uvažujme libovolné děleńı D intervalu 〈α, β〉:

α = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = β,

označme dělićı body křivky l:

Xi = [ϕ(ti), ψ(ti), χ(ti)], i = 0, 1, 2, . . . , n

a dále délku lomené čáry X0X1 . . . Xn označme

σ(l, D) =
n
∑

i=1

∣

∣

∣Xi−1Xi

∣

∣

∣.

Délka křivky l se pak definuje:

Obrázek 11.5: Délka křivky

s(l) = sup
D
σ(l, D).

Uvažujme dále rovinnou křivku. Délka jedné strany lomené čáry je

∆s =
√

∆x2 + ∆y2 =

√

√

√

√

(

∆x

∆t

)2

+

(

∆y

∆t

)2

∆t,

takže

∆s

∆t
=

√

√

√

√

(

∆x

∆t

)2

+

(

∆y

∆t

)2

.
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Pro ∆t → 0 pak máme

ds

dt
=

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2
,

tedy

ds =

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

dt =
√

dx2 + dy2.

Ježto σ(l, D) =
n
∑

i=1

∆si, dá se vyvodit, že s(l) =
∫ β

α
ds. Odsud

s(l) =
∫ β

α

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

dt.

Úloha 11.2.3. Vypočtěte délku kružnice o poloměru r.

Řešeńı. Kružnici vyjádř́ıme v parametrickém tvaru

x = r cos t,
y = r sin t,

t ∈ 〈0, 2π〉.

Vypočteme

ds = · · · = r dt, takže s(l) =
∫ 2π

0
r dt = 2πr.

Je-li křivka dána explicitně rovnićı y = f(x), je to vlastně zvláštńı př́ıpad
parametrického zadáńı x = x, y = f(x), x ∈ 〈a, b〉. Z toho plyne

ds =

√

1 +
[

f ′(x)
]2

dt, takže s(l) =
∫ b

a

√

1 +
[

f ′(x)
]2

dt.

Je-li křivka dána v polárńıch souřadnićıch ρ = ρ(ϕ), ϕ ∈ 〈ϕ1, ϕ2〉, plat́ı x =
ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, odkud

dx = (ρ′ cosϕ− ρ sinϕ) dϕ, dy = (ρ′ sinϕ+ ρ cosϕ) dϕ,

takže
ds =

√

dx2 + dy2 =
√

ρ2 + ρ′2 dϕ.

Nakonec tedy

s(l) =
∫ ϕ2

ϕ1

√

[

ρ(ϕ)
]2

+
[

ρ′(ϕ)
]2

dϕ.

Pro prostorovou křivku zadanou parametricky máme

s(l) =
∫ β

α

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

+
[

χ′(t)
]2

dt.
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Povrch rotačńı plochy

Jde o plochy vzniklé rotaćı křivky l kolem osy x. Element povrchu plochy je

∆S = 2πy∆s,

takže diferenciál povrchu plochy je

dS = 2πy ds.

Je-li křivka l dána parametricky:

x = ϕ(t),
y = ψ(t),

t ∈ 〈α, β〉,

je

S = 2π
∫ β

α
ψ(t)

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

dt,

je-li křivka l dána explicitně:

y = f(x), x ∈ 〈a, b〉,

je

S = 2π
∫ b

a
f(x)

√

1 +
[

f ′(x)
]2

dx.

11.3 Užit́ı určitého integrálu ve fyzice

Hmotnost rovinné desky

Mějme spojitou kladnou funkci f a uvažujme rovinnou desku ve tvaru základńıho
obrazce (křivočarého lichoběžńıku) pro x ∈ 〈a, b〉; necht’ σ je plošná konstantńı
hustota materiálu.

Je-li deska homogenńı, tj. σ = konst., je hmotnost této desky rovna

m = σ
∫ b

a
f(x) dx.

Je-li hustota desky funkćı x, je

∫ b

a
σ(x)f(x) dx.
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Těžǐstě rovinné desky

Nyńı uvažujme jeden element desky, který má š́ı̌rku ∆x(= dx).
Statický moment tohoto elementu vzhledem k ose x je

dMx = (y dx) · σ · 1

2
y

(hmotnost elementu násobená ramenem śıly), podobně

dMy = (y dx) · σ · x.

Statický moment celé (homogenńı) desky vzhledem k osám je

Mx =
1

2
σ
∫ b

a
y2 dx, My = σ

∫ b

a
xy dx.

Těžǐstě T [ξ, η] rovinné desky je bod, který má vzhledem k souřadnicovým
osám stejný statický moment jako celá deska, pokud za jeho hmotnost považujeme
hmotnost m celé desky.

Proto
mξ = My, mη = Mx

a z toho (po zkráceńı σ)

ξ =

∫ b

a
xy dx

∫ b

a
y dx

, η =

1

2

∫ b

a
y2 dx

∫ b

a
y dx

.

Pokud má deska tvar oblasti normálńı vzhledem k ose x, tj. je-li

a ≤ x ≤ b, y1 ≤ y ≤ y2,

pak lze podobně odvodit vzorce pro souřadnice těžǐstě; dostaneme je z předchoźıch
záměnou y2 −y1 za y (ve jmenovateĺıch obou zlomk̊u a v čitateli prvńıho zlomku)
a y2

2 − y2
1 za y2 (v čitateli druhého zlomku).

Hmotnost křivky

Uvažujme rovinnou homogenńı křivku danou parametricky s konstantńı délkovou
hustotou σ. Pak

m = σ
∫ β

α

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

dt.
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Těžǐstě křivky

Při odvozeńı vzorc̊u se postupuje podobně jako u těžǐstě rovinné desky. Je zde

dMx = σy ds, dMy = σx ds,

tedy

Mx = σ
∫ β

α
ψ(t)

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

dt,

My = σ
∫ β

α
ϕ(t)

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

dt.

Z rovnost́ı
mξ = My, mη = Mx

pak plyne, že rovinná homogenńı křivka zadaná parametricky má těžǐstě T [ξ, η],
kde

ξ =

∫ β

α
ϕ(t)

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

dt
∫ β

α

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

dt

, η =

∫ β

α
ψ(t)

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

dt
∫ β

α

√

[

ϕ′(t)
]2

+
[

ψ′(t)
]2

dt

.

Vid́ıme, že těžǐstě homogenńı rovinné desky ani těžǐstě homogenńı křivky
nezáviśı na hustotě.

− ∗ −
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Př́ıloha A

Č́ıselná osa, supremum a infimum

A.1 Základńı č́ıselné množiny

Uvedeme si přehled základńıch č́ıselných množin a jejich označeńı. Uvažuj́ı se
zejména tyto č́ıselné množiny:

• N = {1, 2, 3, . . . , n, . . . } je množina všech přirozených č́ısel.

Přirozená č́ısla se použ́ıvaj́ı např. jako pořadová č́ısla, třeba při zápisu člen̊u
posloupnosti: {an} = a1, a2, a3, . . . , an, . . . .

• N0 = {0, 1, 2, 3, . . . , n, ...} = N ∪ {0}
je pro některé autory také množinou všech přirozených č́ısel a zapisuje se
jimi předevš́ım počet prvk̊u neprázdných množin.

• Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } je množina všech celých č́ısel.

Celá č́ısla se použ́ıvaj́ı např. pro zápisy vztahuj́ıćı se k periodičnosti funkćı;
např. funkce y = cotg x neńı definována pro x = kπ, kde k ∈ Z je libovolné
(celé) č́ıslo.

• Q — množina všech zlomk̊u
{

k
n
, kde k ∈ Z a n ∈ N

}

je množinou všech
č́ısel racionálńıch.

Použ́ıvá se např. při konstrukci některých méně obvyklých matematických
objekt̊u (viz dále). Množina Q je na č́ıselné ose hustě uspořádána, mezi
každými dvěma racionálńımi č́ısly lež́ı daľśı racionálńı č́ıslo (např. jejich
aritmeticky pr̊uměr); též mezi každými dvěma reálnými č́ısly lež́ı racionálńı
č́ıslo. Desetinný rozvoj racionálńıch č́ısel je ukončený nebo periodický, do-
staneme jej ze zlomku k/n děleńım. Obrácený postup je již náročněǰśı.

Úloha A.1.1. Čı́slo a = 1, 572 převed’te na obyčejný zlomek.
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Prvńı zp̊usob řešeńı. Periodická část desetinného rozvoje č́ısla a je vlastně geo-
metrická řada, tedy:

a = 1, 5 +
72

103
+

72

105
+

72

107
+ · · · = 1, 5 +

72

103

1

1 − 1
100

= · · · =
173

110
.

Druhý zp̊usob řešeńı. Využijeme nekonečného periodického opakováńı:

a = 1, 572,

100a = 157, 272,

odkud po odečteńı je

100a− a = 99a = 157, 272 − 1, 572 = 155, 7,

tedy a = 1557
990

= 173
110

.

• R — množina všech č́ısel reálných, je pro základńı kurs matematické analýzy
základńı č́ıselnou množinou (pokud neńı řečeno jinak, budeme rozumět pod
pojmem č́ıslo vždy č́ıslo reálné). Dostaneme ji tak, že vhodným zp̊usobem
zavedeme iracionálńı č́ısla.

Reálná č́ısla zobrazujeme na č́ıselné (reálné) ose: je to př́ımka, na ńıž zvoĺıme
bod O jako obraz č́ısla 0 (počátek č́ıselné osy) a bod J jako obraz č́ısla 1, a
pomoćı těchto dvou bod̊u pak na ńı zobrazujeme všechna reálná č́ısla; body
na č́ıselné ose označujeme zpravidla př́ımo zobrazovanými č́ısly.

Při rozšǐrováńı pojmu č́ıslo z Q na R vznikaj́ı dvě otázky:

- zda existuje potřeba iracionálńıch č́ısel (a jak je zavést),

- zda zobrazeńı množiny R na č́ıselnou osu je bijekce, tj. zda i každý bod
č́ıselné osy je obrazem nějakého reálného č́ısla.

Věta A.1.2. Neexistuje racionálńı č́ıslo, jehož druhá mocnina by byla rovna 2.

D̊ukaz (sporem). Předpokládejme, že neńı splněno tvrzeńı věty, že tedy existuje

r ∈ Q : r2 = 2. Č́ıslo r je zřejmě kladné; vyjádř́ıme je jako zlomek v základńım
tvaru r = p

q
, tedy p, q jsou č́ısla nesoudělná a plat́ı rq = p. Tuto rovnost

umocńıme: r2q2 = p2 , tj. 2q2 = p2 ⇒ p2 je sudé, tedy i p je sudé, což zaṕı̌seme
p = 2k ⇒ 2q2 = 4k2 ⇒ q2 = 2k2 ⇒ q2 je sudé ⇒ q je sudé ⇒ zlomek p

q
lze krátit

dvěma, a to je spor s předpokladem, že tento zlomek je v základńım tvaru.
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Bez iracionálńıch č́ısel (tj. v množině Q) bychom tak např. nedovedli změřit
úhlopř́ıčku jednotkového čtverce (neměla by délku). Existuje tedy potřeba č́ısel,
která nejsou racionálńı a která jsme nazvali iracionálńı.

Logika rozšǐrováńı č́ıselných obor̊u ř́ıká, že nový druh č́ısel zavád́ıme pomoćı
č́ısel již dř́ıve definovaných. Při zaváděńı č́ısel reálných (tedy vlastně iracionálńıch,
jen ta jsou nová) lze postupovat tak, že definujeme tzv. řez v množině Q jako
každý rozklad množiny Q na dvě tř́ıdy, dolńı a horńı, kde tedy každé racionálńı
č́ıslo patř́ı právě do jedné z těchto tř́ıd a každé č́ıslo z horńı tř́ıdy je větš́ı než
každé č́ıslo z dolńı tř́ıdy. Iracionálńı č́ıslo pak ztotožńıme s takovým řezem, kde
v dolńı tř́ıdě neńı největš́ı prvek a v horńı tř́ıdě neńı prvek nejmenš́ı. Např. č́ıslo√

2 je dáno řezem v Q, kde do dolńı tř́ıdy patř́ı všechna č́ısla záporná a ta x
z nezáporných, pro něž je x2 < 2, do horńı tř́ıdy patř́ı všechny zbývaj́ıćı racionálńı
č́ısla.

• Množinu všech iracionálńıch č́ısel označ́ıme Q′.

Plat́ı:
Q ∩ Q′ = ∅ a R = Q ∪ Q′.

Všimněme si dekadického rozvoje: racionálńı č́ısla maj́ı dekadický rozvoj
ukončený nebo periodický, iracionálńı č́ısla maj́ı sv̊uj dekadický rozvoj neu-
končený a neperiodický (pro iracionálńı č́ısla často známe jen konečný počet
mı́st jejich dekadického rozvoje (např. pro č́ıslo π)), ale neńı to pravidlo.

Úloha A.1.3. Napǐste dekadický rozvoj takového iracionálńıho č́ısla, u něhož
dovedeme jednoduše určit č́ıslici na libovolném mı́stě rozvoje.

Poznámka A.1.4. Důležitá cesta k poznáńı množiny Q′ vede přes mohutnosti
množin. Vı́me, že množiny N, Z, a Q jsou spočetné (prvky těchto množin lze
uspořádat do posloupnosti), zat́ımco množina R (a tedy i Q′) spočetná neńı;
ř́ıkáme, že R má mohutnost kontinua.

• C — množina všech č́ısel komplexńıch; komplexńı č́ısla zobrazujeme v Gaus-
sově rovině.

Pro uvedené č́ıselné množiny plat́ı:

N ⊂ N0 ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

A.2 Vlastnosti č́ıselných množin

O relaćıch a operaćıch v č́ıselných množinách a o jejich přirozeném uspořádáńı
pojednává podrobně algebra. Avšak i v matematické analýze se zabýváme mnoha
významnými č́ıselnými množinami. Při vyšetřováńı č́ıselných množin se zabýváme
jejich vlastnostmi, o nichž dále pojednáme.
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Definice A.2.1. Množina M se nazývá shora omezená ⇔ ∃L ∈ R tak, že
∀x ∈ M plat́ı x ≤ L. Toto č́ıslo L se nazývá horńı odhad (resp. horńı závora).

Množina M se nazývá zdola omezená ⇔ ∃K ∈ Rtak, že ∀x ∈ M plat́ı
x ≥ K. Toto č́ıslo K se nazývá dolńı odhad (resp. dolńı závora).

Množina M se nazývá omezená ⇔ je omezená shora i zdola.

Úloha A.2.2. Kolik horńıch (dolńıch) odhad̊u má č́ıselná množina? Vyjádřete,
co znamená, že daná množina M neńı omezená shora, zdola, že neńı omezená.Co
znamená, že č́ıslo B neńı horńım odhadem dané množiny?

Pokud některý horńı odhad množinyM patř́ı do množinyM , pak jej nazýváme
největš́ı prvek množiny M a označujeme jej maxM . Podobně nejmenš́ı prvek
množiny M (definujte) označujeme minM .

Úloha A.2.3. Určete nejvěťśı a nejmenš́ı prvek množiny

M1 =
{

1,
1

2
,
1

4
,
1

8
, . . .

}

, M2 =
{

1

2
,−1

2
,
2

3
,−2

3
,
3

4
,−3

4
, . . .

}

, M3 =
{

0, 1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . .

}

.

Řešeńı. Množina M1 má největš́ı a nemá nejmenš́ı prvek, M2 nemá největš́ı ani
nejmenš́ı prvek, M3 má prvek největš́ı i nejmenš́ı.

K nejd̊uležitěǰśım č́ıselným množinám patř́ı intervaly.

Definice A.2.4. ∀a, b ∈ R, a < b, definujeme

uzavřený interval 〈a, b〉 = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b},

otevřený interval (a, b) = {x ∈ R; a < x < b},

a podobně 〈a, b) a (a, b〉.

Všechny tyto intervaly maj́ı délku b− a.

Definice A.2.5. Množinu 〈a,+∞) = {x ∈ R;x ≥ a} nazýváme neomezený
interval. Podobně (a,+∞), (−∞, b〉, (−∞, b).

Množinu R zapisujeme též jako (−∞,+∞).

Někdy uvažujeme též degenerované intervaly: 〈a, a〉 = {a}, (a, a) = ∅ (prázdná
množina). Pojmem interval budeme však dále vždy rozumět nedegenerovaný in-
terval.

Definice A.2.6. Absolutńı hodnota č́ısla a ∈ R se označuje |a| a je definována
takto:

∀a ∈ R : |a| =







a pro a ≥ 0,

−a pro a < 0.

Věta A.2.7 (vlastnosti absolutńı hodnoty). ∀a, b ∈ R plat́ı
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1. |a| ≥ 0, přičemž |a| = 0 ⇔ a = 0,

2. | − a| = |a|,

3. |a+ b| ≤ |a| + |b| (trojúhelńıkovou nerovnost),

4. |a− b| ≥ |a| − |b|,

5. |ab| = |a| · |b|,

6. pro b 6= 0 je
∣

∣

∣

∣

a

b

∣

∣

∣

∣

=
|a|
|b| .

Vlastnost 3 můžeme zobecnit (d̊ukaz matematickou indukćı):
(3’) ∀n ∈ N ∀ai ∈ R : |a1 +a2 + · · · +an| ≤ |a1| + |a2| + · · · + |an|, nebo zkráceně

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

ai

∣

∣

∣

∣

∣

≤
n
∑

i=1

|ai|.

Geometrický význam absolutńı hodnoty: |a| znač́ı vzdálenost obrazu č́ısla a od
počátku č́ıselné osy, |a− b| (= |b− a|) vzdálenost obraz̊u č́ısel a,b na č́ıselné ose.

Úloha A.2.8. Řešte nerovnice a rovnici:

a) |x− 3| < 2,

b) 2|x+ 2| − 3|x| − 2x ≥ 4,

c) −3 − 5

4
x+

3

2
|x+ 1| − 3

4
|x− 2| = 0.

A.3 Supremum a infimum

Definice A.3.1. Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅. Č́ıslo β ∈ R nazýváme supremum
množiny M a ṕı̌seme β = supM , právě když má tyto dvě vlastnosti:

(1) ∀x ∈ M : x ≤ β,

(2) ∀β′ < β∃x′ ∈ M : x′ > β′.

Vlastnost (1) znamená, že β je horńı odhad, vlastnost (2) ř́ıká, že β je ze všech
horńıch odhad̊u nejmenš́ı, tedy: supM je nejmenš́ı horńı odhad (závora) množiny
M . Z definice ovšem nijak neplyne, že takový nejmenš́ı horńı odhad existuje.

Definice A.3.2. Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅. Č́ıslo α ∈ R nazýváme infimum
množiny M a ṕı̌seme α = inf M , právě když má tyto dvě vlastnosti:

(1) ∀x ∈ M : x ≥ α,
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(2) ∀α′ > α∃x′ ∈ M : x′ < α′.

Vlastnost (1) znamená, že α je dolńı odhad, vlastnost (2) ř́ıká, že α je ze všech
dolńıch odhad̊u největš́ı, tedy: inf M je nejvěťśı dolńı odhad (závora) množiny M .
Z definice opět nijak neplyne, že takový největš́ı dolńı odhad existuje.

Úloha A.3.3. Určete supM a inf M pro množinu M =
{

1

2
,
2

3
,
3

4
, . . .

}

.

D̊ukaz. Plat́ı supM = 1, nebot’ všechny prvky množiny M jsou pravé zlomky a
jsou tedy menš́ı než 1; jestliže však vezmeme libovolné č́ıslo r < 1, existuje vždy
v M prvek n

n+1
, který je větš́ı než r. Dále inf M = 1

2
, nebot’ žádný prvek M neńı

menš́ı než 1
2
, a když zvoĺıme libovolné č́ıslo s > 1

2
, pak vždy právě pro prvek 1

2

plat́ı 1
2
< s. Přitom supM neńı a inf M je prvkem zadané množiny M .

Tedy: supremum a infimum množiny mohou, ale nemuśı být prvky této množiny.
Pokud supM je prvkem množiny M , je jej́ım největš́ım prvkem; podobně pro
inf M . Také naopak, pokud má M největš́ı prvek, je to současně supM ; podobně
pro nejmenš́ı prvek.

Věta A.3.4 (o existenci suprema a infima). 1) Každá neprázdná shora ome-
zená množina reálných č́ısel má supremum.

2) Každá neprázdná zdola omezená množina reálných č́ısel má infimum.

Tuto větu budeme považovat za axiom vyjadřuj́ıćı základńı vlastnost č́ıselné
osy. Tedy: existuje bijekce množiny R na č́ıselnou osu — každé reálné č́ıslo lze
zobrazit na č́ıselné ose a každý bod č́ıselné osy je obrazem nějakého reálného č́ısla.
Ř́ıkáme též: č́ıselná osa je spojitá. Pojmy

”
č́ıslo“ a

”
bod č́ıselné osy“ považujeme

za synonyma a ř́ıkáme např.
”
bod x0“ mı́sto

”
č́ıslo x0“ apod.

Pojmy supremum a infimum a věta o existenci suprema a infima jsou pro
matematickou analýzu velmi d̊uležité. Hraj́ı podstatnou roli v řadě d̊ukaz̊u (viz
např. d̊ukaz Věty A.4.5 o vložených intervalech) a při definici daľśıch d̊uležitých
matematických pojmů.

Reálná č́ısla a realita

Matematika svými prostředky modeluje realitu a přitom použ́ıvá metody abs-
trakce: abstrahuje od mnoha vlastnost́ı reálných objekt̊u (které mohou být pro
realitu velmi významné) a ponechává jen ty, které upoťreb́ı při vytvářeńı matema-
tických model̊u. Vytvář́ı tak r̊uzné abstraktńı objekty, jako je bod, čtverec, č́ıslo,
funkce, řada ad. Tyto abstraktńı modely jsou velmi vhodné pro popis a studium
reality, ale přesto nesmı́me zaměňovat model a realitu. V určitých př́ıpadech se
naše reálné představy a zkušenosti dostávaj́ı do rozporu s některými matematicky
zcela přesně definovanými pojmy a vlastnostmi. Např. v reálném životě neńı ne-
konečno, takže některé jeho vlastnosti odporuj́ı našim praktickým zkušenostem,
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třeba to, že nekonečná množina je ekvivalentńı s některou svou pravou část́ı;
např. množina všech lichých přirozených č́ısel

”
má týž počet prvk̊u“ (tj. stejnou

mohutnost) jako množina N. Podobně na základě zkušenost́ı z reálného světa
je nepředstavitelné, že Q′ má větš́ı mohutnost než Q (že iracionálńıch č́ısel

”
je

v́ıce“ než č́ısel racionálńıch. Naše zkušenost ř́ıká, že když vedle sebe jsou umı́stěny
nějaké objekty, tak mezer mezi nimi je tak nějak stejně jako objekt̊u (plaňkový
plot), ale u č́ısel racionálńıch a iracionálńıch je to úplně a nepředstavitelně ji-
nak. Mezi každými dvěma č́ısly racionálńımi je alespoň jedno č́ıslo iracionálńı a
mezi každými dvěma č́ısly iracionálńımi je alespoň jedno č́ıslo racionálńı, přičemž
těch iracionálńıch mezi dvěma racionálńımi je množina mohutnosti kontinua,
zat́ımco racionálńıch mezi dvěma iracionálńımi je jen spočetná množina. Defi-
nice iracionálńıch č́ısel, at’ už použijeme jakoukoli metodu, vytvář́ı jen matema-
tický model a nikoli realitu. Spojitost č́ıselné osy, která se skládá z racionálńıch
a iracionálńıch bod̊u, si nelze představit; snad i proto, že v reálném světě je to
jinak, tam neexistuje žádná př́ımka a pohodu č́ıselné osy jako dobře funguj́ıćıho
matematického modelu narušuj́ı r̊uzné fyzikálńı částice.

A.4 Několik vět o reálných č́ıslech a č́ıselných

množinách

Věta A.4.1 (o aritmetickém a geometrickém pr̊uměru). Jsou-li a, b libovolná
reálná nezáporná č́ısla, pak jejich aritmetický pr̊uměr (a+b

2
) je věťśı nebo roven

jejich pr̊uměru geometrickému (
√
ab), přičemž rovnost pr̊uměr̊u nastává právě

při rovnosti obou č́ısel a, b.

Princip d̊ukazu. Je tu vhodný d̊ukaz př́ımý syntetický, přičemž se vyjde z platné
nerovnosti

√
a−

√
b ≥ 0, jej́ıž úpravou dostaneme tvrzeńı.

Úloha A.4.2. Všimněte si slovńı formulace věty. Přepǐste ji do formy převážně
symbolické a do formy zcela symbolické.

Věta A.4.3 (Bernoulliova nerovnost). ∀h ∈ R , h > −1, h 6= 0, ∀n ∈ N, n ≥ 2
plat́ı

V (n) : (1 + h)n > 1 + nh.

Princip d̊ukazu. Matematickou indukćı v 1. kroku dokazujeme V (2) : (1 + h)2 =
1 + 2h+h2 > 1 + 2h, a ve druhém kroku dokazujeme implikaci V (n) ⇒ V (n+ 1)
a to tak, že ve V (n) násob́ıme obě strany nerovnosti výrazem (1 + h) a pak na
pravé straně vynecháme člen nh2.

Bernoulliova nerovnost se použ́ıvá např. při některých d̊ukazech vlastnost́ı
posloupnost́ı.
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Věta A.4.4 (o rovnosti reálných č́ısel). Necht’ p, q ∈ R. Jestlǐze ∀ε > 0 plat́ı
|p− q| < ε, pak p = q.

D̊ukaz (sporem). Kdyby p 6= q, bylo by |p − q| > 0. Zvoĺıme-li ε = |p − q|,
dostáváme, že |p− q| < ε a současně |p− q| = ε, což dává spor. Proto p = q.

Tato jednoduchá věta usnadňuje některé d̊ukazy, např. d̊ukaz následuj́ıćı věty.

Věta A.4.5 (o vložených intervalech). Necht’ {Jn} je posloupnost omezených
uzavřených interval̊u Jn = 〈an, bn〉 takových, že J1 ⊃ J2 ⊃ J3 ⊃ · · · . Pak existuje
bod x0, který lež́ı ve všech intervalech Jn, n ∈ N. Jestlǐze nav́ıc ∀ε > 0∃n ∈ N

tak, že |Jn| < ε, je takový bod x0 jediný.

Princip d̊ukazu. Uvažujeme množinu A všech levých krajńıch bod̊u an interval̊u
Jn a množinu B jejich pravých krajńıch bod̊u bm; pro všechna m,n ∈ N plat́ı
an < bm. Podle věty o existenci suprema tedy existuje α = supA, pro něž α ≤ bm;
podobně existuje β = inf B a pro všechna n ∈ N plat́ı an ≤ α ≤ β ≤ bn, tedy
∀n ∈ N : 〈α, β〉 ⊂ 〈an, bn〉. Pro d̊ukaz tvrzeńı věty stač́ı volit x0 ∈ 〈α, β〉.
Je-li interval 〈α, β〉 degenerovaný, dostáváme x0 jednoznačně. To nastává právě
tehdy, když je splněna druhá podmı́nka věty, tedy když ∀ε > 0 ∃n ∈ N tak, že
bn −an < ε. Jelikož je β−α ≤ bn −an < ε, je podle věty o rovnosti reálných č́ısel
α = β.

Podmı́nka věty, zajǐst’uj́ıćı jednoznačnost společného bodu x0 může být for-
mulována i takto:

”
Jestliže posloupnost {|Jn|} délek interval̊u Jn je nulová . . .“

Větu o vložených intervalech použ́ıváme při d̊ukazech některých d̊uležitých
vlastnost́ı posloupnost́ı a funkćı, zejména ve spojeńı s tzv. Bolzanovou metodou
d̊ukazu.

A.5 Klasifikace bod̊u vzhledem k množině

Definice A.5.1. Okoĺım bodu a nazveme každý otevřený interval (c, d) konečné
délky, který obsahuje bod a (tj. kde a ∈ (c, d)); označeńı okoĺı bodu a: U(a).

Tato definice je formulována ve smyslu topologickém.

Věta A.5.2 (vlastnosti okoĺı). Okoĺı bodu a má tyto vlastnosti:

(1) Pro každé U(a) je a ∈ U(a).

(2) Ke každým dvěma okoĺım U1(a), U2(a) existuje okoĺı U(a) tak, že U(a) ⊂
U1(a) ∩ U2(a).

(3) Je-li b ∈ U(a), pak existuje U1(b) tak, že U1(b) ⊂ U(a).

(4) Pro libovolná a 6= b existuj́ı U1(a), U2(b) tak, že U1(a) ∩ U2(b) = ∅.
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Pro d̊ukazy některých vět je vhodněǰśı definovat okoĺı bodu a ve smyslu me-
trickém.

Definice A.5.3. ε-okoĺım bodu a, kde ε ∈ R, ε > 0, nazýváme interval (a −
ε, a+ ε); označeńı: U(a, ε) nebo též U(a).

Lehce ověř́ıme, že ε-okoĺı má všechny uvedené vlastnosti okoĺı. Mı́sto x ∈
U(a, ε) lze rovněž psát |x− a| < ε.

Definice A.5.4. Prstencovým (redukovaným) okoĺım bodu a nazýváme
množinu P (a) = U(a) \ {a}.

Podobně P (a, ε) = U(a, ε) \ {a}. Dále se definuje levé resp. pravé okoĺı bodu
a jako interval (c, a〉 nebo (a− ε, a〉 resp. 〈a, d) nebo 〈a, a+ ε); jsou to tzv. jed-
nostranná okoĺı. Ještě uvažujeme jednostranná prstencová (redukovaná) okoĺı
— to když z jednostranného okoĺı vypust́ıme bod a.

Užit́ım pojmu okoĺı bodu lze klasifikovat body z R vzhledem k dané č́ıselné
množině M . Uvedeme si nyńı zkrácené definice některých d̊uležitých pojmů,
použ́ıvaných v matematické analýze.

• Vnitřńı bod množiny M : Bod množiny M , který do M patř́ı i s některým
svým okoĺım.

• Vnitřek množiny M : Množina všech vnitřńıch bod̊u množiny M .

• Hraničńı bod množiny M : V každém jeho okoĺı existuje bod množiny
M a též bod, který do M nepatř́ı. (Hraničńı bod může, ale nemuśı patřit
do M .)

• Hranice množiny M : Množina všech hraničńıch bod̊u množiny M .

• Vnějš́ı bod množiny (vzhledem k množině) M : Bod č́ıselné osy, který
neńı vnitřńım ani hraničńım bodem množiny M .

• Vnějšek množiny M : Množina všech vněǰśıch bod̊u množiny M .

• Množina M je otevřená: Každý jej́ı bod je jej́ım vnitřńım bodem.

• Množina M je uzavřená: Obsahuje svou hranici.

• Uzávěr M množiny M : Sjednoceńı množiny M a jej́ı hranice.

• Hromadný bod a množiny M : V každém jeho prstencovém okoĺı lež́ı
alespoň jeden bod množiny M .

• Izolovaný bod množiny M : Bod množiny M , který neńı jej́ım hro-
madným bodem.
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• Diskrétńı množina: Všechny jej́ı body jsou izolované.

• Derivace M ′ množiny M : Množina všech hromadných bod̊u množiny M .

Jelikož všechny tyto pojmy jsou založeny vlastně jen na pojmu okoĺı, setkáváme
se s nimi ve všech prostorech, kde se pracuje s okoĺım. Na č́ıselné ose (na rozd́ıl
např. od roviny) však pracujeme i s pojmy

”
levé okoĺı“ a

”
pravé okoĺı“ a můžeme

tedy např. definovat i levý hromadný bod a pravý hromadný bod a těchto pojmů
skutečně využ́ıváme při definováńı jednostranných limit funkce.

Úloha A.5.5. Všechny uvedené pojmy použijte pro množinu M = 〈−1, 0) ∪
{

1
2
, 2

3
, 3

4
, . . .

}

.

A.6 Rozš́ı̌rená reálná osa

Je to model č́ıselné osy, kterou rozš́ı̌ŕıme o dva nové prvky: nevlastńı č́ıslo
+∞ a nevlastńı č́ıslo −∞. Označeńı rozš́ı̌rené reálné osy: R∗ = R ∪ {−∞,+∞}.

Zavedeńı nevlastńıch č́ısel nám umožňuje hlouběji, lépe a jednodušeji formu-
lovat mnohé poznatky matematické analýzy.

Vlastnosti nevlastńıch č́ısel

Na rozš́ı̌rené reálné ose definujeme přirozené uspořádáńı a početńı operace
tak, že rozš́ı̌ŕıme př́ıslušná pravidla platná na R.

• Uspořádáńı: ∀x ∈ R: -∞ < x < +∞, zvláště -∞ < +∞ ; -(-∞) = +∞ ,
-(+∞ ) = -∞ , | + ∞| = | − ∞| = +∞.

• Okoĺı: U(+∞) toto označeńı budeme použ́ıvat pro každý interval 〈c,+∞〉 ⊂
R∗, ale pokud budeme pracovat na R, použijeme toto označeńı (pro zjed-
nodušeńı vyjadřováńı) též pro intervaly (c,+∞) ⊂ R, což jsou vlastně prs-
tencová okoĺı P (+∞) na R∗. Podobně pro U(−∞) a P (−∞).

• Supremum a infimum: Pro množinuM , která neńı shora omezená, je supM =
+∞, pro množinu M , která neńı zdola omezená, je inf M = −∞.

• Hromadné body: Definice je formálně stejná, tedy +∞ nazveme hromadným
bodem množiny M ⊂ R∗ ⇔ v každém jeho okoĺı P (+∞) lež́ı alespoň jeden
bod množiny M . Podobně pro −∞.

Např. množina Z všech celých č́ısel má hromadné body +∞ a −∞, supZ =
+∞, inf Z = −∞, ale samozřejmě +∞ /∈ Z, −∞ /∈ Z.
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Početńı operace s nevlastńımi č́ısly

• Sč́ıtáńı a odč́ıtáńı: ∀x ∈ R definujeme

±x+(+∞) = (+∞)±x = ±x−(−∞) = (+∞)+(+∞) = (+∞)−(−∞) = +∞,

±x+(−∞) = (−∞)±x = ±x−(+∞) = (−∞)+(−∞) = (−∞)−(+∞) = −∞.

• Nedefinujeme

(+∞) − (+∞), (+∞) + (−∞), (−∞) + (+∞), (−∞) − (−∞).

• Násobeńı: ∀x ∈ R, x > 0 definujeme

x · (+∞) = (+∞) · x = (+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞,

x · (−∞) = (−∞) · x = (+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞) = −∞.

Podobně pro x < 0.

• Nedefinujeme

0 · (+∞), (+∞) · 0, 0 · (−∞), (−∞) · 0.

• Děleńı: ∀x ∈ R definujeme

x

(+∞)
=

x

(−∞)
= 0.

Pro x > 0 je
+∞
x

= +∞,
−∞
x

= −∞,

pro x < 0 je
+∞
x

= −∞,
−∞
x

= +∞.

• Nedefinujeme

+∞
+∞ ,

+∞
−∞ , atd.,

x

0
pro žádné x ∈ R, tj. ani

0

0
nebo

±∞
0
.

• Mocniny: ∀n ∈ N definujeme

(+∞)n = +∞, (+∞)−n = 0, (−∞)n = (−1)n · (+∞).

• Nedefinujeme
(+∞)0, (−∞)0, 00, 1+∞, 1−∞.
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Poznámka A.6.1. Z praktických d̊uvod̊u se někdy ṕı̌se mı́sto +∞ jen ∞, takže
např. mı́sto výrazu (+∞)+(+∞) lze napsat jen ∞+∞. Jestliže však pracujeme
v komplexńım oboru, kde se zavád́ı jediné komplexńı nekonečno označované ∞,
muśıme dát pozor na jeho odlǐseńı od +∞ z rozš́ı̌rené reálné osy R∗.

Úloha A.6.2. Vypočtěte

a = +∞ · 5 − (−∞)

3
+ (−∞)3 · (100 − ∞) − 1200!

+∞ .

− ∗ −
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Př́ıloha B

Č́ıselné posloupnosti

B.1 Některé významné limity

Věta B.1.1. ∀a > 0 : lim
n→+∞

n
√
a = 1.

Princip d̊ukazu. Pro a > 1 polož́ıme n
√
a = 1 + un, tedy un > 0. Podle Bernoulli-

ovy nerovnosti je a = (1 + un)n > 1 + n · un, odkud 0 < un <
a− n

n
a podle věty

o třech limitách je un → 0. Pro a < 1 použijeme předchoźı výsledek na č́ıslo
1

a
,

pro a = 1 je výsledek zřejmý.

Podobně lze užit́ım vhodných odhad̊u odvodit následuj́ıćı limity:

Věta B.1.2. lim
n→+∞

n
√
n = 1.

Věta B.1.3. ∀a > 1,∀k > 0 : lim
n→+∞

an

nk
= +∞.

(Řı́káme, že exponenciála an roste k +∞ rychleji než mocnina nk.)

Úloha B.1.4. Dokažte, že ∀a > 1 : lim
n→+∞

loga n

n
= 0.

Řešeńı. Pro ∀ε > 0 je aε > 1, takže pro skoro všechna n plat́ı 1 < n
√
n < aε,

odkud po zlogaritmováńı nerovnosti při základu a plyne uvedené tvrzeńı.

Úloha B.1.5. Vypočtěte limn→+∞
qn

n!
, kde q > 0.

Řešeńı. Pro q ≤ 1 je tato limita rovna 0. Pro q > 1 má čitatel i jmenovatel limitu
+∞, takže nelze použ́ıt větu o limitě pod́ılu. Uvedený výraz označme an; pak

(∗) an+1 =
q

n+ 1
an,

proto pro skoro všechna n je posloupnost {an} klesaj́ıćı a zdola omezená (nulou),
takže má limitu; označme ji a. Přejdeme-li v rovnosti (*) k limitě, máme a = 0.

Ř́ıkáme, že faktoriál roste k +∞ rychleji než exponenciála qn.
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Úloha B.1.6. Ukažte, že každé iracionálńı č́ıslo je limitou neklesaj́ıćı posloup-
nosti racionálńıch č́ısel; najděte tyto posloupnosti pro r = π, s =

√
2.

Řešeńı. Lze uvažovat např́ıklad posloupnost dolńıch desetinných aproximaćı.

Poznámka B.1.7. Kromě č́ıselných posloupnost́ı pracujeme v matematické analýze
i s daľśımi typy posloupnost́ı; uvažuj́ı se třeba posloupnosti množin (např. in-
terval̊u), posloupnosti funkćı, ad. Definice těchto posloupnost́ı vytvoř́ıme podle
stejného schématu. Např. posloupnost funkćı definujeme jako zobrazeńı množiny
N do množiny všech funkćı. Pracujeme-li s jinými posloupnostmi než s posloup-
nostmi č́ıselnými, je třeba dbát na korektnost definice posloupnosti, př́ıpadně jej́ı
limity.

B.2 Č́ıslo e

Funkce y = ex a funkce y = ln x (= loge x) patř́ı k nejd̊uležitěǰśım
funkćım v matematické analýze; v obou př́ıpadech je základem Eule-
rovo č́ıslo e.

Č́ıslo e je definováno jako limita posloupnosti
{(

1 +
1

n

)n}

. Abychom tuto

definici mohli považovat za korektńı, je třeba dokázat, že uvedená posloupnost je
konvergentńı; jej́ı členy označujme dále an. Důkaz existence limity posloupnosti
{an} lze provést ve dvou kroćıch:

1. dokážeme, že tato posloupnost je rostoućı,

2. dokážeme, že je shora omezená.

Existence konečné limity pak plyne z věty o limitě monotónńı posloupnosti.

ad 1) Podle binomické věty je

an =
(

1 +
1

n

)n

= 1 +

(

n
1

)

1

n
+

(

n
2

)

1

n2
+ · · · +

(

n
n

)

1

nn

Prvńı dva členy součtu na pravé straně jsou rovny 1, pro každý daľśı člen
provedeme úpravu

(

n
k

)

1

nk
=

n!

k!(n− k)!
· 1

nk
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
· 1

k!
=

=
(

1 − 1

n

)(

1 − 2

n

)

· · ·
(

1 − k − 1

n

)

1

k!
.

Pro posloupnost {an} tak plat́ı, že každý jej́ı člen an je součtem n + 1

kladných výraz̊u, v nichž jsou činitelé tvaru
(

1 − j

n

)

. Jestliže nyńı přejdeme
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od n k n + 1, je an+1 součtem n + 2 výraz̊u s činiteli tvaru
(

1 − j

n+ 1

)

.

Jelikož
(

1 − j

n+ 1

)

>
(

1 − j

n

)

a nav́ıc v an+1 je o jeden kladný sč́ıtanec

v́ıc, je an+1 > an, posloupnost {an} je rostoućı.

ad 2) Ve výrazu pro an nahrad́ıme všechny
”

závorky“
(

1 − j

n+ 1

)

č́ıslem 1, takže

plat́ı

an < bn = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · · +

1

n!
< 1 + 1 +

1

2
+

1

22
+ · · · +

1

2n−1
< 3.

Závěr: Podle věty o limitě monotónńı posloupnosti existuje limita posloupnosti
{an}; nazýváme ji Eulerovo č́ıslo a označujeme ji e; z předchoźıho plyne, že 2 <
e < 3.

Výpočet č́ısla e

Hodnotu č́ısla e lze vcelku snadno určit jako součet č́ıselné řady. Vid́ıme, že
pro konstantńı k < n plat́ı

an > 2 +
(

1 − 1

n

)

1

2!
+ · · · +

(

1 − 1

n

)(

1 − 2

n

)

· · ·
(

1 − k − 1

n

)

1

k!
.

Odsud pro n → +∞ máme e ≥ bk, takže plat́ı an < bn ≤ e; podle věty o
třech limitách pak je limn→+∞ bn = e. Přitom bn je podle své definice tzv. n-tým
částečným součtem řady, takže

e = lim
n→+∞

(

1 +
1

n

)n

= 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · · = 2, 718 281 828 459 0 . . .

Tato řada
”
dosti rychle“ konverguje a má jednoduchý algoritmus výpočtu člen̊u,

takže výpočet hodnoty č́ısla e na zadaný počet desetinných mı́st lze provést vcelku
rychle.
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Př́ıloha C

Spojitost funkce

C.1 Stejnoměrná spojitost

Jako jsme vlastnost spojitosti
”
zmı́rnili“ spojitost́ı po částech, můžeme tuto

vlastnost zase
”
zpř́ısňovat“.

Definice C.1.1. Funkce f se nazývá stejnoměrně spojitá na množině M ⇐⇒
∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že pro každé dva body x′, x′′ ∈ M plat́ı:

|x′ − x′′| < δ =⇒ |f(x′) − f(x′′)| < ε.

Předně uváž́ıme, že stejnoměrná spojitost má smysl jen na množině (zejména
na intervalu), neexistuje nějaká stejnoměrná spojitost v bodě. Je to tedy vlastnost
globálńı.

V definici si dále uvědomı́me, že δ záviśı pouze na ε, tj. nezáviśı na poloze
bod̊u x′, x′′ v M ; u spojitosti na množině M obecně δ záviśı také na bodu x0,
tedy i když je funkce spojitá v každém bodě množiny M , nelze obecně k danému
ε > 0 naj́ıt takové δ > 0, které by bylo stejné, at’ zvoĺıme x0 kdekoli na M .

Např́ıklad u funkce y = tg x na
(

−π
2
, π

2

)

, když voĺıme x0 ”
stále bĺıže“ k π

2
, pak

pro dané ε (třeba = 1) muśıme volit δ stále menš́ı a menš́ı, aby pro x ∈ U(x0, δ)
z̊ustaly funkčńı hodnoty f(x) v ε-okoĺı hodnoty f(x0).

Stejnoměrnou spojitost lze charakterizovat také ještě pomoćı tzv. oscilace
funkce.

Definice C.1.2. Necht’ funkce f je definovaná a omezená na množině M . Č́ıslo

ω = sup
x∈M

f(x) − inf
x∈M

f(x)

se nazývá oscilace funkce f na množině M .

Je-li funkce spojitá na uzavřeném intervalu, pak mı́sto rozd́ılu suprema a
infima můžeme vźıt rozd́ıl maxima a minima.
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Věta C.1.3 (o oscilaci stejnoměrně spojité funkce). Funkce f je stejnoměrně
spojitá na intervalu J , právě když ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že na každém podintervalu
I ⊂ J délky menš́ı než δ je oscilace funkce menš́ı než ε.

Vztah spojitosti a stejnoměrné spojitosti řeš́ı následuj́ıćı dvě věty.

Věta C.1.4 (vztah stejnoměrné spojitosti a spojitosti na množině M). Je-li
funkce f stejnoměrně spojitá na M , pak je na M spojitá.

Princip d̊ukazu. Ze stejnoměrné spojitosti plyne spojitost v libovolném bodě x0,
nebot’ ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že ∀x ∈ D(f) plat́ı:

|x− x0| < δ =⇒ |f(x) − f(x0)| < ε.

Věta C.1.5 (Cantorova věta). Je-li funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉, pak je
na tomto intervalu stejnoměrně spojitá.

Důkaz se provád́ı užit́ım Borelovy věty o pokryt́ı: Je-li uzavřený interval 〈a, b〉
pokryt systémem Sν otevřených interval̊u, pak existuje konečný podsystém Sk ⊂
Sν , který také pokrývá interval 〈a,b〉.
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Př́ıloha D

Metody integrace pro funkce
jedné proměnné

D.1 Integrace racionálńıch funkćı

Základńı typy racionálńıch funkćı a jejich integrace:

(1)
∫ dx

x− k
= ln |x− k| + C,

Úloha D.1.1.
∫ 2 dx

x+ 3
= 2 ln |x+ 3| + C.

Úloha D.1.2.
∫ 5 dx

3x+ 2
=

5

3
ln |3x+ 2| + C.

(2)
∫ dx

(x− k)s
=

1

1 − s

1

(x− k)s−1
+ C, kde s 6= 1.

Úloha D.1.3.
∫ dx

(x+ 2)3
=

1

−2(x+ 2)2
+ C.

(3)
∫ dx

x2 + px+ q
, kde ve jmenovateli je nerozložitelný kvadratický polynom,

vede po úpravě jmenovatele na funkci arctg x.

Úloha D.1.4.
∫ dx

x2 + 6x+ 13
=

∫ dx

(x+ 3)2 + 4
=

1

4

∫ dx

1 +
(

x+3
2

)2 =

1

2
arctg

x+ 3

2
+ C.
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(4)
∫ dx

(x2 + px+ q)s
, kde ve jmenovateli je nerozložitelný kvadratický po-

lynom a s 6= 1, vede na použit́ı rekurentńıho vzorce, viz 9.3(2).

Úloha D.1.5.
∫ dx

(x2 + 6x+ 13)2
=
∫ dx

[(x+ 3)2 + 4]2
=

[

x+ 3 = z
dx = dz

]

=

∫ dz

(z2 + 22)2
=

1

2 · 4

z

z2 + 22
+

1

2 · 4

∫ dz

z2 + 22
.

Podle (3) vede tento integrál na funkci arctg x a pak se vrát́ıme k p̊uvodńı
proměnné x dosazeńım z = x+ 3.

Racionálńı funkce P (x)/Q(x), kde P (x), Q(x) jsou polynomy:

Při jejich integrováńı převád́ıme racionálńı funkci na uvedené základńı typy,
přičemž využ́ıváme poznatk̊u z algebry.

Algoritmus:

(1) Je-li stupeň čitatele menš́ı než stupeň jmenovatele, přejdeme na krok (2).
Jinak užit́ım děleńı uprav́ıme funkci na tvar

P (x)

Q(x)
= A(x) +

R(x)

Q(x)
,

kde A(x) je polynom, který již dovedeme integrovat a R(x) (zbytek děleńı)
je polynom stupně nižš́ıho než Q(x); tedy: sńı̌źıme stupeň čitatele pod stupeň
jmenovatele.

(2) Je-li jmenovatel rozložen na lineárńı kořenové činitele a nerozložitelné kva-
dratické polynomy, přejdeme na bod (3), jinak tento rozklad jmenovatele
provedeme.

(3) Je-li ve jmenovateli jen jeden kořenový činitel nebo jeho mocnina nebo jen
jeden nerozložitelný kvadratický polynom nebo jeho mocnina, přejdeme na
bod (4); jinak provedeme rozklad zlomku R(x)/Q(x) na parciálńı zlomky.

(4) Integrujeme všechny komponenty rozkladu funkce y = P (x)/Q(x).

Úloha D.1.6. Upravte integrál
∫ 3x− 2

x2 + x+ 3
dx na základńı typ (3).

Řešeńı.
∫ 3x− 2

x2 + x+ 3
dx =

3

2

∫ 2x− 4
3

x2 + x+ 3
dx =

3

2

∫ 2x+ 1 − 1 − 4
3

x2 + x+ 3
dx =

=
3

2

∫ 2x+ 1 − 7
3

x2 + x+ 3
dx =

3

2

∫ 2x+ 1

x2 + x+ 3
dx− 3

2
· 7

3

∫ dx

x2 + x+ 3
=

=
3

2
ln(x2 + x+ 3) − 7

2

∫ dx

x2 + x+ 3
.
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Úloha D.1.7. Upravte integrál
∫ 4x+ 3

(x2 − x+ 3)3
dx na základńı typ (4) a dvojnásobným

použit́ım rekurentńıho vzorce 9.3 (2) pak na základńı typ (3).

Řešeńı.
∫ 4x+ 3

(x2 − x+ 3)3
dx = 2

∫ 2x− 1 + 1 + 3
2

(x2 − x+ 3)3
dx =

= − 1

(x2 − x+ 3)2
+ 5

∫ dx

(x2 − x+ 3)3
= · · ·

Na integraci racionálńıch funkćı vede výpočet integrál̊u mnoha daľśıch typ̊u
funkćı, viz dále.

D.2 Integrace některých iracionálńıch funkćı

(1)
∫

R



x, m

√

ax+ b

cx+ d



 dx, kde

∣

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0 a R(x, y) je racionálńı funkce.

Substitućı m

√

ax+b
cx+d

= t se integrál převede na integrál z funkce racionálńı,
viz D.1.

Úloha D.2.1. Převed’te
∫

√
2x− 1

2x+ 7
dx na integrál z racionálńı funkce.

Řešeńı.
∫

√
2x− 1

2x+ 7
dx =







√
2x− 1 = t

x = 1
2
(t2 + 1)

dx = t dt





 =
∫ t

t2 + 1 + 7
t dt = · · · .

(2)
∫

R
(

x, x
p1
q1 , . . . , x

pm
qm

)

dx, kde R(x, y1, y2, . . . , ym) je racionálńı funkce.

Substitućı x = tn, kde n = n(q1, q2, . . . , qm) je nejmenš́ı společný násobek,
se daný integrál převede na integrál z funkce racionálńı.

Úloha D.2.2. Převed’te
∫ x dx√

x+ 3
√
x

na integrál z racionálńı funkce.

Řešeńı.
∫ x dx√

x+ 3
√
x

=

[

x = t6

dx = 6t5 dt

]

=
∫ t6 · 6t5 dt

t3 + t2
= · · · .

D.3 Eulerovy substituce

Použ́ıvaj́ı se pro výpočet integrál̊u typu
∫

R
(

x,
√
ax2 + bx+ c

)

dx, kde R

je racionálńı funkce dvou proměnných. Účelem substituce je převést integrováńı
iracionálńı funkce na integrováńı funkce racionálńı. Eulerovy substituce jsou tři:

139



(1)
√
ax2 + bx+ c =

√
ax+ t [pro a > 0]; hlavńı myšlenka: po umocněńı se na

obou stranách rovnosti ruš́ı členy ax2.

(2)
√
ax2 + bx+ c = xt +

√
c [pro c > 0]; hlavńı myšlenka: po umocněńı se na

obou stranách rovnosti ruš́ı členy c a rovnost lze dělit x.

(3)
√
ax2 + bx+ c = t(x − λ) [kde λ je reálný kořen]; hlavńı myšlenka: po

umocněńı lze rovnost dělit kořenovým činitelem (x− λ).

Úloha D.3.1. Ověřte, že při výpočtu
∫

x
√

4x2 + 5x+ 1 dx lze použ́ıt všechny tři

substituce. Ve všech př́ıpadech převed’te integrál na integrál z funkce racionálńı.

Řešeńı. Je a = 4 > 0, c = 1 > 0, a uvedený trojčlen má reálné kořeny.
Při použit́ı 1. substituce máme

√
4x2 + 5x+ 1 = 2x+ t,

při použit́ı 2. substituce
√

4x2 + 5x+ 1 = xt+ 1
a při použit́ı 3. substituce je

√
4x2 + 5x+ 1 = t(x + 1). V tomto př́ıpadě po

umocněńı rovnosti a zkráceńı kořenového činitele (x + 1) dostáváme 4x + 1 =
t2(x+ 1) a z toho

x =
t2 − 1

4 − t2
, t(x+ 1) =

3t

4 − t2
, dx =

6t

(4 − t2)2 dt, . . .

Po nalezeńı integrálu z př́ıslušné racionálńı funkce se vraćıme k p̊uvodńı
proměnné, tj. dosad́ıme při 1. substituci t =

√
ax2 + bx+ c− √

ax, při 2. substi-

tuci to je t =

√
ax2 + bx+ c− √

c

x
, a při 3. dosad́ıme t =

√
ax2 + bx+ c

x− λ
.

D.4 Integrace goniometrických a hyperbolických

funkćı

Přehled substitućı pro

∫

R(cosx, sin x) dx,

kde R je racionálńı funkce dvou proměnných:

(1) sin x = t, pokud R(− cos x, sin x) = −R(cos x, sin x),

(2) cosx = t, pokud R(cos x,− sin x) = −R(cos x, sin x),

(3) tg x = t, pokud R(− cos x,− sin x) = R(cos x, sin x),

(4) tg
x

2
= t lze použ́ıt vždy (univerzálńı substituce). Univerzálńı substituce

přináš́ı zpravidla složitěǰśı výpočty, proto se dává přednost substitućım
předchoźım, pokud je lze použ́ıt.

Účelem substitućı je převést integrováńı goniometrických funkćı na integrováńı
funkćı racionálńıch.
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Úloha D.4.1. Vhodnou substitućı převed’te
∫

tg x sin x dx na integrál z funkce

racionálńı.

Řešeńı. I =
∫

tg x sin x dx =
∫ sin2 x

cos x
dx;

sin2 x

− cos x
= −sin2 x

cos x
, takže provedeme

substituci sin x = t; I =
∫ sin2 x

cos x
dx =

∫ sin2 x

1 − sin2 x
cos x dx =

[

sin x = t
cos x dx = dt

]

=

∫ t2

1 − t2
dt = · · · .

Úloha D.4.2. Vhodnou substitućı převed’te
∫

tg2 x sin x dx na integrál z funkce

racionálńı.

Řešeńı. I =
∫

tg2 x sin x dx =
∫ sin3 x

cos2 x
dx; ježto

(− sin x)3

cos2 x
= − sin3 x

cos2 x
, použijeme

substituci cos x = t, takže I =
∫ (1 − cos2 x

cos2 x
sin x dx =

[

cos x = t
sin x dx = − dt

]

=

−
∫ 1 − t2

t2
dt = · · · .

Úloha D.4.3. Vhodnou substitućı převed’te
∫ tg2 x

cos4 x
dx na integrál z funkce ra-

cionálńı.

Řešeńı. I =
∫ tg2 x

cos4 x
dx =

∫ sin2 x

cos6 x
dx; plat́ı

(− sin x)2

(− cos x)6 =
sin2 x

cos6 x
, takže použijeme

substituci tg x = t; při úpravách použ́ıváme často vztah 1 + tg2 x =
1

cos2 x
.

I =
∫

tg2 x
(

1 + tg2 x
) dx

cos2 x
=

[

tg x = t
dx

cos2 x
= dt

]

=
∫

t2(1 + t2) dt = · · · .

Při použit́ı univerzálńı substituce tg
x

2
= t je třeba znát či umět odvodit,

čemu jsou rovny sin x, cos x, tg x, dx.

Předně plat́ı x = 2 arctg t, odkud dx =
2 dt

1 + t2
.

Ze vztahu sin x = 2 sin
x

2
cos

x

2
a vztah̊u mezi goniometrickými funkcemi plyne

sin x =
2t

1 + t2
, cos x =

1 − t2

1 + t2
, tg x =

2t

1 − t2
.

Integrace součinu goniometrických funkćı

Použ́ıvá se vzorc̊u

sinnx sinmx =
1

2
[cos(n−m)x− cos(n+m)x,

sinnx cosmx =
1

2
[sin(n−m)x+ sin(n+m)x],

cosnx cosmx =
1

2
[cos(n−m)x+ cos(n+m)x],
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sin2 x =
1 − cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
.

Úloha D.4.4. Vypočtěte
∫

sin 5x cos 4x dx.

Řešeńı.
∫

sin 5x cos 4x dx =
1

2

[∫

(sin x+ sin 9x) dx
]

= −1

2
cosx − 1

18
cos 9x +

C

Integrace hyperbolických funkćı

Postupujeme podle analogických vzorc̊u jako pro funkce goniometrické.

Úloha D.4.5. Vypočtěte
∫ ch2 x+ 1

ch4 x
dx.

Řešeńı. I =
∫ ch2 x+ 1

ch4 x
dx =

∫ (

1 +
1

ch2 x

)

dx

ch2 x
=
∫

(

1 + 1 − th2 x
) dx

ch2 x
=

[

th x = t
dx

ch2 x
= dt

]

=
∫

(

2 − t2
)

dt = 2t− 1

3
t3 + C = 2 th x− 1

3
th3 x+ C.

D.5 Goniometrické a hyperbolické substituce

Přehled substitućı:

(1)
∫

R
(

x,
√
a2 − x2

)

dx, substituce x = a sin t (nebo x = a th t),

(2)
∫

R
(

x,
√
a2 + x2

)

dx, substituce x = a tg t (nebo x = a sh t),

(3)
∫

R
(

x,
√
x2 − a2

)

dx, substituce x =
a

cos t
(nebo x = a ch t).

Úloha D.5.1. Vypočtěte I =
∫ √

x2 + 4x dx.

Řešeńı. I =
∫ √

x2 + 4x dx =
∫ √

x2 + 4x+ 4 − 4 dx =
∫

√

(x+ 2)2 − 22 dx =
[

x+ 2 = u
dx = du

]

=
∫ √

u2 − 22du a dále se provede výše uvedená substituce (3).

D.6 Užit́ı Eulerových vzorc̊u pro výpočet některých

integrál̊u

Pro komplexńı funkci w(x) reálné proměnné x se derivace a integrál definuj́ı
stejně jako pro reálné funkce s t́ım, že imaginárńı jednotka i se chová jako kon-

stanta. Je-li a 6= 0 komplexńı č́ıslo, je např. (eax)′ = a eax,
∫

eax dx =
1

a
eax +C.
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Elementárńı funkce ez, cos z, sin z se definuj́ı i pro komplexńı proměnnou z;
jejich vzájemný vztah je vyjádřen Eulerovými vzorci, podle nichž je

cos x =
1

2

(

ei x+ e−ix
)

, sin x =
1

2i

(

eix − e−ix
)

.

Těchto vzorc̊u lze využ́ıt pro výpočet některých integrál̊u.

Úloha D.6.1. Vypočtěte I =
∫

sin4 x dx.

Řešeńı. I =
∫

sin4 x dx =
∫ 1

(2i)4

(

eix − e−ix
)4

dx =
1

16

∫

(

e4ix −4 e2ix +6 − 4 e−2ix + e−4ix
)

dx =

· · · =
1

32

1

2i

(

e4ix − e−4ix
)

− 1

4

1

2i

(

e2ix − e−2ix
)

+
3

8
x + C =

1

32
sin 4x − 1

4
sin 2x +

3

8
x+ C.

Úloha D.6.2. Vypočtěte (užit́ım Eulerových vzorc̊u) I =
∫

ex cos x dx.

Řešeńı. I =
∫

ex cos x dx =
∫

ex 1

2

(

eix + e−ix
)

dx =
1

2

∫

(

e(1+i)x + e(1−i)x
)

dx =

1

2

(

1

1 + i
e(1+i)x +

1

1 − i
e(1−i)x

)

+ C = · · · =
1

2
ex(cos x + sin x) + C. (Srovnej s

výsledkem dle vzorce pro Ic, viz 9.3.)
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Př́ıloha E

Riemann̊uv určitý integrál

E.1 Daľśı vlastnosti určitého integrálu

Věty o středńı hodnotě

Věta E.1.1 (o středńı hodnotě integrálńıho počtu). Necht’ f ∈ R(〈a, b〉) a plat́ı
m ≤ f(x) ≤ M . Pak existuje č́ıslo µ ∈ 〈m,M〉 tak, že

∫ b

a
f(x) dx = µ(b− a).

Je-li f spojitá, pak existuje č́ıslo ξ ∈ 〈a, b〉 tak, že

∫ b

a
f(x) dx = (b− a)f(ξ).

Princip d̊ukazu. Nerovnostm ≤ f(x) ≤ M integrujeme na 〈a, b〉 a výraz
1

b− a

∫ b

a
f(x) dx

označ́ıme µ. Je-li m, M minimum a maximum funkce f spojité na 〈a, b〉, pak podle
věty o mezihodnotě nabývá f hodnoty µ ∈ 〈m,M〉 v nějakém bodu ξ ∈ 〈a, b〉.
Věta E.1.2 (zobecněná věta o středńı hodnotě integrálńıho počtu). Necht’ f, g ∈
R(〈a, b〉), g(x) ≥ 0, m ≤ f(x) ≤ M . Pak plat́ı

m
∫ b

a
g(x) dx ≤

∫ b

a
f(x)g(x) dx ≤ M

∫ b

a
g(x) dx

a existuje č́ıslo µ ∈ 〈m,M〉 tak, že plat́ı

∫ b

a
f(x)g(x) dx = µ

∫ b

a
g(x) dx.

Je-li f spojitá, pak existuje č́ıslo ξ ∈ 〈a, b〉 tak, že

∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx.
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Integrál jako funkce horńı meze

Je-li f ∈ R(〈a, b〉), pak pro každé x ∈ 〈a, b〉 je f ∈ R(〈a, x〉) a
∫ x

a f(t) dt =
Φ(x) je integrál, který je funkćı své horńı meze x. Vzhledem k rozš́ı̌rené definici
integrálu lze za dolńı mez zvolit libovolné č́ıslo c ∈ 〈a, b〉.

Věta E.1.3. Necht’ funkce f ∈ R(〈a, b〉), c ∈ 〈a, b〉. Pak funkce Φ(x) =
∫ x

a
f(t) dt

je spojitá na 〈a, b〉 a v každém bodě x0 ∈ 〈a, b〉, v němž je f spojitá, má Φ derivaci
(v krajńıch bodech a, b jednostrannou), pro nǐz Φ′(x0) = f(x0).

Princip d̊ukazu.

Φ(x0 + h) − Φ(x0) =
∫ x0+h

c
f(t) dt−

∫ x0

c
f(t) dt =

∫ x0+h

x0

f(t) dt = µh,

kde µ ∈ 〈m,M〉 je středńı hodnota, odkud plyne spojitost funkce Φ. Ve druhém
př́ıpadě se odvod́ı, že ∀ε > 0 ∃U(x0) tak, že ∀x ∈ U(x0) plat́ı (t je mezi x a x0):

∣

∣

∣

∣

∣

Φ(x) − Φ(x0)

x− x0

− f(x0)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

|x− x0|

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

|f(t) − f(x0)| dt
∣

∣

∣

∣

<

<
1

|x− x0|

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

ε dt
∣

∣

∣

∣

< · · · < ε.

Důsledky:

(1) Každá funkce f spojitá na 〈a, b〉 má na tomto intervalu primitivńı funkci
Φ.

(2) Každá funkce omezená a po částech spojitá na 〈a, b〉 má na tomto intervalu
zobecněnou primitivńı funkci; jednou z nich je funkce Φ (integrál jako funkce
horńı meze).
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Př́ıloha F

Technické křivky

Dále uvád́ıme př́ıklady technických křivek, které se často vyskytuj́ı ve výpočtech
s využit́ım integrálu. Kuželosečky v tomto přehledu neuvád́ıme.

Řetězovka

Řetězovku vytvář́ı nepružná nit (řetěz) zavěšená ve dvou bodech. Je to graf
funkce:

y = a ch
x

a
, kde a > 0.

Plat́ı
ds = ch

x

a
dx.

Kotálnice

Při kotáleńı křivky h (tzv. tvoř́ıćı křivky nebo hybné polodie) bez skluzu po
pevné křivce p (tzv. základńı křivce nebo pevné polodii) oṕı̌se každý bod roviny
křivku, kterou nazýváme kotálnice.

Důležité jsou př́ıpady, kdy hybná polodie je kružnice a pevná polodie př́ımka
nebo kružnice.

Cykloidy

Jestliže se kružnice h o poloměru a kotáĺı po př́ımce p, pak každý (vněǰśı,
vnitřńı) bod kružnice h (vzdálený o r od středu kružnice h) pevně spojený s touto
kružnićı vytvář́ı tzv. prostou (prodlouženou, zkrácenou) cykloidu.

Prostá cykloida

Parametrické rovnice:
x = a(t− sin t),

y = a(1 − cos t);
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prodloužená cykloida
prostá cykloida
zkrácená cykloida

Obrázek F.1: Cykloidy

jednu větev dostaneme pro t ∈ 〈0, 2π〉.
Plat́ı

ds = 2a sin
t

2
dt.

Prodloužená (zkrácená) cykloida

Parametrické rovnice:
x = at− r sin t,

y = a− r cos t.

Plat́ı
ds =

√
a2 + r2 − 2ar cos t dt.

Epicykloidy a hypocykloidy

Jestliže se kružnice h o poloměru a kotáĺı po vněǰśım resp. vnitřńım obvodu
kružnice p o poloměru A, pak každý (vněǰśı, vnitřńı) bod kružnice h (vzdálený
o r od středu kružnice h) pevně spojený s touto kružnićı vytvář́ı tzv. prostou
(prodlouženou, zkrácenou) epicykloidu resp. hypocykloidu.

Parametrické rovnice prosté epicykloidy (plat́ı horńı znaménko) a hypocy-
kloidy (plat́ı dolńı znaménko):

x = (A± a) cos t∓ a cos
A± a

a
t,

y = (A± a) sin t− a sin
A± a

a
t.

Asteroida

Zvaná též astroida patř́ı mezi kotálnice; asteroidu opisuje každý bod kružnice

o poloměru
a

4
, která se bez smyku kotáĺı zevnitř po kružnici o poloměru a.

Je to tedy prostá hypocykloida, kde A =
a

4
.
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Parametrické rovnice:

x = a cos3 t,

y = a sin3 t,
t ∈ 〈0, 2π〉.

Plat́ı
ds = 3a sin t cos t dt.

Obrázek F.2: Kardioida a asteroida

Kardioida

Patř́ı mezi kotálnice; kardioidu opisuje každý bod kružnice o poloměru a, která
se bez smyku kotáĺı vně po kružnici o poloměru a. Je to tedy prostá epicykloida,
kde A = a. Rovnice v polárńı soustavě:

ρ = a(1 + cosϕ), ϕ ∈ 〈0, 2π〉.

Plat́ı
ds = 2 cos

ϕ

2
dϕ.

Evolventa kružnice

Lze ji zařadit mezi kotálnice (kde h je př́ımka a p je kružnice) i mezi spirály.
Jako každá evolventa křivky vznikne tak, že poč́ınaje počátečńım bodem nanáš́ıme
na tečnu délku oblouku mezi počátečńım bodem a bodem dotyku tečny s křivkou.
(Evolventu kružnice tedy vytvář́ı konec napjaté niti odmotávané z kruhové ćıvky.)
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Parametrické rovnice:

x = a(t sin t+ cos t),

y = a(sin t− t cos t).

Plat́ı
ds = at dt.

Archimédova spirála

Je to spirála s konstantńı š́ı̌rkou jednotlivých závit̊u. Je vytvořena rovnoměrným
pohybem bodu po pr̊uvodiči, který se rovnoměrně otáč́ı kolem pólu.

Rovnice v polárńı soustavě:
r = aϕ.

Plat́ı
ds = a

√

1 + ϕ2 dϕ.

Logaritmická spirála

Rovnice v polárńı soustavě:

ρ = a emϕ .

Vyskytuje se např. v kresbě ulit plž̊u.
Plat́ı

ds = a
√

1 +m2 emϕ dϕ.

Lemniskáta

Je to množina bod̊u které maj́ı od dvou daných pevných bod̊u stálý součin
vzdálenost́ı. Rovnice v polárńı soustavě:

ρ2 = 2a2 cos 2ϕ.

Délku nelze vyjádřit užit́ım elementárńıch funkćı.

Šroubovice

Je to př́ıklad prostorové křivky. Šroubovice lež́ı na válcové ploše

x2 + y2 = a2.

Rozvinut́ım válcové plochy přejde každý závit šroubovice v úsečku.
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Obrázek F.3: Lemniskáta

Parametrické rovnice:

x = a cos t,

y = a sin t,

z = ct,

jeden závit pro t ∈ 〈0, 2π〉.

Plat́ı
ds =

√
a2 + c2 dt.
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