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Derivace funkce

@ Patfi mezi nejpouzivanéjSi pojmy matematické analyzy.
@ Derivace vyjadfuje rychlost zmény a stoji proto i v zakladu
¢etného praktického pouZziti matematické analyzy.
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Pojem derivace funkce

Méjme funkci f, ktera je definovana v néjakém okoli U (xp) bodu Xg.

@ Postoupime-li z bodu xg 0 néjaké Ax
@ (Ax je prirlistek nezavisle proménné),
@ dostaneme novou hodnotu nezavisle proménné xp + AX
(€ Uxo));
» pro Ax < 0 je tato hodnota vlevo
» apro Ax >0 jevpravo od Xp.

Ax <0 Ax >0

Xo + AX Xo Xo Xo + AX

Obrazek: Prirlistky nezavisle proménné.
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Pojem derivace funkce

@ Funkeni hodnota se pfitom zméni z hodnoty f(xg) na hodnotu
f(xo + AX) orozdil Ay = f(Xo+ Ax) —f(Xp).
» Ay je tzv. prFirGistek funkce.

» Podil % je tzv. diferencialni podil

» jeho geometrickym vyznamem je smeérnice secny ke grafu funkce,

» tj. tga, kde « je Uhel, ktery svird se€Cha MgM s osou X.
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Pojem derivace funkce

Dopliite do obrazku oznaceni: «, Ax, a Ay.

7~

y

/

Xo Xo + AX X

Obrazek: Secna grafu.
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Pro spojitou funkci f plati
Ax - 0 = Ay — 0,

takze pro Ax — 0 je diferencialni podil % vyraz typu {8]

Definice
Rikame, 7e funkce f mav bodé x, derivaci, pravé kdyz je f
definovana na néjakém okoli bodu X a existuje (vlastni) limita

lim f (XO + AX) =1 (XO)
AX—0 AX

Tuto limitu nazyvame derivace funkce f v bodé xp aznacime ji
f'(Xo).

Derivace v bodé je tedy néjaké cislo.
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Geometricky vyznam derivace funkce v bodé

f’'(Xo) znamena smérnici te¢ny grafu funkce v bodé Mo, tj. tgp, kde
¢ je Uhel ktery svir4 teCha v bodé My s osou X.

Fyzikalni vyznam derivace v bodé

Je-li z&kon drahy s = s(t), pak diferencialni podil % znamena

o As . .
prumeérnou rychlost a I|m o R = v (t) znamenéa okamzitou rychlost.
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Nevlastni derivace

e L . Ay
Jestlize limita diferencialniho podilu A—i je pro Ax — 0 rovna +oo

nebo —oco, pak mluvime o nevlastnich derivacich (téZ zleva, zprava).

Vyrok ,existuje derivace” vSak bude vZzdy znamenat ,existuje vlastni
derivace*.
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Derivace jako funkce

Definice

Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé x néjaké mnozZiny M,
fikame, Ze ma derivaci na mnoziné M; znac¢ime ji f' nebo f/(x).

@ Derivace funkce na mnoziné M je opét funkce.
@ Napriklad derivaci funkce y = x? na R je funkce y = 2x.

@ Chceme-li pak zjistit derivaci f’(xg) v néjakém bodé xo, staci do
f’(x) dosadit xo za Xx.
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Prehled oznaceni derivaci

v bodé:

f'(xo)

2 ().

Df (Xo)

jako funkce:

y', £, f(x

dy df(x)

dx’  dx

Dy, Df(x)

)

@ KaZzdé z téchto oznaceni ma své vyhody.

@ V Leibnizové je dobfe vidét, podle které proménné se derivuije,
coz je vhodné pro manipulace s funkcemi sloZzenymi a inverznimi;

@ Chceme-li v Lagrangeové oznaceni zdlraznit promé&nnou, podle
niz se derivuje, napiseme f,.
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Lagrange

Leibniz

Cauchy
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Véta (vztah mezi derivaci a spojitosti)
Ma-li funkce f v bodé xg derivaci, je v ném spoijita.

Princip dikazu.

Dokéazeme, Ze plati lim (f (Xo + AX) — f(xo)> =0. O
Ax—0
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Vlastnosti derivaci

Véta (zakladni vlastnosti derivaci)

Necht funkce u = f(x), v = g(x) maji na mnoziné M derivace
u ="f'(x),v.=g'(x)ac eR.

Pak funkcec -f,f+g,f —g,f-gaprog(x) ;zréOii maji na M
derivace a plati: ?

Q (c-fYy=c-f,

Q (U+v)=u+V, U-V)=u -V,

Q (u-v)y=u-v+u-v,

o (E)': u’-v-u-v’.

v v?2

Dikaz.

Provadi se podle definice derivace, u soucinu a podilu se pfida a
odecte urcita pomocna funkce, vyuZiva se tu téZ spojitosti.
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Derivace slozené funkce

Véta
Necht existuje slozena funkce f o ¢ a necht

1) funkce u = p(x) mavbodé x derivaci ¢'(x),

2) funkce y = f(u) méa v odpovidajicim bodé u (= ¢(x)) derivaci
f'(u).

Pak funkce f oo ma&v bodé x derivaci

(o) (x) =(F'(u) - ¢/ (x) =) (F 0 )a(x) - &/ (¥).

dy _dy du
dx du dx’

PYi oznaceni podle Leibnize:
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Derivace inverzni funkce

Véta

Necht f je ryze monotonni na intervalu J a ma tu derivaci f’. Pak
inverzni funkce f~! ma derivaci na f(J) a plati

J 1
f‘1> (X) = .
( f(y)
v
o - I d 1
Pfi oznaceni podle Leibnize: Y a5
dy
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Uloha
Uzitim pfedchozi véty zjistéte derivaci funkce y = arcsin x.

Reseni.
@ Pomocné vztahy:

y = arcsinx, siny = x, cosy = /1 —sin?y = /1 — x2,

. N 1 1 1
@ (arcsinx) = <f 1) (x) = - wel - =
o darcsinx—l— 1 _ !
dx _E—g_d—%siny_cosy_ 1_x2
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Prehled vzorcl pro derivace elementarnich funkci

® (c)) =0 (derivace konstanty);
@ (x™)Y =mxM™1 (plati pro libovolné m # 0); zvlasteé (x)' =1,

@ (a*) =a*-lna; zejména (e*) =¢€*;

1 1
@ (log,x) = ——; zejména (Inx) = =;
® (sinx) =cosx, (cosx)' = —sinx;

@ (tgx) =1+1tg’x = ; (cotgx) = —(1+cotg®x) =

cos2 x sin2 x’
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Prehled vzorcl pro derivace elementarnich funkci

@ (arcsinx)’ = ;  (arccosx)’ = -1 :
1-—x2 1-—x2
" /: . /: - .
(arctg x) T2 (arccotg x) Tox2
® (shx) =chx; (chx) =shx;
® (thx) = ;  (cothx) = 1.
ch?x’ sh?x’
@ (argshx)' = 1 . (argthx) = ——
VX241’ 1—x2

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09 17/ 40



Uloha
UrCete derivaci funkce y = (cosx)S"* pro x v 1. kvadrantu.

ReSeni.
y = (COSX)SinX _ eIn(cosx)SinX _ esinx-ln(cosx)
ﬂ _ i(cosx)sinx _ i esinx~|n(cosx) _
dx  dx dx
i . 1 .
— @SinxIn(cosx) 1 cogx - In(cos x) + sinx - (—sinx)
COS X
O
v
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Diferencial funkce

Resime problém: funkci f v okoli bodu xo aproximovat linearni funkci
g, tj. nalézt takovou linearni funkci g, aby platila podminka

lim M -0.
X—Xp X — Xo
Oznafme x = Xg + h; zfejmé g(x) = f(Xo) + ah, takZe Citatel
posledniho zlomku Ize zapsat jako
w(h) =f(xo + h) —f(xg) — ah.
VySe uvedenou podminku lze tak zapsat jako

lim @ =0.
h—0
Z definice funkce w(h) plyne, Ze pfirlistek funkce Af(xq) Ize vyjadrit ve

tvaru
Af(xo0)(= (X0 + h) — f(x0)) = ah + w(h).
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Definice

Linearni ¢ast prirlistku funkce, tedy funkci ah, nazyvame diferencial
funkce f v bodé xg, oznaCujeme jej df (o) a funkci, ktera ma
diferencial v bodé xg, nazyvame diferencovatelnou v bodé xg.
Funkci, kterd ma diferencial v kazdém bodé mnoziny M, nazyvame
diferencovatelnou na mnoZziné M. )
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Véta (existence a jednoznacnost diferencialu)

Funkce f je diferencovatelna v bodé xo <= ma v bodé xg vlastni

derivaci. Diferencial df (xo) funkce f v bodé xg je pak jednoznacné
uréen vzorcem

df(Xo) = f/(Xo) o h,

kde h € R je prirlistek nezavisle proménné.
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@ Predchozi véta tedy fika, Ze vyroky
» f mav bodé xq (vlastni) derivaci*
» a,fjevbodé xq diferencovatelna“

jsou ekvivalentni, znamenaji totéz.
@ U funkci vice proménnych je tomu jinak.

@ Misto h pouzivame pro prirlistek nezavisle proménné téz
oznaceni Ax nebo dx a nazev diferencial nezavisle proménné.

@ Je to motivovano skute€nosti, Ze diferencial linearni funkce y = x
jedx =1-h(=1-Ax).

@ Diferencial funkce pak téz zapisujeme df (xg) = f'(Xg) - dx.

@ VySe uvedené poznatky nam umoznuji definovat diferencial
funkce pfimo uvedenym vzorcem.
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Definice
Diferencialem funkce f v bodé xp nazyvame vyraz

df (x0) = f'(Xo) - dx,

kde dx (= Ax) je konstantni prirlistek (diferencial) nezavisle proménné.
Diferencialem funkce f na mnoziné M nazyvame funkci

dy = f'(x) - dx,

kde x € M.
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@ Ze vztahu dy = f/(x) - dx vidime,
dy

@ Ze Leibnizlv symbol ==
y dx

pro derivaci funkce

@ je skuteCnym zlomkem — podilem diferencialu funkce a
diferencialu nezavisle proménné.

@ Také vzorce pro derivaci sloZzené funkce a inverzni funkce Ize
chapat jako operace se skute€nymi zlomky.
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dy

X
Obrazek: Geometricky vyznam diferencialu funkce.
=] =
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Uziti diferencialu

Uziti diferencialu v pfibliznych vypoctech je zaloZeno na pfiblizné
rovnosti

f(xo + Ax) = f(Xg) + Ay ~ f(xg) + dy = f(Xg) + f'(Xo) AX.
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Uloha
Pomoci diferencialu funkce vypoctéte pribliznou hodnotu /0, 982.

Reseni.

/0,982 = £(0,982) = f(1 — 0,018) = f(Xg + AX) ~ f(Xo) + f(Xo) AX,

1
/0,982 ~ (1) +f'(1) - (~0,018) = V1 + 5.5 (70,018) = 0,991

O

o
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Uziti diferencialu pfi odhadu chyb je zaloZeno na tom, Ze kdyZ

@ h (tedy dx) polozime rovno absolutni chyb& méfeni,

@ udava df pribliznou hodnotu absolutni chyby vypoc¢tené hodnoty
y = f(x).

Uloha

Pocitame objem koule, jejiZ primér x jsme zméfili s chybou 6x. UrCete
chybu vysledku.
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ReSeni.
Vzorec pro objem koule o poloméru r, resp. priméru x:

V=_7nr’=_-nm = —mX".

3 3 6

=5 (3) =6

Pokud x méfime s chybou ¢x, dostaneme pfi oznaceni X = x + X

Priblizna chyba vysledku je tedy 6V = %rrxzéx, pricemz priblizna
relativni chyba vysledku je
oV 3mx%ex_ox

oY - 3=
\Y, %WX?’ X’

a tedy relativni chyba vysledku je rovna trojnasobku relativni chyby
méfeni primeéru.
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Derivace vysSich radu

Funkce y = sinx ma derivaci y’ = cos x. Toto je opét funkce, ktera ma
derivaci a plati (y’)’ = — sinx.

Definice

Ma-li funkce f/ v bodé x (na mnoziné M) derivaci (f')', oznacime tuto
derivaci f” a nazveme derivace druhého fadu (druhéa derivace)
funkce f.

Podobné derivaci n-tého fadu (n-tou derivaci) f(" definujeme

vztahem
fn) _ (f(n—l))/_
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2
Oznaceni podle Leibnize: % (Cti ,d dvé f podle dx na druhou"),

d’f  d? dnf anf
dy?’ W( (X)), axn’ (W)x=xo, apod.

Oznaceni podle Cauchyho: D?f, D"y, apod.
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Uloha

Urcete viechny derivace funkce y = 3x? — 2x — 1.
Uloha

UrCete 2. derivaci funkce y = sinx v bodé xg = 7.

a
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Nékteré vzorce pro n-tou derivaci elementarnich funkci
1) Funkce e* :Vn e Nje (X)) = eX;

podobné pro funkci ¢ mame  (a*)™ = a*(Ina)".

2) Funkce sinx, cosX.
Plati: f("+4) = f(") takZe takto Ize zjistit derivaci libovolného Fadu.
Plati téz vzorec

(sinx)™ = sin (x - n%) .

3) Funkce shx, chx. zde f("+2) — f(n),

4) Funkce x", n € N.

(x")™ =nl, (x")™ =0, ¥m e N, m > n.
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Leibnizovo pravidlo pro n-tou derivaci soucinu:
(uv)(n) — u(n)v + (n) u(n_l)vl + (n) u(n_z)v” + ..
N 1 2
RN LR ITYVIC e SR G)
n—1 '

Uloha
Urcete 120. derivaci funkce y = x? eX.

Reseni.
e*(x? + 240x + 14280).

O

v
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Parcialni derivace funkce vice proménnych

@ Derivujeme vZdy podle jedné proménneé.
@ Ostatni povazujene za konstantu.

@ Napriklad pro funkci  z =f(x,y))

znacime:

of  of 0°f

o= 2o 2 atd
ox’ 9y’ 0Ox27 0Oxoy’ a
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Parcialni derivace funkce vice proménnych

Uloha

Vypoctéte vSechny parcialni derivace 2. fadu pro funkci z = x sinxy.

Regeni.
— =sinXxy + Xy cosXxy, o — x? cosxy,
ox oy
% .
W — Y COSXY + Y COS Xy — XYy SInXy,

a—2f—2xcosx — %2y sinx
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Funkce dané parametricky

Nezavisle proménna x i hodnota funkce y jsou vyjadfeny soustavou

X = @(U? y = w(t)a kdet € (OQﬂ)‘
Derivaci % uréime pomoci diferencialll (uZitim Leibnizova symbolu):

dy _¢(t)dt _ ¢'(t)
dx  ¢'(t)dt  ¢/(t)

Derivace je téz funkci parametru.
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Uloha
Odvodte vzorec pro derivaci 2. fadu funkce dané parametricky.

ReSeni
dy d [dy P (¢ (t) — ¢ ()" (1)
Rl N (e /R . O
dx2  dx \ dx (' ()3
Uloha
. . X =2cost,

Funkce f je dana parametricky: =SSt t € (0,m).

... dy d?%
Vypoctéete dx a Bl
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Funkce dané implicitné

Funkce y = y(x) necht je dana implicitni rovnici

f(x,y)=0 prox e (a,b).

Na daném intervalu tedy plati identicky  f(x,y(x)) = 0.

Proto také derivace levé strany podle x je identicky rovna nule, tj.

of
of of dy dy " ox
x Taya =% T ax o
dy
. d?y . . o
Derivaci e vypolteme, kdyZ tuto rovnost znovu derivujeme podle
X.
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Uloha
Vypoctéte 1. a 2. derivace funkce dané implicitni rovnici

x2+y?-25=0.

Redeni.

2X +2yy' —0=0 = x+yy'=0 =— yf:_;‘_/,

14y2 . y”——X2+y2

1+yy +yy" =0 = y'=- =
y'y' +yy y y J3
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