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Pojem posloupnosti

@ Kazdé zobrazeni N do R nazyvame Ciselna posloupnost.

1'_)3-17 2'_)a25 3'_>a3a

@ zapis: {a,}.> nebojen {a.};

@ a, se nazyva n-ty ¢len posloupnosti.
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ZpUsoby zadani posloupnosti

@ nékolika prvnimi Cleny,
@ n-tym Clenem,
@ rekurentné.
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Zadani posloupnosti nékolika prvnimi cleny

Uloha
Je dana posloupnost i, %, 735, 543, - Urcete jeji n-ty ¢len.
Regeni.
_ 2n—1
an = @n—2)@nD) 0
W
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Zadani posloupnosti n-tym clenem

o {a+(n—1)d}.

Vypoctéte Cleny ap, a,, az, as.
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Zadani posloupnosti rekurentné

Rekurentni definice

obsahuje zpravidla 1. ¢len (nebo nékolik prvnich ¢lend) a pravidlo, jak
vytvorit dal$i ¢len ze ¢lenti predchazejicich.

Rekurentni definice aritmetické posloupnosti:
a; =a, aps1 =an+d.

Rekurentni definice geometrické posloupnosti:
a=4a, apy1=an-q (q ¢ {07 i _1}) J
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Zadani posloupnosti rekurentné

Uloha

Posloupnost {a, } je zadana rekurentné takto: a; = 1,

Ani1 =3 (an + %)  je to posloupnost aproximaci ¢isla v/10.
Vypoctéte prvni Ctyfi aproximace.

Uloha

Fibonacciova posloupnost {b, } je definovana takto: b; = 1, b, = 1,
bni2 = bp1 + bn. Vypoctéte prvnich 10 ¢lent této posloupnosti.
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Mnozina (vSech) ¢lentl posloupnosti

{an} x mnoZzina (vSech) jejich ¢lenl

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09

8/43



Vybrana posloupnost

Definice

Posloupnost {b, } se nazyva vybrana z posloupnosti {a,} (nebo téz
podposloupnost) <« 3 posloupnost pfirozenych Cisel

ki <k <ksz<---tak, Ze Vn € N je by = ay,.

Napf. posloupnost vsech prvocisel
je vybrané z posloupnosti {n} vSech Cisel pfirozenych,
ale neni vybrana z posloupnosti {2n-1} vSech Cisel lichych.
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Zakladni vlastnosti Ciselnych posloupnosti

Definice
Posloupnost se nazyvéa (shora, zdola) omezené < tuto vlastnost ma
mnoZzina v8ech jejich ¢lend.

@ Napf. posloupnost {2n — 1} je zdola omezené, neni omezena
shora, neni omezena.

@ Posloupnost {(—1)"} je omezené shora i zdola, je omezena.
@ Stacionarni posloupnost {c} je omezena.
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Definice
Posloupnost a se nazyva
— rostouci < Vn € N plati a, < ap1,
— klesajici < Vn € N plati an > an1,
— nerostouci < Vn € N plati a, > ap1,
— neklesajici < Vn € N plati an > ap;1.

Spolecny nazev pro vSechny tyto druhy posloupnosti: posloupnosti
monotonni a pro prvni dva druhy: posloupnosti ryze monotonni.
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Limita posloupnosti

Definice
Rikame, Ze posloupnost {a,} ma limitu a <

YU(a) dngeN tak,Ze VneN: n>ny = ap€U(a).

@ Je-lia € R, nazyva se a vlastni limita
@ a posloupnost {a,} se nazyva konvergentni,

@ pokud a = +o00 , nazyva se a nevlastni limita.

@ Neexistuje-li vlastni limita, nazyva se posloupnost {a,}
divergentni.

Zapisy: limp_a, = a;lima, = a; a, — apron — +oo.
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Limita posloupnosti

Posloupnost tedy bud konverguje nebo

diverguje (400, —oo nebo osciluje).

n . U
{ } je konvergentni, ma limitu 1,
n+1

stacionarni posloupnost {c} je konvergentni a ma& limitu c,

posloupnost { } je divergentni, ma nevlastni limitu +oo,

100
posloupnost {q"} je pro q < —1 divergentni, nema limitu (osciluje).
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Limita posloupnosti

Definice
Je-li V (n) néjaka vyrokova forma a plati-li, Ze vyrok

(Inp e N tak,Zze VneN:n>ng=V(n))

je pravdivy, pak fikame, Ze V (n) plati pro skoro vSechna n.

Definice

Rikame, Ze posloupnost {a,} ma limitu a < v kazdém okoli U (a) leZi
skoro vSechny €leny této posloupnosti.
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Posloupnost aritmeticka

Aritmeticka posloupnost

@ je dana svym prvnim ¢lenem a,, konstantni diferenci d a
rekurentnim pravidlem

@ Posloupnost, u niz rozdil libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lend
je konstantni.
@ n-ty Clen:
an =a; +(n—1)d.
@ Vidime, Ze aritmeticka posloupnost ma pro d > 0 limitu +oo, pro
d < 0 limitu —o0.

Jifi Figer (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09  15/43



Posloupnost aritmeticka

Uloha

V poslednich tfech mésicich Cinil celkovy objem zakazek pfiblizné
a, = 325 tisic K&, a, = 354 tisic K¢ a az = 383 tisic K&. Jaky objem Ize
oCekéavat ve 4. mésici?

Reseni.

Lze vyslovit hypotézu, Ze objem zakéazek tvofi aritmetickou
posloupnost, kde a; = 325, d = 29 (tisic K¢). Pak ag = az +d = 412
(tisic KC&). Lze oCekavat objem zakazek za 412 tisic K&. (Samoziejmé
korektnost vysloveni takové hypotézy zavisi na praktickych
okolnostech.) Ol
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Posloupnost aritmeticka

Soucet s, prvnich n ¢lend
Vyjadrime s, dvéma zpUsoby:

sh = aa+(ar+d)+(ag+2d)+---+(a; + (n—1)d),
sSh = ant(@n—d)+(an—2d)+---+(an— (n—1)d).

Po secteni mame

. n
2s, =n-(a; +an), takZe sp= E(al +an).
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Posloupnost aritmeticka

Uloha

Na skladce jsou uloZeny roury tak, Ze v dolni vrstvé jich je 26 a kazda
roura v kazdé vyssi vrstvé vzdy zapada mezi dvé roury ve vrstvé nizsi;
vrstev je celkem 12. Kolik je na skladce rour?

Regeni.

PoloZzime a; = 26; pak d = —1. V horni vrstvé je

ajp =26+ 11-(—1) = 15 rour a celkem s = 6 - (26 + 15) = 246
rour. Ol

o
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Posloupnost geometricka

Geometricka posloupnost

je dana svym 1. ¢lenem a,, konstantnim kvocientem q = 0 a
rekurentnim pravidlem

Geometrickou posloupnost Ize tedy rovnéz definovat jako posloupnost,
u niz podil libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lent je konstantni. Z

rekurentniho pravidla dostaneme vzorec pro n-ty ¢len:

ap=a;-q""L

(Dokazuje se jednoduse napfiklad matematickou indukci).
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Posloupnost geometricka

Uloha

V prvnim mésici roku ¢inil obrat 300 000 K¢ a v kazdém dalSim mésici
byl 0 5% vétSi nez v mésici pfedchozim. UrCete pfedpokladany
listopadovy obrat.

Regeni.
Jde o geometrickou posloupnost, kde a; = 300000, g = 1,05, n = 11.
Pak

a;; = 300000 - 1,05 ~ 300000 - 1,629 = 489 000 K&.
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Posloupnost geometricka

Limity GP
Je-lia; > 0, pak geometricka posloupnost {al . q”—l} ma limitu:
@ 0 (pro |g| < 1) nebo
@ a; (proq = 1) nebo
@ +oo (proq > 1) a nebo
@ nema limitu (pro g < —1).
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Posloupnost geometricka

Soucet prvnich n ¢lentl GP
@ Vyjadfime s, aq - sp:
Sy = aj+a;-q+a;-q’+---+a;-q"1
9-Sn = a-q+a;-q°+---+a-q"+a-q".
@ Poodectenijes,-(1—q)=a;-(1—q"), takze

1-q" g" -1

S":all—q tj. téz s”:alq—l'
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Posloupnost geometricka

Uloha

Vynalezce Sachové hry poZzadoval podle povésti odménu za kazdé ze
64 poli Sachovnice takto: za 1. pole jedno obilni zrno, za 2. pole 2 zrna,
za 3. pole 4 zrna, atd., za kazdé dalSi vzdy dvojnasobek. Kolik zrnek
obili mél dostat?

Regeni.
Jde o geometrickou posloupnost, kde a; = 1, g = 2, n = 64. Proto

264 1
Sea = 1 =2%_1~1,845 10%°
2-1
a to je vice obili, nez se kdy na Zemi urodilo. Ol
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Véty o limitach

Véta
KaZzda posloupnost méa nejvyse jednu limitu.

Dlkaz (sporem).

Kdyby existovaly dvé limity a, b, pak by existovala disjunktni okoli
U(a), U(b) tak, Ze pro skoro vS8echna n by mélo platit soucasné
an € U(a), ah € U(b), coz je spor. O
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Véty o limitach

Véta
M&-Ii posloupnost {a,} limitu, pak kazda posloupnost {b,} vybranéa z
posloupnosti {an } m& tutéz limitu.

Dikaz.

Ozname tuto limitu a; pak YU (a)3dng € N tak, Ze

vYneN:n>ng = ay € U(a); pro k, > ng je ovSem téz

bm = ay, € U(a), takze by, € U(a) pro skoro vSechna m. O

Limita posloupnosti se tedy nezméni, vynechame-li nebo
pozménime-li libovolny kone¢ny pocet ¢lenll posloupnosti.
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Véty o limitach

P¥i vypocCtu limit vyuzivame také tohoto postupu:
1) zjistime, Ze dan& posloupnost je konvergentni a

2) najdeme limitu a néjaké vhodné vybrané posloupnosti. Pak toto a
je i limitou dané posloupnosti.

— KdyZ naopak zjistime, Ze néjaka vybrana posloupnost je
divergentni, znamena to podle pfedchozi véty, Ze je divergentni i
dané& posloupnost.

— Podobné zjistime-li, Ze dvé vybrané posloupnosti maji rliznou
limitu, je dana posloupnost divergentni.
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Véty o limitach

Véta
KaZzda konvergentni posloupnost je omezena.

Dikaz.
@ Oznacme limitu a; zvolme ¢ = 1.

@ Pak mnoZina M téch ¢lend posloupnosti, které neleZi v okoli
U(a,1), je konecna.
@ Vn € N pak plati a > min{minM,a — 1}, a < max{maxM,a + 1}.

O]

v

Tato véta ovSem neplati obracené, nebot napf. posloupnost {(—1)"} je
omezena, ale je divergentni.

v
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Véty o limitach

VétSi hloubku pohledu do vztahu mezi omezenosti a konvergenci dava
nasledujici véta.
Véta (Bolzano—Weierstrassova)

Z kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni
podposloupnost.
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Princip dikazu B-W véty

Bolzanova metoda puleni intervall:
@ Je dana posloupnost {an};
@ jezto je omezend, 3(Ky,L;) tak, Ze Vn € N je a, € (Kq, L1).
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Princip dikazu B-W véty

Konstrukce vybrané posloupnosti:

@ Za b; zvolime libovolny ¢len dané posloupnosti {a,}, necht v ni
ma index kj.

@ Interval (Kq, L;) rozpllime a oznagime (K3, L) tu ¢ast, do niz je
zobrazeno nekone¢né mnoho ¢lenl posloupnosti {an}.

9 V (K;, Ly) vybereme za b, libovolny takovy €len posloupnosti
{an}, ktery mé index k, > kj .
@ Interval (K5, L,) rozpdlime, atd.

@ Oznacime a (jediny) spole¢ny bod vSech intervalll (Ky, Ln) (podle
véty o vloZenych intervalech).

@ Pak VU (a) pro skoro vSechna n plati (Kn, Ln) C U(a), takZe téz
b, € U(a), tedy b, — a.
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Véty o limitach

Véta
Kazda neklesajici shora omezena posloupnost je konvergentni.

Princip dlikazu.

@ Mé&jme danu posloupnost {an};

@ z omezenosti mnoziny M = {a;,ay, ...} plyne existence vlastniho
suprema a = sup M.

@ Ze druhé vlastnosti suprema plyne, Ze v libovolném levém okoli
U(a—) leZi alespon jedno ay,

@ takZe vzhledem k monotonnosti {a, } leZi v U(a—) skoro viechny
Cleny posloupnosti {an}.

O

v

Jifi Figer (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09  31/43



Aritmetické operace s posloupnostmi

Definice
Operace s posloupnostmi jsou definovany takto:
— néasobenirealnym Cislem c: c - {an} = {c - an};
— aritmetické operace (soucet, rozdil, soucin, podil):
{an} +{bn} = {an +bn}, {an} — {bn} = {an — bn},
{an} - {bn} = {an - bn}, {an} /{bn} = {an/bn}, (pro by # 0);
— opacnéa posloupnost k {an} je {—an};
— reciproké posloupnost k {an} je {1/an} (pro an # 0).
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Véty o limitach
Véta (o limitach souctu, rozdilu, souCinu a podilu)
Necht' lima, = a, limb, = b. Pak plati, pokud vyrazy na pravych
stranach maji v R* smysl:
1) lim(ay + bn) =a+b, lim(a, — b,) =a— b,
2) lim(ap -by) =a-b,
3) prob, #0,b #0jelim(ay/by) = a/b,
4) lim |ap| = |a].

Dikaz.

Ukéazka pro soucet, kde a, b jsou viastni limity:

:n>n; = ap €U(ac/2),
‘n>ny=byeU(b,e/2).
a—c¢/2<a,<a-+¢/2,
b—e/2<by<b+e/2.

Po secteni obou nerovnosti mame (a, +bp) € U(a + b, ¢). O
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Véty o limitach

Uloha
Dokazte vétu pro soucet, kde a je vlastni limita a b = +oo.

Véta (limita nerovnosti)

Necht' lima, = a, limb, = b a pro nekone¢né mnoho n plati a, < by,.

Pak a < b.

Dillkaz sporem.

Kdyby bylo a > b, existovala by disjunktni okoli U(a), U(b) tak, Ze
¥x € U(a)Vy € U(b) by platilo x > y. Pro skoro vSechna n je vSak
an € U(a), b, € U(b), tedy by platilo a, > by, coZ dava spor s
predpokladem véty.
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Véta o tfech limitach

Pro konvergentni posloupnosti {a,}, {bn} zfejmé plati, Ze kdyZ pro
nekone¢né& mnoho ¢&lenl je a, < b, a pro nekoneé¢né& mnoho ¢lent je
an > bp, paka=nb.

Véta (véta o tfech limitach)

Necht lima, = a, limb, = a a necht pro skoro vSechna n je
an < ¢p < by. Paklime, = a.

Princip dikazu.

Podle definice limity patfi do libovolného okoli U (a) skoro vSechny
Cleny posloupnosti {a,} a také skoro vSechny cleny posloupnosti {by}.
Proto do U (a) patfi také skoro vSechny €leny posloupnosti {c,}. O
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Véta o tfech limitach

Pro nevlastni limity méa véta o tfech limitdch (zvané téZ véta o tfech
posloupnostech) specialni tvar. Je-li totiz lima, = +o0, lze brat za b,
posloupnost {+oc0}, proto z nerovnosti ay < ¢, plyne limc, = +oc.
Podobné Ize vétu o tfech limitach upravit pro nevlastni limitu —oo.
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Limes inferior a limes superior

UvaZujme onmezenou posloupnost {a}.
Pro n € N definujeme posloupnosti {an} a {fn}:
an = inf{an,any1,8n42,. .}, fn = sup{an,ani1,an42,- -} -

Uloha

Urcete tfi prni Cleny posloupnosti {a,} a {3,} pro posloupnost

(=)
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Limes inferior a limes superior

Uloha

Urcete tfi prni Cleny posloupnosti {a,} a {3,} pro posloupnost

{met )

ReSeni.
_ 1111 11 11 1
a1 = 27 3’ 4] 57 6’ 7a 87 9 - 2a
11111 11 ) 1
Gy = 3 4’ 57 6’ 77 87 9 - 4’
_ o f 11 11 11 ) 1
az = 4] 5’ 67 77 8’ 9 - 4]
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Limes inferior a limes superior

Uloha

Urcete tfi prni Cleny posloupnosti {a,} a {3,} pro posloupnost

{met )

ReSeni.
g _ supf il 11 11 11 1 1
1 — p 2’ 37 4] 57 67 77 87 9 — 3a
G o— spdl 11 11 11 1 1
2 — p 37 47 5 67 7' 8’9 - 37
4 — supf il 11 11 1 1
3 — p 4] 57 6’ 7) 87 9 - 5'
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Limes inferior a limes superior

Z definic {an} a {fn} plyne:
@ ap < ap < G,
@ {an} je neklesajici,
@ {(n} je nerostouci a
@ z omezenosti {an} plyne i omezenost {an} a {Gn},

a tedy jsou obé posloupnosti {an} a {Gn} konvergentni (maji viastni
limitu).
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Limes inferior a limes superior

Definice
Necht posloupnost {a,} je omezena, pak definujeme jeji dolni limitu
(limes inferior)

I|m|nfan = lim an= Ilim inf{a,,apn:1,a8n:2,.-.}
n—-4-o00 n—-4-o00

n—+-00
a jeji horni limitu (limes superior)

limsupan:= lim B, = Ilim sup{an,ani1,ani2,---}-
N— 400 n—-+o0 n—-o0
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Uloha
2n—1
n+1°

n

UrCete dolni a horni limitu posloupnosti (—1)

Reseni.

Zde si opét vypiSeme nékolik prvnich ¢lenl studované posloupnosti:

_1 3 _5 7 _9 11 _13 15 _17 19 _1997 1999
2’3" 4’5" 6’7’ 89’ 10’11 ’ 1000’1001’
Zfejmé
I|m lan| =2, ale samotna lim a, neexistuje.
n—+ n—+-00
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Uloha
2n -1

Urcete dolni a horni limitu posloupnosti (—1)" nrL

Reseni.
Odvodime omezenost:

'(_1)n2n—1‘_2n—1<2n+2_

n+1| n+1 — n+1 7
a tak 5 q
n_
2 (-1 <2
< (DT <

Posloupnost je tedy omezena — existence dolni a horni limity je tedy
zajisténa.

O

v
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Uloha
< . P . n2n—1
UrCete dolni a horni limitu posloupnosti (—1) L

Reseni.
liminfa, = Iim a,= Ilim inf{a,a a
et n e L0 n s { n, An+1, An+2, }
= lim -2=-2,
n—+oo
limsupa, := lim B, = lim sup{an,ani1,ani2,---}
N—-+o00 n—-oo n—-+oo
= lim 2 =2.
n—-+oo
OJ
V.
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Nulové posloupnosti

@ Jsou to posloupnosti, kde lima, = 0.

@ Nulové posloupnosti fakticky nejsou jen zvlastnim pfipadem
konvergentnich posloupnosti, ale i naopak,

@ konvergenci bychom mohli definovat uzitim nulovych posloupnosti
podle véty:

Véta J

an—a< (ap—a)—0.
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Véty o limitach nulovych posloupnosti

Véta
Jestlize a, — a, pak |an| — |a. J

Tato véta neplati pro a # 0 naopak, ale pro a = 0 ano.
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Véty o limitach nulovych posloupnosti

Véta

o 1 .
Jestlize |ap| — +00, je . posloupnost nulova.
n

Jestlize jmenovatel zlomku konverguije k nule, je situace slozitéjsi:
Véta
Je-livn e N a, >0,a, — 0, pak 1/a, — +oo,

ahp<0,a,—0, pak 1/a, — —o0,
apn #0,a, — 0, pak 1/|ap| — oc.
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Véty o limitach nulovych posloupnosti

Nulovych posloupnosti se s vyhodou vyuZiva pfi vypoctech limit.

_ 6n%2+n
@ Vypoctéte Iim -———.
yp n—+oo 4n2 + 5

o Vypottete lim 0.2 152" —4
yp notoo 220+1 _on 4 15 °

o Vypoitste lim -+ 150
yp nise nZ— 0,25

n3 —8n

° <o
VypocCtéte . T

li
=

00 9n2 +10°

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09

48/43



Posloupnosti v praxi

@ Usporadané n-tice pouziva nazev konecné posloupnosti, ktery
zC€asti navozuje pouziti posloupnosti v praxi.

@ Zname nékolik prvnich ¢lend a,, a5 , as, . .., a, néjaké
posloupnosti.

@ Pomoci této znalosti chceme zjistit, zkonstruovat nebo
pfedpovédét jeji dalsi Clen ap, ;.

@ MuUzZe jit o posloupnost penéznich ¢astek, (¢asovou) posloupnost
Gdajd o objemu vyroby, posloupnost ¢asovych terminli nebo
intervald ad.

@ Problémem je, jak urcit dalSi €len (nebo alespon jeho pfibliznou
hodnotu) ze znalosti pfedchozich.

@ MdZe jit o nalezeni vzorce pro n-ty ¢len, rekurentniho pravidla
nebo i o jiny postup.
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Nékteré vyznamné limity
Véta
Ya>0: lim Va=1.

n—-+400

Princip diikazu.

@ Pro a > 1 polozime Va=1+u,, zfejméu, > 0.
Podle Bernoulliovy nerovnostije a = (1 + up)" > 1 +n - up, odkud

0<un< a%1, podle V3L je up — O.

. . . 1
@ Pro a < 1 pouzijeme predchozi pro ~
pro a = 1 je vysledek zfejmy.

Véta (Bernoulliova nerovnost)
VheR,h>-1,h#0,¥vneN,n>2platiV(n): (1+h)">1+nh.




Nékteré vyznamné limity

Podobné Ize uzitim vhodnych odhad{ odvodit nasledujici dvé limity:

Véta
lim ¥/n=1.

nN—-o00

Véta
an
vVa>1vk >0: Ilim — = too.
n—-+oo N

(Rikame, Ze exponenciala a" roste k +oco rychleji nez mocnina nk.)
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Uloha

. log., n
Dokazte, ZzeVa > 1: Ilim 9%, N =0.

n—-+oo n

Reseni.
@ ProVe > 0je a® > 1, takze
@ pro skoro vdechnan plati 1 < ¥/n < a®.
@ zlogaritmovanim nerovnosti pfi zakladu a dostaneme:

1
log, 1 < log, ¥/n < log, a°, log, 1 < log, nn < log, a°,
1 log, n
O<ﬁlogan<alogaa, 0< Ha <e,
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Uloha

o . q"
Vypoctéte nﬂrpoo ol kde q > 0.

Rikame, Ze faktorial roste k +oo rychleji nez exponenciala q".

Reseni.
@ Pro g <1 je tato limita rovna O.
@ Prog>1jdeotyp [ ] (nelze pouZit vétu o limité podilu).

@ Oznatme ap= % pak an, 1 =

Agggg,a_,

n+1 "

@ pro skoro vSechna n je posloupnost {a,} klesajici a zdola
omezena (nulou), takZze ma limitu; oznacme ji a.

@ Prejdeme-li v rovnosti k limité, mame a=0.
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Uloha

Ukazte, Ze kazdé iracionalni Cislo je limitou neklesajici posloupnosti
racionalnich &isel; najdéte tyto posloupnosti pror = 7, s = /2.

Reseni.
Lze uvazovat napfiklad posloupnost dolnich desetinnych
aproximaci. Ol
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DalSi typy posloupnosti v MA

Posloupnosti mnoZzin (napf. intervall),
posloupnosti funkci, ad.
Definice téchto posloupnosti vytvofime podle stejného schématu.

Napriklad posloupnost funkci definujeme jako zobrazeni mnoziny
N do mnoziny vSech funkci.

6 © 6 ¢

@ Pracujeme-li s jinymi posloupnostmi nez s posloupnostmi
Ciselnymi, je tfeba dbat na korektnost definice posloupnosti,
pfipadné jeji limity.
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Eulerovo Cislo e

Funkce y = e* afunkce y = Inx (= log, x) patfi k

vvvvvv

pfipadech je zakladem Eulerovo Cislo e.

1 n
e:= Ilim (1 + >
n—-+o00 n

Abychom tuto definici mohli povazovat za korektni, je tfeba dokazat,
Ze uvedena posloupnost {an} je konvergentni:

© dokazeme, Ze tato posloupnost je rostouci,
@ dokazeme, Ze je shora omezena.

Existence konecné limity pak plyne z véty o limité monotonni
posloupnosti.
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{(1 + %)n} je rostouci

Podle binomické véty je

a_lln_lnl n\ 1 n\ 1
=R T a2t )

Prvni dva €leny souctu na pravé strané jsou rovny 1, pro kazdy dalsi
¢len provedeme Upravu

(n) 1 n! 1 nn-1)---(n—-k+1) 1

nk — ki(n—k) nk nk k!

) )

Pro posloupnost {a,} tak plati, Ze kazdy jeji ¢len a, je sou€temn + 1

kladnych vyraz{, v nichZ jsou Cinitelé tvaru (1 — Jﬁ .

. —
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n + 1 vyrazu s Ciniteli tvaru (1 - L)

an = 1+ (ML ny 1
n = +1n++nnn

_ n+1 1 n+1 1
an+1 = 1+( 1 >n+1++<n+1>(n+l)n+l

n + 2 vyrazU s Ciniteli tvaru (1 — J)
n+1

L ] i , . . ,
Jelikoz (1 — —— 1- =] anavicv a e o jeden kladn

[ Z( n+1>>( n) VICVan;1)€0] y
sCitanec vic, je

Any1 > aAn

a posloupnost {a,} je rostouci.
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{(1 + %)n} je shora omezena

Ve vyrazu pro a, nahradime vSechny ,zavorky* (1 — nil) Cislem 1

e O O R G E R

takze plati

1 1 1 1 1
an <bp=1+1+-4++- o <1+1+ + e+

21731 2 22 o1 <3

Zaveér: Podle véty o limité monoténni posloupnosti existuje limita

posloupnosti {a, }; nazyvame ji Eulerovo Cislo a oznacujeme ji e;
z pfedchoziho plyne, Ze 2 < e < 3.
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Vypocet Cisla e

Hodnotu Cisla e Ize vcelku snadno urcit jako soucet Ciselné fady.
Vidime, Ze pro konstantni k < n plati

1\ 1 1 2 k—1\ 1
e (D) e (1) (1-2) o (150

Odsud pro n — +0o0 mame e > by, takZe plati a, < b, < e; podle véty
o tfech limitach pak je limy_, ;- by = €. Pfitom by, je podle své definice
tzv. n-tym ¢astecnym souctem fady, takze

n
e= lim l—i—l —1+1—|—1+ - =2,7182818284590. ..
n—+o0 n 21

Tato fada ,dosti rychle” konverguje a ma jednoduchy algoritmus
vypocdtu ¢lent, takZe vypocet hodnoty Cisla e na zadany pocet
desetinnych mist Ize provést vcelku rychle.
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