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Zakladni véty diferencialniho poctu
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Uvod

Véta (Fermatova)
- f je definovana na M

- a nabyva v nékterém vnitfnim bodé xo € M své nejvétsi nebo
nejmensi hodnoty.

O Mé-li f vbodé xq derivaci, pak f'(xg) = 0.

Princip diikazu pro nejvétsi hodnotu

f(x) = f(xo)

- Sledujeme znaménko podilu X
—Xo

d(x) =
- v levém okoli bodu xo:  d(x) >0
d

- v pravém okoli bodu Xg: (x)<0

© Ztoho pak plyne  f'(xq) = Jim d(x) =0.

—X0
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Uvod

@ Fermatovu vétu Ize vztahnout na lokalni extrém a jeho okoli,
@ ma tedy lokalni charakter a Ize ji formulovat takto:

@ ma-li funkce f v bodé xg lokalni extrém a ma v ném derivaci,
pak se tato derivace rovna nule.

Véta
Nutnou podminkou existence lokalniho extrému funkce f v bodé xg je,
Ze v ném derivace f’(xo)

@ bud neexistuje

@ nebo je rovna nule.

v

Pro diferencovatelnou funkci f je nutnou podminkou rovnost f/(xg) = 0.
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Véty o stfedni hodnoté

TFi véty,
@ Rolleova,
@ Lagrangeova,
@ Cauchyova,
jsou obvykle nazyvany
@ vétami o stfedni hodnoté diferencialniho poctu.

VSechny tfi véty o stfedni hodnoté jsou navzajem ekvivalentni.

Jadremje véta Lagrangeova.
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Véty o stfedni hodnoté

Véta (Lagrangeova)

Necht funkce f
1) je spojita na intervalu (a, b),
2) ma derivaci na intervalu (a, b),

f(b) —f(a)

Pak existuje bod tak, Ze plati

=1'(¢)
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Véty o stfedni hodnoté

Lagrangeova véta se pouziva v rliznych tvarech; nékteré uvedeme.

o ’a:xo, b:x0+Ax‘:

Pak existuje [0 € (0,1)|;

f(x) = f(Xo) +f'(Xo + 0(X —Xo)) - (X — Xo)

f(xo + Ax) = f(Xg) + f'(Xo + OAX) - AX.

@ Jiny zapis:

Ay = f'(Xg + 0AX) - AX,

ukazuje, pro¢ se Lagrangeové véteé fika téz veta o pririistku funkce,
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Nékteré disledky vét o stfedni hodnoté

Nejprve uvedeme dva typické dlsledky vét o stfedni hodnoté;

@ na jednom je zaloZen pojem neur ¢i t eho i ntegral u,

@ druhy umoziuje jednoduchy vypocet |imt funkci.
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Nékteré disledky vét o stfedni hodnoté

Véta (o konstantni funkci)

Funkce f j e naintervalu (a,b) konst ant ni <
@ nma na (a,b) deri vaci
@ aVx € (a,b) plati f'(x) = 0.

Dusledek

@ Maji-li dvé funkce f, g na (a, b) stejné derivace, tj.

pak se na tomto intervalu lisi jen o konstantu, tj.

dC e R

tak, Ze na (a,b) je f(x)=9(x)+ C.
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Nékteré disledky vét o stfedni hodnoté

L PV 0 . .
Nasledujici véta se tyka vypoctu limit typu {O} Podobné tvrzeni Ize

vyslovit i pro limity typu [g} a obé pak pouZit k vipoctu nékolika
dal$ich typd limit.
Véta (L'Hospitalovo pravidlo)
Necht
1) funkce f, g maji derivace v P(a), kde a € R*,
2) )!anaf(x) =0, )!anag(x) =0,

()

3) existuje vlastni nebo nevlastni | lim =
x—a g'(X)

1 S
o [x=ag(x) K
Pak existuje i arovna se .
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L'Hospitalovo pravidlo

Uloha

arctg(x — 2)

™ W . 1
Vypoctéte >!|an Z H

Uloha

.
Vypoctéte lim X [1]
Xx—1 1

Uloha

Vypodtste lim X T 5x +4
yp x—+oo 3X3 +2x2 +1°

2]
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L'Hospitalovo pravidlo

L'Hospitalovo pravidlo plati i pro jednostranné limity.

Uloha
x , In x
Vypoctéte lim . [0]
x—0+ COtg X
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L'Hospitalovo pravidlo

@ L'Hospitalovo pravidlo neplati naopak a to v tomto smyslu:
z existence limity podilu funkci neplyne existence limity podilu
jejich derivaci  nebo, coZ je totéZ, z neexistence limity podilu
derivaci jesté neplyne neexistence limity podilu funkci.

sin|x|
]

@ Nékdy je potfebné pouzit 'Hospitalovo pravidlo i vicekrat,
pfipadné provadét pfi vypocltu Upravy, které postup zjednodusi.

@ Napfiklad lim
x—0

Uloha

1 — cos 3x
Vypodtéte lim —————= [2
& x—0  sinZx 3]
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L'Hospitalovo pravidlo

@ Pfi vypoctu limit typu m soucinu funkci f - g upravime
soucin funkci na podil

nebo naopak

Q|| —h
-] Q

tak, aby to bylo vhodné pro pouziti I'Hospitalova pravidla

@ tedy napfriklad funkci logaritmickou je zpravidla nejvhodnégjsi
nechat v Citateli.

Uloha

Vypoctéte lim xInx. [O]
X—0+
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L'Hospitalovo pravidlo

Pocitame-li limitu typu [co — co] rozdilu funkci f — g, upravime rozdil
funkci na podil:

Qlr
|
=+l

f—g=

|
|

Qlr|

=

Uloha

1
Vypodtéte lim ( cotg?x — — |.
yp XHO( g x2>

Reseni.

2 .1 . : : . .
—§; pred pouzitim I'Hospitalova pravidla nejprve ziskany zlomek
vhodné rozloZime na soucin funkci. O
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L'Hospitalovo pravidlo

U limit typu

[0°], [°] @ [1%]

postupujeme tak, Ze tuto funkci nejprve upravime na tvar ,
limitu pfeneseme do exponentu (podle véty o limité sloZené funkce) a

v exponentu dostaneme limitu typu | [0 - o<] |

pro funkce

Uloha
Vypoététe lim xS"*. 1]
x—0+
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Uziti diferencialniho poctu

. -
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Monotoénnost funkce

@ P¥i vySetfovani priibéhu funkce se také zjistuje, zda je dana
funkce v nékterém intervalu nebo bodé monoténni.

@ ZjiStovani monotdnnosti funkce pomoci derivace funkce.

Véta

Jestlize existuje okoli U(xg) € D(f) af’(xg) > 0, pak f je rostouci
v bodé xg.

Princip dlkazu.

o f/(xo) >0 = v jistém okoli U(xo) je také w 0.
— A0

O]

v
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Obrazek: Grafy funkci rostoucich vbod& 0: y =x3 a y = 2x + [x|.

@ Tato véta vyjadfuje jen postacujici podminku, neplati obracené.

@ Funkce rostouci v bodé mdZe mit i nulovou derivaci nebo derivaci
nemit (viz obr.).

@ Podobné vysledky plati i pro funkce klesajici v bodé a pro
zapornou derivaci.
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Stacionarni bod funkce

Xo je stacionarnim bodem funkce f < f’(xo) = 0. J

@ Ve stacionarnim bodé mdize byt funkce

» rostouct,
» klesajici

» nebo v ném nemusi byt monotonni.
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Véta (o monotodnnosti na intervalu)
Méa-li funkce f derivaci na (a,b), pak plati:

1) Funkce f je na (a,b):

neklesajici <= Vxe(a,b)je f'(x)>0
nerostouci <= Vx € (a,b)je f/(x)<O.

2) Funkce f je na (a,b):

rostouci <= Vxe (a,b)je f'(x)>0

klesajici <= Vx € (a,b)je f'(x) <0,

pficemz neexistuje (o, ) C (a,b); ¥x € (o, 8) f/(x) = 0.
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Uloha J

VySettete intervaly monotonnosti funkce f:y =x%e X,

Regeni.
D(f) =R.
y'=(@2x —x?)e*=x(2-x)e *.

intervaly:

(1) (—00,0): y’ <0 (nulovav jediném bodé) =— f je klesajici,

(2) (0,2): 'y’ >0 (nulovave dvou bodech) = f je rostouci,

(3) (2,400): y’' <0 (nulovav jediném bodé) — f je klesajici.
[

v
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Obrazek: Grafy funkciy = x?e™ a y’ = x(2 — x) e~ * z (lohy.

o <D
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Lokalni extrémy
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xo
@ | okal ni mi ni rum
AU (Xp), VX € U(xg) :  f(x) > f(Xp),

@ | okal ni maxi mum
AU (Xp), VX € U(Xg) :  f(x) < f(Xp).

@ ostre |l okalni m ni num
P (Xp), VX € P(Xp) :  f(x) > f(xo),

@ ostre | okani maxi mum
P (Xp), VX € P(Xp) :  f(x) < f(Xo).

Ma-li funkce f v bodé xg | okal ni m ni mum resp. | okal ni

maxi mum fikame, Ze f ma v bodé Xg LOKALNI EXTREM.

Jifi FiSer (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MA2AA

ZS09

2471



Nutna podminka existence lokalniho extrému:

@ Ma-li funkce f v bodé xq lokalni extrém a existuje-li f'(xg), pak
f/(Xo) =0.

@ Funkce tedy miZe mit extrém jen ve stacionarnim bodé nebo v
bodé, v némz nema derivaci (jako tomu je napf. u funkce y = |x|).
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Postup pfi uréovani lokalnich extrémi

@ Najdeme body, v nichz miZe nastat extrém,
tj. body, v nichZ je derivace funkce rovna nule (body stacionéarni)
nebo v nichZ derivace neexistuje; oznacime Xg.

@ Dal3i mozny postup:
(1) Uziti monotbnnosti v okoli bodu Xg
(2) Uziti 1. derivace v okoli bodu xg
(3) Uziti 2. derivace v bodé xg
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(1) Uziti monotonnosti v okoli bodu xg

Necht f je spojita v xg a existuje okoli U(xq) C D(f).
@ Je-li f rostouci v P(xp—)
@ aklesajici v P(xp+),

ma funkce f v bodé xq (ostré) lokalni maximum.
Podobné Ize formulovat dalSi pfipady:

- ostré lokalni minimum,
- neostré extrémy

- a prfipad, kdy extrém neexistuje.
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(2) Uziti 1. derivace v okoli bodu xq

@ f je spojita v xg

@ a existuje okoli P(xp) C D(f), v némZ ma funkce f derivaci.
Je-li

@ f/(x) >0V P(xo—)

@ af’/(x) <0OvP(Xo+),

ma funkce f v bodé X (ostré) lokalni maximum.

Podobné Ize formulovat dalSi pfipady.
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(3) Uziti 2. derivace v bodé xq

@ f ma derivaci v néjakém okoli U (xp) C D(f)
@ a existuje f”(xp).

Je-li
@ (x0) <0,

ma funkce f v bodé xq (ostré) lokalni maximum,

je-li
@ f’(xg) > 0,
ma funkce f v bodé xq (ostré) lokalni minimum.
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Uloha
Zjistéte extréem funkce f:y =xe™*.

Reseni.
oy =(1-x)e™*
@y =0proxg=1.
oy'=(x-2)e

oy’/(1)=—-e1<0 = fmavbodé 1 lokalni maximum.
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-1 +

Obrazek: Graf funkce y = x e* s lokalnim maximem v bodé 1.
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Pozor: f”(xg) = 0 neznamena neexistenci extrému.

Jestlize funkce f ma derivace v U(xp) a plati (n > 1)

F(x0) = F(x0) = - = f"D(x0) =0, M (xg) #0,

pak
(1) pro n sudé existuje v bodé xy extrém:

» | okal ni maxi mumpro  f(M(x0) <O,

» | okal ni mini mumpro (M (xp) > 0.

(2) pronlichél okal ni extréemv bodé xg neexi st uj e.
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Uloha
VySetfete extrém funkce f :y = x°.

Resent.
@ Mame y’ = 5x*#, stacionarni bod 0.
@ y” =20x3,y"(0) =0,
@ y" =60x2,y"(0) =0,
o y® =120x, y*¥(0) =0,
o y® =120 > 0.
@ Prvni nenulova derivace je lichého fadu, tedy extrém neexistuje.

O

v
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—1 -

Obréazek: Graf funkce y = x° bez lokalniho extrému v bodé 0.
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Nejvétsi a nejmensi hodnota funkce na intervalu

Mgj me funkci f definovanou a spojitou na (a,b).

@ Podle 2.Weierstrassovy véty nabyva funkce f
- v nékterém bodé ¢, své nejvétsi hodnoty
- a v nékterém bodé c, své nejmensi hodnoty.

@ Jiné nazvy: absolutni extrémy, globalni extrémy.

@ Kazdy z bodl cy, ¢, pfitom mlze byt vnitinim nebo krajnim bodem
intervalu (a, b).

@ Pokud je ¢; vnitinim bodem, je to soucasné bod, v némZ nastava
lokani extrém,

- tedy stacionarni bod
- nebo bod, v némz neexistuje derivace.
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Postup pfi ur€ovani nejvétsi a nejmensi hodnoty
funkce na uzavieném intervalu (a, b)

(1) Ur¢ime vSechny stacionarni body a body, v nichz neexistuje
derivace a vypocteme v nich funk¢ni hodnoty.

(2) Vypocteme funkeni hodnoty v bodech a, b.

(3) Maximum mnoziny vSech téchto hodnot funkce z (1) a (2) je
nejvétsi hodnotou funkce na (a, b),

(4) minimum mnoziny vSech téchto hodnot funkce z (1) a (2) je
nejmensi hodnotou funkce na (a, b).

Tedy: neni treba urCovat lokalni extrémy.
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Uloha

Mame uréit nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f:y =x3 —3x + 1
naintervalu (0, 2).

Resent.
@ y' =3x2 — 3; f mana (0,2) jediny stacionarni bod 1.
-f(l)=-1
- f(0) =1,
- f(2) =3.

@ Funkce f tedy nabyva nejvétsi hodnoty 3 v bodé 2 a nejmensi
hodnoty —1 v bodé 1.
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-1 +

Obrazek: Globalni extrémy funkce y = x3 — 3x + 1 naintervalu (0, 2).
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Konvexnost a konkavnost

Véta (1.véta o konvexnosti a konkavnosti)
@ Necht funkce f ma na intervalu (a,b) derivaci f’.
Pak funkce f je na (a, b) konvexni (konkavni) < je
@ f' na (a,b) rostouci (klesajici).

10 +
5 <+

Obréazek: Graf funkce y = x° a jeji prvni derivace y = 3x2.
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Konvexnost a konkavnost

Na funkci f’ Ize nyni pouzit vétu o monoténnosti na intervalu:

Véta (2. véta o konvexnosti a konkavnosti)
Ma-li funkce f druhou derivaci na (a, b),

pak tato funkce je na (a,b) konvexni (konkévni) =

@ Vx € (a,b) je f’(x) >0 <f”(x) < 0>,

@ pfiCemzZ neexistuje interval («, 3) C (a,b) tak, aby
vx € (o, 3) bylo f”(x) =0.

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MA2AA Zs09



Inflexe a inflexni body

Definice
Rikame, Ze funkce f mavbodé x, inflexi —
@ maderivaci f'(xg) aje

- vlevém okoli U(xo—) konvexni (konkévn’l)

- av pravém okoli U(xp+) konkavni (konvexni).

Bod [xo,f(xp)] roviny se nazyva inflexnibod funkce f,
resp. grafu funkce f.
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Inflexe a inflexni body

Obrazek: Graf funkce y = x3, inflexniho bodu (0;0) a inflexni teény y = 0.

@ Vinflexnim bodé& pfechazi funkce z konvexniho priibéhu na
konkéavni nebo naopak.

@ Inflexni te€na v bodé ,dotyku“ graf pfechazi z jedné poloroviny do
druhé.

@ Napf. osa x je inflexni te¢nou ke grafu funkce y = x3.
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Véta (vztah inflexe a derivace)

Mé-li funkce f v néjakém okoli U(xo) derivaci f/, pak ma v bodé xq
inflexi & ma f’ v bodé xg lokalni extrém.

Véta (nutna podminka existence inflexe)
Ma-li funkce f v bodé xg inflexi a existuje f”(xo), je f”(xg) = 0.

Didkaz plyne z nutné podminky existence extrému funkce f'.
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Vztah inflexe a derivace Ize dalSimi vétami specifikovat pro pfipad
existence druhé resp. i tfeti derivace.

Véta ((vztah inflexe a druhé derivace)
Ma-li funkce f v néjakém okoli bodu xq derivaci f”

@ a ma-li tato derivace v P(xg—) a P(Xo+) rlizna znaménka,
ma funkce f v bodé xg inflexi.

@ Ma-li f” stejné znaménko v P (xo—) a P(xo+), pak funkce f v bodé
Xo inflexi nema.
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Véta (vztah inflexe a 3. derivace)
@ Ma-li funkce f v néjakém okoli bodu xq derivaci f”,
@ plati f”(xg) =0af”(xo) # 0,
@ pak funkce f ma v bodé xgq inflexi.

@ Tuto vétu bychom mohli rozSifit (podobné jako odpovidajici
pravidlo pro ur€ovani lokalniho extrému) i na pfipad, kdy

f7(x0) =" (xq) = - - =& D(xg) =0, FM(x0) #£0.

@ Pro k liché existuje v bodé x; inflexe,
@ pro k sudé nikoli.
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Uloha
Stanovte konvexnost, konkavnost a inflexi funkce y = xe*.

Reseni.
@ Tato funkce ma potfebné derivace, vypocteme:
oy =(1-x)e’*,
oy’'=(x-2)e % kdee ™ > 0.
@ Prox < 2jey” <0, funkce je konkavni,
@ prox > 2jey” > 0, funkce je konvexni.
@ Pro x = 2 ma funkce inflexi, inflexni bod je [2;2e72].
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-1+

Obrazek: Graf funkce y = x e* s inflexnim bodem [2;2e72].
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Asymptoty

@ Asymptoty jsou pFimky,
- predstavujeme si je jako te¢ny ke grafu funkce v nekonecnu.
- Soufadnicové osy jsou asymptotami grafu funkce y = 1/x.

@ Definujeme asymptoty dvou druhl (avSak z geometrického
hlediska jde o tentyz jev).
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Asymptoty

Obrazek: Asymptoty y = 0 a x = 0 grafu funkce y = .

X
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Asymptoty

Definice

Pfimka x = c se nazyva vertikalni asymptota grafu funkce f <

funkce f mavbodé c al espoh jednu jednostrannou limtu

nevl astni .

@ | nekonecné mnoho: tangens.

@ Kromeé toho nejvySe dvé asymptoty s rovnicemitvaru y = kx +qQ.

Definice

@ Pfimka y = kx + g se nazyva asymptota (se smérnici) grafu

funkce f «—
@ pro x — —oo nebo pro x — +oo je

lim[f (x) — (kx +q)] = 0.
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Asymptoty se smeérnici

Véta (o vypoctu asymptot)
Pfimka y = kx + g je asymptotou grafu funkce f <«

existuji limity (pro x — —oo nebo pro x — +o0)

lim f(Xx) =k a Ilim[f(x)-kx]=gq.
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Prakticky postup v béznych pripadech

1) VySetfime okoli téch hromadnych bodl D(f), které lezi v R — D(f)
- (body nespojitosti - zejména izolované body mnoZiny R — D(f)
nebo krajni body intervaldl, jez jsou soucasti D(f)).
- Zjistime ve kterém z téchto bod{ existuji alespon jednostranné
nevlastni limity.
2) Je-li +00 nebo —oco hromadnym bodem D(f), hledame lim f(Xx)
- Jestlize tato limita (nebo obé) existuje, je to smérnice k asymptot,
pokud asymptoty existuji.
- Déle jesté hledame lim[f(x) — kx] s onim K, jeZ bylo vypocteno v
predchozi limité.
- Existuje-li tato limita, je to q a asymptota existuje.
PFi vypoCtu k = lim @ Ize pouZzit I'Hospitalova pravidla, z néhoz
k = limf’(x). Také tento vztah se Casto vyuziva k vypoctu smérnice
asymptot (ovSem neexistuje-li lim f/(x), neznamena to neexistenci
asymptot).



Uloha

. . X
UrCete asymptoty pro funkci y = > + arctg x.

Reseni.

ok= lim " _ (1+ar°tgx)=1.
X—too X Xx—%oo \ 2 X 2

a . X 1
@ Daleq = )(Erjr[loo (5 + arctgx — EX) = ig

@ Existuji tedy 2 asymptoty:

prox — —oo a

pro x — +oo.

ZS09
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Obrazek: Asymptotyy = — — g ay = g + g grafu funkcey = g + arctg x.

N | X

o = = = DA
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Uloha
Urcete asymptoty pro funkci y = x + /X.

Regeni.

@ Zde je nevlastnim hromadnym bodem D(f) jen +oc.

@ Pocitame

k= fim 2% _14 gim YX_q

X—4oo X X——4o0 X
a :xﬂr—poo(x—i_\/__x) = +00,

@ asymptota neexistuje.
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Obrazek: Graf funkce y = x
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Prlibéh funkce

O vysetrovani priibéhu funkce Ize pojednat dvéma zplisoby:
— uveést vécné, ze kterych ¢innosti se vySetrovani priibéhu funkce
sklada,
— popsat prakticky postup pfi vySetfovani prlibéhu funkce.
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Veécny vycCet Cinnosti pfi vySetfovani PF

1) Defini¢ni obor, body nespoijitosti.

2) Funkéni obor, omezenost; nulové body funkce; intervaly, kde je
funkce kladna, kde je zaporna.

3) Funké&ni vlastnosti funkce: parita, periodi¢nost.

4) Limity (jednostranné) v bodech nespoijitosti funkce, v krajnich
bodech defini¢niho oboru, resp. v —co, +cc.

5) Intervaly monotonnosti (kde funkce roste, kde kles&) nebo
konstantnosti.

6) Lokalni extrémy funkce.
7) Intervaly konvexnosti a konkavnosti.
8) Inflexe, inflexni body grafu funkce.
9) Asymptoty grafu funkce.

10) Sestrojeni grafu funkce.
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Prakticky postup pfi vySetfovani PF

V béZzném pFipadé sleduje i mySlenku spravného a prehledného
zaznamu vysledkd a mezivysledkl do tabulky:
A. Zjistime (daje potfebné pro sestaveni tabulky, sestavime tabulku
a zaznamename do ni dosud znamé (daje o funkci,

B. postupné zjiStujeme dalSi vlastnosti funkce a zaznamenavame je
do tabulky,

C. doplnime (daje potfebné pro sestrojeni grafu a sestrojime graf
funkce.
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Doporucené poradi praci u bodu A.

Al. Provedeme 1 (ur€ime D(f) a body nespojitosti).

A2. Provedeme 3 (stanoveni parity a periodi¢nosti), tj. zjistime, zda
bychom mohli zmenSit rozsah vySetfovani funkce tim, ze se
omezime napf. jen na interval (0, +0c) nebo jen na jednu periodu
u funkce periodické.

A3. Vypocteme 1.derivaci, poloZime ji rovnu 0 a feSenim ziskame
stacionarni body. K nim pfidame ty body z D(f), v nichz 1.
derivace neexistuje. Ma-li funkce lokalni extrém, pak nastane v
nékterém z téchto bodd.

A4. Vypocteme 2. derivaci, poloZime ji rovnu 0 a feSenim ziskame
body, v nichZ mdZe mit funkce inflexi. K nim pfidame ty body z
D(f’), v nichZ 2. derivace neexistuije.

A5. Sestavime tabulku, kde v horizontalnim zahlavi zaznamename
roz€lenéni Ciselné osy s ohledem na Al, A2, A3, A4; ve
vertikalnim zahlavi jsou fadky pro x, y, y’, y”, a pro zaznam
vlastnosti funkce f. Do tabulky pfeneseme Gdaje jiZ zjisténé.
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Doporucené poradi praci u bodu B.

B1. Uzitim znaménka 1. derivace urCime 5 (intervaly monotonnosti).

B2. Na zakladé B1 zjistime 6 (lokalni extrémy), vCetné funkcnich
hodnot v téchto bodech.

B3. UZitim znaménka 2. derivace ur€ime 7 (konvexnost a konkavnost).

B4. Na z&kladé B3 zjistime 8 (inflexi), v€etné funkcnich hodnot v
téchto bodech a hodnot 1. derivaci.

B5. Ur¢ime 9 (asymptoty).
B6. Ur€ime 4 (limity), pokud je to po B5 jesté tfeba.
B7. Ur€¢ime 2 (funkéni obor, nulové body, znaménka funkce).

Jifi Figer (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09  61/1



Doporucené poradi praci u bodu C.

C1. Podle potieby doplnime napf. prisecik grafu funkce s osou y,
hodnoty funkce v dalSich bodech D(f), pfipadné i hodnoty derivaci
(pfipojime k tabulce jako dodatek).

C2. Provedeme bod 10 (sestrojime graf funkce).
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Uloha
Sestavte tabulku pro vySetieni prlibéhu funkce y = x + %

Reseni.
D(f) = (—00,0) U (0, +00), | i cha, graf souneérny podl e potat ku.
y'=1-25;y' =0=x e {-1;1} (stacionami body); y” = 5 # 0.
Sestavime tabulku (napf. jen) pro interval (0, +o0).

X 0 — 0t 0, 1) 1 (1, +o0) | — 400

y nd. | - 400 — 2 — — +00

y | nd | ——o00 <0 0 >0 — +00

y” | nd. | — >0 >0 >0 —

nd. | - 4o klesa lok.min. | roste — +00
fce asymptota i asymptota
x =0 konvexni y = X

Inflexni body neexistu;ji. Ol
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i 1 S
Obrazek: Graf funkcey = x + < vertikalnt asymptota x = 0 a asymptota se
smérnici y = x.
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Uziti extrémut funkci

Na vypocet extrémi vede fada praktickych tloh.
Uloha

@ Ze Ctvercového listu papiru o strané Iﬂ ma byt po vystfizeni
< g y ; . : o
CtvereCku (o strané v rozich sloZena krabice o maximalnim
objemu.

@ Vypoctéte stranu Gtvereckd, jeZ maji byt v rozich vystfizeny a
rozmeéry vysledné krabice.
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Obrazek: Budouci krabice o0 maximalnim objemu
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Reseni.
Vysledna krabice ma rozméry
(a—2x) x (a—2x) x X.

Jeji objem je tedy:

V =(a—2x)’x, xe¢ (O; E)

2
a a
V' =12x? —8ax +a’ =0 — Xi=g Xe=s
(x> nevyhovuje praktické tloze);
2a x 2a x %al
@ rozmeéry krabice jsou )
@ vyska je rovna Ctvrtiné Sirky ¢tvercového dna.
D)
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Uziti extrémut funkci

Uloha

@ Pracovisté je v konstantni vzdalenosti IE' od primétu svétla na
vodorovnou rovinu.

v s e N . .
@ P¥Fi jaké vySce svétla je osvétleni pracovisté maximalni?
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Obrazek: Intenzita osvétleni

=] = = E na
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Resent.
Intenzita osvétleni zavisi na vstupnich podminkach takto:

sing
l=c 7
kde .
singo:F a r=+vh?+a?
takZe | = I(h); po dosazeni
h
l=c e
(h? + a?)?
2 2
== o) — h=2~o07a
(h? + a2)2 V2
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Uziti extrémut funkci

Uloha

P=k-u-(v—-u
@ Vykon Peltonova kola je , kde

- @ je obvodova rychlost Peltonova kola a
- je rychlost vodniho paprsku.

@ P¥i jaké rychlosti je vykon Peltonovy turbiny maximalni?

Regeni.

c
I
N <

P=P(u), P’ =kv-2ku(=0) —
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UzZiti extrému funkci

Obréazek: P¥ili§ mnoho plechu.

Uloha

UrCete rozméry konzerv tvaru rotacniho valce o daném objemu
tak, aby se pfi jejich vyrobé spotfebovalo co nejmensi mnozstvi
plechu.
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Redeni.

i . S:27rxv+27rx2I
@ Hleda se minimum funkce , kde

— [x]je polomér dna konzervy a
— |v]vySka konzervy,

— za podminky, Ze je zadané (tedy konstantni).

Y,
@ Po dosazeni za v z této podminky (v = 7) mame
e

2

2V 2V
S = =t 27x%, odkud S’ = -7+ 47X,

. ; V
Z rovnice mame |xg =\ > |
T

Odsud je
rovna priméru dna.
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