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Základnı́ věty diferenciálnı́ho počtu
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Úvod

Věta (Fermatova)
- f je definována na M

- a nabývá v některém vnitřnı́m bodě x0 ∈ M své největšı́ nebo
nejmenšı́ hodnoty.

♥ Má-li f v bodě x0 derivaci, pak f ′(x0) = 0.

Princip důkazu pro největšı́ hodnotu

- Sledujeme znaménko podı́lu d(x) =
f (x)− f (x0)

x − x0

- v levém okolı́ bodu x0: d(x) ≥ 0

- v pravém okolı́ bodu x0: d(x) ≤ 0

♥ Z toho pak plyne f ′(x0) = lim
x→x0

d(x) = 0.
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Úvod

Fermatovu větu lze vztáhnout na lokálnı́ extrém a jeho okolı́,

má tedy lokálnı́ charakter a lze ji formulovat takto:

má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ extrém a má v něm derivaci,
pak se tato derivace rovná nule.

Věta
Nutnou podmı́nkou existence lokálnı́ho extrému funkce f v bodě x0 je,
že v něm derivace f ′(x0)

bud’ neexistuje

nebo je rovna nule.

Pro diferencovatelnou funkci f je nutnou podmı́nkou rovnost f ′(x0) = 0.
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Věty o střednı́ hodnotě

Tři věty,

Rolleova,

Lagrangeova,

Cauchyova,

jsou obvykle nazývány

větami o střednı́ hodnotě diferenciálnı́ho počtu.

Všechny tři věty o střednı́ hodnotě jsou navzájem ekvivalentnı́.

Jádrem je věta Lagrangeova.
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Věty o střednı́ hodnotě

Věta (Lagrangeova)
Necht’ funkce f

1) je spojitá na intervalu 〈a, b〉,
2) má derivaci na intervalu (a, b),

Pak existuje bod
ξ ∈ (a, b)

tak, že platı́

f (b)− f (a)
b − a

= f ′(ξ)

.
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Věty o střednı́ hodnotě

Lagrangeova věta se použı́vá v různých tvarech; některé uvedeme.

a = x0, b = x0 +∆x :

Pak existuje θ ∈ (0, 1) ;
f (x0 +∆x) = f (x0) + f ′(x0 + θ∆x) ·∆x.

x = x0 +∆x :

f (x) = f (x0) + f ′(x0 + θ(x − x0)) · (x − x0)
.

Jiný zápis:

∆y = f ′(x0 + θ∆x) ·∆x,

ukazuje, proč se Lagrangeově větě řı́ká též věta o přı́růstku funkce.
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Některé důsledky vět o střednı́ hodnotě

Nejprve uvedeme dva typické důsledky vět o střednı́ hodnotě;

na jednom je založen pojem neurčitého integrálu,

druhý umožňuje jednoduchý výpočet limit funkcı́.
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Některé důsledky vět o střednı́ hodnotě

Věta (o konstantnı́ funkci)
Funkce f je na intervalu (a, b) konstantnı́ ⇐⇒

má na (a, b) derivaci

a ∀x ∈ (a, b) platı́ f ′(x) = 0.

Důsledek
Majı́-li dvě funkce f , g na (a, b) stejné derivace, tj.

f ′(x) = g′(x),

pak se na tomto intervalu lišı́ jen o konstantu, tj.

∃C ∈ R tak, že na (a, b) je f (x) = g(x) + C.
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Některé důsledky vět o střednı́ hodnotě

Následujı́cı́ věta se týká výpočtu limit typu
[

0
0

]

. Podobné tvrzenı́ lze

vyslovit i pro limity typu
[∞
∞

]

a obě pak použı́t k výpočtu několika

dalšı́ch typů limit.

Věta (L’Hospitalovo pravidlo)
Necht’

1) funkce f , g majı́ derivace v P(a), kde a ∈ R
∗,

2) lim
x→a

f (x) = 0, lim
x→a

g(x) = 0,

3) existuje vlastnı́ nebo nevlastnı́ lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

= K .

Pak existuje i

lim
x→a

f (x)
g(x)

a rovná se
K

.
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L’Hospitalovo pravidlo

Úloha

Vypočtěte lim
x→2

arctg(x − 2)
x2 − 4

.
[1

4

]

Úloha

Vypočtěte lim
x→1

ln x
x − 1

. [1]

Úloha

Vypočtěte lim
x→+∞

6x2 + 5x + 4
3x3 + 2x2 + 1

. [2]
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L’Hospitalovo pravidlo

L’Hospitalovo pravidlo platı́ i pro jednostranné limity.

Úloha

Vypočtěte lim
x→0+

ln x
cotg x

. [0]
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L’Hospitalovo pravidlo

L’Hospitalovo pravidlo neplatı́ naopak a to v tomto smyslu:
z existence limity podı́lu funkcı́ neplyne existence limity podı́lu
jejich derivacı́ nebo, což je totéž, z neexistence limity podı́lu
derivacı́ ještě neplyne neexistence limity podı́lu funkcı́.

Napřı́klad lim
x→0

sin |x|
|x| = 1.

Někdy je potřebné použı́t l’Hospitalovo pravidlo i vı́cekrát,
přı́padně provádět při výpočtu úpravy, které postup zjednodušı́.

Úloha

Vypočtěte lim
x→0

1 − cos 3x
sin2 x

.
[9

2

]
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L’Hospitalovo pravidlo

Při výpočtu limit typu [0 · ∞] součinu funkcı́ f · g upravı́me
součin funkcı́ na podı́l

f
1
g

nebo naopak
g
1
f

tak, aby to bylo vhodné pro použitı́ l’Hospitalova pravidla

tedy napřı́klad funkci logaritmickou je zpravidla nejvhodnějšı́
nechat v čitateli.

Úloha
Vypočtěte lim

x→0+
x ln x. [0]
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L’Hospitalovo pravidlo

Počı́táme-li limitu typu [∞−∞] rozdı́lu funkcı́ f − g, upravı́me rozdı́l
funkcı́ na podı́l:

f − g =
1
1
f

− 1
1
g

=

1
g − 1

f
1
fg

.

Úloha

Vypočtěte lim
x→0

(

cotg2 x − 1
x2

)

.

Řešenı́.

−2
3

; před použitı́m l’Hospitalova pravidla nejprve zı́skaný zlomek

vhodně rozložı́me na součin funkcı́.
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L’Hospitalovo pravidlo

U limit typu

[00], [∞0] a [1∞]

pro funkce
f g

postupujeme tak, že tuto funkci nejprve upravı́me na tvar eg·ln f (x) ,
limitu přeneseme do exponentu (podle věty o limitě složené funkce) a
v exponentu dostaneme limitu typu [0 · ∞] .

Úloha
Vypočtěte lim

x→0+
xsin x . [1]
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Užitı́ diferenciálnı́ho počtu
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Monotónnost funkce

Při vyšetřovánı́ průběhu funkce se také zjišt’uje, zda je daná
funkce v některém intervalu nebo bodě monotónnı́.

Zjišt’ovánı́ monotónnosti funkce pomocı́ derivace funkce.

Věta
Jestliže existuje okolı́ U(x0) ⊂ D(f ) a f ′(x0) > 0, pak f je rostoucı́
v bodě x0.

Princip důkazu.

f ′(x0) > 0 =⇒ v jistém okolı́ U(x0) je také
f (x)− f (x0)

x − x0
> 0.
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Obrázek: Grafy funkcı́ rostoucı́ch v bodě 0: y = x3 a y = 2x + |x|.

Tato věta vyjadřuje jen postačujı́cı́ podmı́nku, neplatı́ obráceně.

Funkce rostoucı́ v bodě může mı́t i nulovou derivaci nebo derivaci
nemı́t (viz obr.).

Podobné výsledky platı́ i pro funkce klesajı́cı́ v bodě a pro
zápornou derivaci.
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Stacionárnı́ bod funkce

x0 je stacionárnı́m bodem funkce f ⇐⇒ f ′(x0) = 0.

Ve stacionárnı́m bodě může být funkce

◮ rostoucı́,

◮ klesajı́cı́

◮ nebo v něm nemusı́ být monotónnı́.
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Věta (o monotónnosti na intervalu)
Má-li funkce f derivaci na (a, b), pak platı́:

1) Funkce f je na (a, b):

neklesajı́cı́ ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) je f ′(x) ≥ 0
,

nerostoucı́ ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) je f ′(x) ≤ 0.

2) Funkce f je na (a, b):

rostoucı́ ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) je f ′(x) ≥ 0
,

klesajı́cı́ ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) je f ′(x) ≤ 0,

přičemž neexistuje (α, β) ⊂ (a, b); ∀x ∈ (α, β) f ′(x) = 0.
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Úloha

Vyšetřete intervaly monotónnosti funkce f : y = x2 e−x .

Řešenı́.
D(f ) = R.

y ′ = (2x − x2)e−x = x(2 − x)e−x .

intervaly:

(1) (−∞, 0〉: y ′ ≤ 0 (nulová v jediném bodě) =⇒ f je klesajı́cı́,

(2) 〈0, 2〉: y ′ ≥ 0 (nulová ve dvou bodech) =⇒ f je rostoucı́,

(3) 〈2,+∞): y ′ ≤ 0 (nulová v jediném bodě) =⇒ f je klesajı́cı́.
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Obrázek: Grafy funkcı́ y = x2 e−x a y ′ = x(2 − x)e−x z úlohy.
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Lokálnı́ extrémy
Řekneme, že funkce f má v bodě x0

lokálnı́ minimum:

∃U(x0), ∀x ∈ U(x0) : f (x) ≥ f (x0),

lokálnı́ maximum:

∃U(x0), ∀x ∈ U(x0) : f (x) ≤ f (x0).

ostré lokálnı́ minimum:

∃P(x0), ∀x ∈ P(x0) : f (x) > f (x0),

ostré lokánı́ maximum:

∃P(x0), ∀x ∈ P(x0) : f (x) < f (x0).

Má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ minimum, resp. lokálnı́
maximum, řı́káme, že f má v bodě x0 LOKÁLNÍ EXTRÉM.
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Nutná podmı́nka existence lokálnı́ho extrému:

Má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ extrém a existuje-li f ′(x0), pak
f ′(x0) = 0.

Funkce tedy může mı́t extrém jen ve stacionárnı́m bodě nebo v
bodě, v němž nemá derivaci (jako tomu je např. u funkce y = |x|).
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Postup při určovánı́ lokálnı́ch extrémů

Najdeme body, v nichž může nastat extrém,
tj. body, v nichž je derivace funkce rovna nule (body stacionárnı́)
nebo v nichž derivace neexistuje; označı́me x0.

Dalšı́ možný postup:
(1) Užitı́ monotónnosti v okolı́ bodu x0

(2) Užitı́ 1. derivace v okolı́ bodu x0

(3) Užitı́ 2. derivace v bodě x0
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(1) Užitı́ monotónnosti v okolı́ bodu x0

Necht’ f je spojitá v x0 a existuje okolı́ U(x0) ⊂ D(f ).

Je-li f rostoucı́ v P(x0−)
a klesajı́cı́ v P(x0+),

má funkce f v bodě x0 (ostré) lokálnı́ maximum.

Podobně lze formulovat dalšı́ přı́pady:

- ostré lokálnı́ minimum,

- neostré extrémy

- a přı́pad, kdy extrém neexistuje.
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(2) Užitı́ 1. derivace v okolı́ bodu x0

f je spojitá v x0

a existuje okolı́ P(x0) ⊂ D(f ), v němž má funkce f derivaci.

Je-li

f ′(x) > 0 v P(x0−)
a f ′(x) < 0 v P(x0+),

má funkce f v bodě x0 (ostré) lokálnı́ maximum.

Podobně lze formulovat dalšı́ přı́pady.
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(3) Užitı́ 2. derivace v bodě x0

f má derivaci v nějakém okolı́ U(x0) ⊂ D(f )

a existuje f ′′(x0).

Je-li

f ′′(x0) < 0,

má funkce f v bodě x0 (ostré) lokálnı́ maximum,

je-li

f ′′(x0) > 0,

má funkce f v bodě x0 (ostré) lokálnı́ minimum.
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Úloha
Zjistěte extrém funkce f : y = x e−x .

Řešenı́.

y ′ = (1 − x)e−x

y ′ = 0 pro x0 = 1.

y ′′ = (x − 2)e−x .

y ′′(1) = −e−1 < 0 =⇒ f má v bodě 1 lokálnı́ maximum.
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Obrázek: Graf funkce y = x e−x s lokálnı́m maximem v bodě 1.

Jiřı́ Fišer (KMA, PřF UP Olomouc) KMA–MA2AA ZS09 31 / 1



Pozor: f ′′(x0) = 0 neznamená neexistenci extrému.

Jestliže funkce f má derivace v U(x0) a platı́ (n > 1)

f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0,

pak

(1) pro n sudé existuje v bodě x0 extrém:

◮ lokálnı́ maximum pro f (n)(x0) < 0,

◮ lokálnı́ minimum pro f (n)(x0) > 0.

(2) pro n liché lokálnı́ extrém v bodě x0 neexistuje.
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Úloha

Vyšetřete extrém funkce f : y = x5.

Řešenı́.

Máme y ′ = 5x4, stacionárnı́ bod 0.

y ′′ = 20x3, y ′′(0) = 0,

y ′′′ = 60x2, y ′′′(0) = 0,

y (4) = 120x, y (4)(0) = 0,

y (5) = 120 > 0.

Prvnı́ nenulová derivace je lichého řádu, tedy extrém neexistuje.
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Obrázek: Graf funkce y = x5 bez lokálnı́ho extrému v bodě 0.
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Největšı́ a nejmenšı́ hodnota funkce na intervalu

Mějme funkci f definovanou a spojitou na 〈a, b〉.
Podle 2.Weierstrassovy věty nabývá funkce f

- v některém bodě c1 své největšı́ hodnoty

- a v některém bodě c2 své nejmenšı́ hodnoty.

Jiné názvy: absolutnı́ extrémy, globálnı́ extrémy.

Každý z bodů c1, c2 přitom může být vnitřnı́m nebo krajnı́m bodem
intervalu 〈a, b〉.
Pokud je ci vnitřnı́m bodem, je to současně bod, v němž nastává
lokánı́ extrém,

- tedy stacionárnı́ bod

- nebo bod, v němž neexistuje derivace.
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Postup při určovánı́ největšı́ a nejmenšı́ hodnoty
funkce na uzavřeném intervalu 〈a, b〉

(1) Určı́me všechny stacionárnı́ body a body, v nichž neexistuje
derivace a vypočteme v nich funkčnı́ hodnoty.

(2) Vypočteme funkčnı́ hodnoty v bodech a, b.

(3) Maximum množiny všech těchto hodnot funkce z (1) a (2) je
největšı́ hodnotou funkce na 〈a, b〉,

(4) minimum množiny všech těchto hodnot funkce z (1) a (2) je
nejmenšı́ hodnotou funkce na 〈a, b〉.

Tedy: nenı́ třeba určovat lokálnı́ extrémy.
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Úloha

Máme určit největšı́ a nejmenšı́ hodnotu funkce f : y = x3 − 3x + 1
na intervalu 〈0, 2〉.

Řešenı́.

y ′ = 3x2 − 3; f má na 〈0, 2〉 jediný stacionárnı́ bod 1.

- f (1) = −1

- f (0) = 1,

- f (2) = 3.

Funkce f tedy nabývá největšı́ hodnoty 3 v bodě 2 a nejmenšı́
hodnoty −1 v bodě 1.
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Obrázek: Globálnı́ extrémy funkce y = x3 − 3x + 1 na intervalu 〈0, 2〉.
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Konvexnost a konkávnost

Věta (1.věta o konvexnosti a konkávnosti)

Necht’ funkce f má na intervalu (a, b) derivaci f ′.

Pak funkce f je na (a, b) konvexnı́ (konkávnı́) ⇐⇒ je

f ′ na (a, b) rostoucı́ (klesajı́cı́).

5

10

−5
1 2−1−2

Obrázek: Graf funkce y = x3 a jejı́ prvnı́ derivace y = 3x2.
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Konvexnost a konkávnost

Na funkci f ′ lze nynı́ použı́t větu o monotónnosti na intervalu:

Věta (2. věta o konvexnosti a konkávnosti)
Má-li funkce f druhou derivaci na (a, b),

pak tato funkce je na (a, b) konvexnı́
(

konkávnı́
)

⇐⇒

∀x ∈ (a, b) je f ′′(x) ≥ 0
(

f ′′(x) ≤ 0
)

,

přičemž neexistuje interval (α, β) ⊂ (a, b) tak, aby

∀x ∈ (α, β) bylo f ′′(x) = 0.
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Inflexe a inflexnı́ body

Definice

Řı́káme, že funkce f má v bodě x0 inflexi ⇐⇒
má derivaci f ′(x0) a je

- v levém okolı́ U(x0−) konvexnı́
(

konkávnı́
)

- a v pravém okolı́ U(x0+) konkávnı́
(

konvexnı́
)

.

Bod [x0, f (x0)] roviny se nazývá inflexnı́ bod funkce f ,

resp. grafu funkce f .
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Inflexe a inflexnı́ body

5

10

−5
1−1−2

b

Obrázek: Graf funkce y = x3, inflexnı́ho bodu (0;0) a inflexnı́ tečny y ≡ 0.

V inflexnı́m bodě přecházı́ funkce z konvexnı́ho průběhu na
konkávnı́ nebo naopak.

Inflexnı́ tečna v bodě „dotyku“ graf přecházı́ z jedné poloroviny do
druhé.

Např. osa x je inflexnı́ tečnou ke grafu funkce y = x3.
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Věta (vztah inflexe a derivace)

Má-li funkce f v nějakém okolı́ U(x0) derivaci f ′, pak má v bodě x0

inflexi ⇔ má f ′ v bodě x0 lokálnı́ extrém.

Věta (nutná podmı́nka existence inflexe)

Má-li funkce f v bodě x0 inflexi a existuje f ′′(x0), je f ′′(x0) = 0.

Důkaz plyne z nutné podmı́nky existence extrému funkce f ′.
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Vztah inflexe a derivace lze dalšı́mi větami specifikovat pro přı́pad
existence druhé resp. i třetı́ derivace.

Věta ((vztah inflexe a druhé derivace)

Má-li funkce f v nějakém okolı́ bodu x0 derivaci f ′′

a má-li tato derivace v P(x0−) a P(x0+) různá znaménka,
má funkce f v bodě x0 inflexi.

Má-li f ′′ stejné znaménko v P(x0−) a P(x0+), pak funkce f v bodě
x0 inflexi nemá.
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Věta (vztah inflexe a 3. derivace)

Má-li funkce f v nějakém okolı́ bodu x0 derivaci f ′′,

platı́ f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) 6= 0,

pak funkce f má v bodě x0 inflexi.

Tuto větu bychom mohli rozšı́řit (podobně jako odpovı́dajı́cı́
pravidlo pro určovánı́ lokálnı́ho extrému) i na přı́pad, kdy

f ′′(x0) = f ′′′(x0) = · · · = f (k−1)(x0) = 0, f (k)(x0) 6= 0.

Pro k liché existuje v bodě x0 inflexe,

pro k sudé nikoli.
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Úloha
Stanovte konvexnost, konkávnost a inflexi funkce y = x e−x .

Řešenı́.
Tato funkce má potřebné derivace, vypočteme:

y ′ = (1 − x)e−x ,

y ′′ = (x − 2)e−x , kde e−x > 0.

Pro x < 2 je y ′′ < 0, funkce je konkávnı́,

pro x > 2 je y ′′ > 0, funkce je konvexnı́.

Pro x = 2 má funkce inflexi, inflexnı́ bod je [2;2 e−2].
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1

−1

1 2 3 4

Obrázek: Graf funkce y = x e−x s inflexnı́m bodem [2;2 e−2].
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Asymptoty

Asymptoty jsou přı́mky,

- představujeme si je jako tečny ke grafu funkce v nekonečnu.

- Souřadnicové osy jsou asymptotami grafu funkce y = 1/x.

Definujeme asymptoty dvou druhů (avšak z geometrického
hlediska jde o tentýž jev).

Jiřı́ Fišer (KMA, PřF UP Olomouc) KMA–MA2AA ZS09 48 / 1



Asymptoty

2

4

−2

−4

2 4−2−4

Obrázek: Asymptoty y = 0 a x = 0 grafu funkce y = 1
x .
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Asymptoty

Definice
Přı́mka x = c se nazývá vertikálnı́ asymptota grafu funkce f ⇐⇒
funkce f má v bodě c alespoň jednu jednostrannou limitu
nevlastnı́.

I nekonečně mnoho: tangens.

Kromě toho nejvýše dvě asymptoty s rovnicemi tvaru y = kx + q.

Definice
Přı́mka y = kx + q se nazývá asymptota (se směrnicı́) grafu
funkce f ⇐⇒
pro x → −∞ nebo pro x → +∞ je lim[f (x)− (kx + q)] = 0.
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Asymptoty se směrnicı́

Věta (o výpočtu asymptot)
Přı́mka y = kx + q je asymptotou grafu funkce f ⇐⇒
existujı́ limity (pro x → −∞ nebo pro x → +∞)

lim
f (x)

x
= k a lim[f (x)−kx] = q.
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Praktický postup v běžných přı́padech

1) Vyšetřı́me okolı́ těch hromadných bodů D(f ), které ležı́ v R − D(f )
- (body nespojitosti - zejména izolované body množiny R − D(f )

nebo krajnı́ body intervalů, jež jsou součástı́ D(f )).
- Zjistı́me ve kterém z těchto bodů existujı́ alespoň jednostranné

nevlastnı́ limity.

2) Je-li +∞ nebo −∞ hromadným bodem D(f ), hledáme lim
f (x)

x
.

- Jestliže tato limita (nebo obě) existuje, je to směrnice k asymptot,
pokud asymptoty existujı́.

- Dále ještě hledáme lim[f (x)− kx] s onı́m k , jež bylo vypočteno v
předchozı́ limitě.

- Existuje-li tato limita, je to q a asymptota existuje.

Při výpočtu k = lim f (x)
x lze použı́t l’Hospitalova pravidla, z něhož

k = lim f ′(x). Také tento vztah se často využı́vá k výpočtu směrnice
asymptot (ovšem neexistuje-li lim f ′(x), neznamená to neexistenci
asymptot).
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Úloha

Určete asymptoty pro funkci y =
x
2
+ arctg x.

Řešenı́.

k = lim
x→±∞

f (x)
x
= lim

x→±∞

(

1
2
+

arctg x
x

)

=
1
2

.

Dále q = lim
x→±∞

(

x
2
+ arctg x − 1

2
x
)

= ±π

2

Existujı́ tedy 2 asymptoty:

y =
x
2
− π

2
pro x → −∞ a

y =
x
2
+

π

2
pro x → +∞.
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−2

−4

3 6 9−3−6−9

Obrázek: Asymptoty y =
x
2
− π

2
a y =

x
2
+

π

2
grafu funkce y =

x
2
+ arctg x.
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Úloha
Určete asymptoty pro funkci y = x +

√
x.

Řešenı́.
Zde je nevlastnı́m hromadným bodem D(f ) jen +∞.

Počı́táme

k = lim
x→+∞

f (x)
x
= 1+ lim

x→+∞

√
x

x
= 1,

q = lim
x→+∞

(

x +
√

x − x
)

= +∞,

asymptota neexistuje.
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6

9

12

3 6 9
Obrázek: Graf funkce y = x +

√
x je bez asymptot.
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Průběh funkce

O vyšetřovánı́ průběhu funkce lze pojednat dvěma způsoby:

– uvést věcně, ze kterých činnostı́ se vyšetřovánı́ průběhu funkce
skládá,

– popsat praktický postup při vyšetřovánı́ průběhu funkce.
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Věcný výčet činnostı́ při vyšetřovánı́ PF

1) Definičnı́ obor, body nespojitosti.

2) Funkčnı́ obor, omezenost; nulové body funkce; intervaly, kde je
funkce kladná, kde je záporná.

3) Funkčnı́ vlastnosti funkce: parita, periodičnost.

4) Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti funkce, v krajnı́ch
bodech definičnı́ho oboru, resp. v −∞, +∞.

5) Intervaly monotonnosti (kde funkce roste, kde klesá) nebo
konstantnosti.

6) Lokálnı́ extrémy funkce.

7) Intervaly konvexnosti a konkávnosti.

8) Inflexe, inflexnı́ body grafu funkce.

9) Asymptoty grafu funkce.

10) Sestrojenı́ grafu funkce.

Jiřı́ Fišer (KMA, PřF UP Olomouc) KMA–MA2AA ZS09 58 / 1



Praktický postup při vyšetřovánı́ PF

V běžném přı́padě sleduje i myšlenku správného a přehledného
záznamu výsledků a mezivýsledků do tabulky:

A. Zjistı́me údaje potřebné pro sestavenı́ tabulky, sestavı́me tabulku
a zaznamenáme do nı́ dosud známé údaje o funkci,

B. postupně zjišt’ujeme dalšı́ vlastnosti funkce a zaznamenáváme je
do tabulky,

C. doplnı́me údaje potřebné pro sestrojenı́ grafu a sestrojı́me graf
funkce.
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Doporučené pořadı́ pracı́ u bodu A.

A1. Provedeme 1 (určı́me D(f ) a body nespojitosti).
A2. Provedeme 3 (stanovenı́ parity a periodičnosti), tj. zjistı́me, zda

bychom mohli zmenšit rozsah vyšetřovánı́ funkce tı́m, že se
omezı́me např. jen na interval 〈0,+∞) nebo jen na jednu periodu
u funkce periodické.

A3. Vypočteme 1.derivaci, položı́me ji rovnu 0 a řešenı́m zı́skáme
stacionárnı́ body. K nim přidáme ty body z D(f ), v nichž 1.
derivace neexistuje. Má-li funkce lokálnı́ extrém, pak nastane v
některém z těchto bodů.

A4. Vypočteme 2. derivaci, položı́me ji rovnu 0 a řešenı́m zı́skáme
body, v nichž může mı́t funkce inflexi. K nim přidáme ty body z
D(f ′), v nichž 2. derivace neexistuje.

A5. Sestavı́me tabulku, kde v horizontálnı́m záhlavı́ zaznamenáme
rozčleněnı́ čı́selné osy s ohledem na A1, A2, A3, A4; ve
vertikálnı́m záhlavı́ jsou řádky pro x, y , y ′, y ′′, a pro záznam
vlastnostı́ funkce f . Do tabulky přeneseme údaje již zjištěné.
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Doporučené pořadı́ pracı́ u bodu B.

B1. Užitı́m znaménka 1. derivace určı́me 5 (intervaly monotonnosti).

B2. Na základě B1 zjistı́me 6 (lokálnı́ extrémy), včetně funkčnı́ch
hodnot v těchto bodech.

B3. Užitı́m znaménka 2. derivace určı́me 7 (konvexnost a konkávnost).

B4. Na základě B3 zjistı́me 8 (inflexi), včetně funkčnı́ch hodnot v
těchto bodech a hodnot 1. derivacı́.

B5. Určı́me 9 (asymptoty).

B6. Určı́me 4 (limity), pokud je to po B5 ještě třeba.

B7. Určı́me 2 (funkčnı́ obor, nulové body, znaménka funkce).
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Doporučené pořadı́ pracı́ u bodu C.

C1. Podle potřeby doplnı́me např. průsečı́k grafu funkce s osou y ,
hodnoty funkce v dalšı́ch bodech D(f ), přı́padně i hodnoty derivacı́
(připojı́me k tabulce jako dodatek).

C2. Provedeme bod 10 (sestrojı́me graf funkce).
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Úloha

Sestavte tabulku pro vyšetřenı́ průběhu funkce y = x + 1
x .

Řešenı́.
D(f ) = (−∞, 0) ∪ (0,+∞), lichá, graf souměrný podle počátku.
y ′ = 1 − 1

x2 ; y ′ = 0 ⇒ x ∈ {−1;1} (stacionárnı́ body); y ′′ = 2
x3 6= 0.

Sestavı́me tabulku (např. jen) pro interval 〈0,+∞).

x 0 → 0+ (0, 1) 1 (1, +∞) → +∞
y n.d. → +∞ — 2 — → +∞
y′ n.d. → −∞ < 0 0 > 0 → +∞
y ′′ n.d. — > 0 > 0 > 0 —

fce
n.d. → +∞ klesá lok.min. roste → +∞

asymptota
x =0 konvexnı́

asymptota
y = x

Inflexnı́ body neexistujı́.
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Obrázek: Graf funkce y = x +
1
x

, vertikálnı́ asymptota x = 0 a asymptota se

směrnicı́ y = x.
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Užitı́ extrémů funkcı́

Na výpočet extrémů vede řada praktických úloh.

Úloha

Ze čtvercového listu papı́ru o straně
a

má být po vystřiženı́

čtverečků (o straně
x

) v rozı́ch složena krabice o maximálnı́m
objemu.

Vypočtěte stranu čtverečků, jež majı́ být v rozı́ch vystřiženy a
rozměry výsledné krabice.
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x= 1
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2
3a

Obrázek: Budoucı́ krabice o maximálnı́m objemu
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Řešenı́.
Výsledná krabice má rozměry

(a − 2x)× (a − 2x)× x.

Jejı́ objem je tedy:

V = (a − 2x)2x, x ∈
(

0;
a
2

)

V ′ = 12x2 − 8ax + a2 = 0 =⇒ x1 =
a
6

, x2 =
a
2

(x2 nevyhovuje praktické úloze);

rozměry krabice jsou

2
3a × 2

3a × 1
6a

,
výška je rovna čtvrtině šı́řky čtvercového dna.
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Užitı́ extrémů funkcı́

Úloha

Pracoviště je v konstantnı́ vzdálenosti
a

od průmětu světla na
vodorovnou rovinu.

Při jaké výšce
h

světla je osvětlenı́ pracoviště maximálnı́?
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Obrázek: Intenzita osvětlenı́
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Řešenı́.
Intenzita osvětlenı́ závisı́ na vstupnı́ch podmı́nkách takto:

I = c
sin ϕ

r2 ,

kde

sin ϕ =
h
r

a r =
√

h2 + a2,

takže I = I(h); po dosazenı́

I = c
h

(

h2 + a2
)

3
2

.

I ′ = c
a2 − 2h2

(

h2 + a2
)

3
2

(= 0) =⇒ h =
a√
2
≈ 0, 7a.
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Užitı́ extrémů funkcı́

Úloha

Výkon Peltonova kola je
P = k · u · (v − u)

, kde

– u je obvodová rychlost Peltonova kola a

– v je rychlost vodnı́ho paprsku.

Při jaké rychlosti
u

je výkon Peltonovy turbiny maximálnı́?

Řešenı́.

P = P(u), P ′ = kv − 2ku(= 0) =⇒
u =

v
2

.
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Užitı́ extrémů funkcı́

Obrázek: Přı́liš mnoho plechu.

Úloha

Určete rozměry konzerv tvaru rotačnı́ho válce o daném objemu
V

tak, aby se při jejich výrobě spotřebovalo co nejmenšı́ množstvı́
plechu.
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Řešenı́.

Hledá se minimum funkce
S = 2πxv + 2πx2

, kde

– x je poloměr dna konzervy a

– v výška konzervy,

– za podmı́nky, že V = πx2v je zadané (tedy konstantnı́).

Po dosazenı́ za v z této podmı́nky (v =
V

πx2 ) máme

S =
2V
x
+ 2πx2, odkud S′ = −2V

x2 + 4πx.

Z rovnice S′ = 0 máme x0 =
3

√

V
2π

.

Odsud je

v0 =
V

πx2
0

= · · · = 2 3

√

V
2π
= 2x0

: výška konzervy je
rovna průměru dna.
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