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Spojitost funkce

v

@ Spojitost patfi k nejvyznamnéjSim vlastnostem funkci.

@ Setkavame se s ni — jako s poZadovanou vlastnosti funkci —
ve vSech Castech matematické analyzy.

Poj em spojitosti funkce

@ Intuitivni pfedstava spojitosti funkce f v bodé xg
> je spojena s grafem funkce: graf v tomto bodé ,neni pretrzeny*,
@ funkce je v daném bodé definovana a v malém okoli bodu xg jsou
malé i zmény funkce.
@ Spojitost v bodé je lokalni vlastnost funkce.
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Spojitost funkce v bodé

Rikame, Ze funkce f je spojita v bodé xq <
© je v bodé xq definovana (tj. xo € D(f)),
Q existuje vlastni Xlirr)1( f(x) a plati

—Xo0
Q Ilim f(x) =f(xo).

X—Xp

Uloha
Definujte spojitost v bodé xq zleva a spojitost zprava.
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Rlzné pripady (ne)spojitosti

e

X1 X

Obrézek: V bodé x; ¢ D(f) ma funkce vlastni limitu (DODEFINOVANIM
ODSTRANITELNA NESPOJITOST).

_———o0

X2 X

Obrézek: V bodé x, ¢ D(f) limita zleva je menSi nez limita zprava, obé jsou
vlastni (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).
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Rlzné pripady (ne)spojitosti

o/\/

X3 X

Obrazek: V bodé x3 je funkce spojita zleva, limita zprava je mensi nez limita
Zleva (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).

\/\o

Xa X

Obrazek: V bodé x4 je funkce spojita zprava a limita zprava je vétsi nez limita
zleva (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).
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Rlzné pripady (ne)spojitosti

/\—%/_/

Xs X

Obrazek: V bodé x5 € D(f) ma vlastni limitu, ktera je vSak mensi nez funkéni
hodnota (PREDEFINOVANIM ODSTRANITELNA NESPOJITOST).

N o

X X

Obrazek: V bodé x € D(f), limita zleva je menSi nez f(xg), limita zprava je
vétSi neZ f(xg) (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST PRVNIHO DRUHU — SKOK).
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R{zné pripady (ne)spojitosti

Obréazek: V bodé x; ¢ D(f) je limita zleva —oo, limita zprava +oo
(NEODSTRANITELNA NESPOJITOST DRUHEHO DRUHU).
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Rlzné pripady (ne)spojitosti

Obrazek: V bodé xg € D(f) je limita zleva +oo, vlastni limita zprava je mensi
nez f(xg) (NEODSTRANITELNA NESPOJITOST DRUHEHO DRUHU).
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R{zné pripady (ne)spojitosti
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Obréazek: V bodé xg € D(f) mé funkce nevlastni limitu +oco (NEODSTRANITELNA
NESPOJITOST DRUHEHO DRUHU).
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Nespojitost

Definice

Hromadny bod x, defini¢niho oboru D(f), v némz funkce f neni spojité,
se nazyva bod nespojitosti funkce f.
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Druhy nespojitosti

Nespojitost v bodé xg se nazyva
- odstranitelna <—

» f ma v bodé xq vlastni limitu,
» ale funkZni hodnota f(xo)

* bud neni definovana
* nebo neni rovna limité;

- neodstranitelna ve vSech ostatnich pfipadech nespojitosti.
Neodstranitelnou nespojitost nazveme

- 1. druhu <

» v bodé Xq existuji obé jednostranné vlastni limity,

» ale jsou rlizné;
» rozdil limit f (Xo+) — f(Xo—) (N€kdy jen absolutni hodnotu tohoto

rozdilu) nazyvame skok;

- 2. druhu ve vSech ostatnich pfipadech.
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Druhy nespojitosti

Poznamka

Odstranitelnou nespojitost Ize odstranit tak, ze funkci f v bodé xq

dodefinujeme nebo predefinujeme tak, aby se funk&ni hodnota rovnala
limité funkce v bodé xg.

v

Uloha

DokaZzte, Ze Dirichletova funkce je nespojita pro kazdé x € R. Jaka je
to nespojitost?
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Zakladni véty o spoijitosti v bodé xq

Jsou-li funkce
@ f, g spojité v bodé xg a ¢ € R,
pak jsou v tomto bodé spojité téz funkce
o f+g,
°f—g,
@c-f,
of-qg,
o ||

® aprog(Xg) #0i é

(Pro soucty, rozdily a souciny plati tato vlastnost pfi libovolném
kone¢ném poctu ¢lend resp. Cinitell.)
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Zakladni véty o spoijitosti v bodé xq

Véta

Je-li funkce ¢ spojitd v bodé xg, funkce f spojitd v bodé a = ¢(xo),
pak sloZzena funkce f o ¢ je spojita v bodé xo.

Véta
Je-li funkce f spojita v bodé xg, pak existuje okoli U (xp) tak, Ze na
D(f) N U(xp) je f omezen4 (je to tzv. lok&Ini omezenost spojité funkce).
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Zakladni véty o spoijitosti v bodé xq

Véta
Necht xq je hromadnym bodem D(f), funkce f je spojitd v xo a

f(xo) # 0.
Pak existuje okoli U(xg) tak, Ze ¥x € R plati

x eU(Xp) ND(f) == sgnf(x)=sgnf(xp).

Véta
Necht xq je oboustranny hromadny bod D(f).
Funkce f je spojitd v bodé xo < je v ném spojita zleva i zprava.

Jifi Figer (KMA, PTF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09  15/29




Zakladni véty o spoijitosti v bodé xq
Véta (Pravidlo e—¢)

Necht xq je hromadnym bodem D(f).

Funkce f je spojita v bodé xg <

Ve > 03 > 0 tak, Ze ¥x € R plati

X € U(Xp,d) ND(f) = f(x) € (f(Xo0),¢).

Poznamka

@ Tato vlastnost se téZ nazyva Cauchyova definice spoijitosti; tedy
takto Ize definovat spojitost funkce v hromadném bodé D(f) bez
pouZziti pojmu limita.

@ V uvedeném pravidle e— 0 je ovdem pojem limity fakticky obsazen,
viz pravidlo e—§ pro limitu funkce.

@ Podobné nasledujici vétu Ize chapat jako Heineho definici
spojitosti.

v
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Zakladni véty o spoijitosti v bodé xq

Véta
Necht Xy je hromadnym bodem D(f).
Funkce f je spojita v bodé xg <

VXn, Xn € D(f), Xn — Xo plati f(xn) — f(Xo).

Véta

ZAKLADNI ELEMENTARNI FUNKCE JSOU SPOJITE VE VSECH BODECH, V NICHZ
JSOU DEFINOVANY.

v
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Funkce spojité na mnoziné

Spojitost funkce na mnoZiné je globalni vlastnosti funkce.

Definice

Rikame, Ze funkce f je spojitd na mnoziné M ¢ D(f) < je spojita v
kazdém bodé mnoziny M.

Zapis: f e C(M).

Rikame, Ze funkce f je spojita < f je spojita na D(f).

Poznamka

Je tfeba rozliSovat spojitost na D(f) a spojitost na uzavéru D(f).
Napfiklad funkce f : y = 1/x je podle vySe uvedené definice spojita,
nebot je spojita na D(f) = (—o0,0) U (0, +00), ale neni spojita na
mnoziné R = D(f).
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Funkce spojité na mnoziné

Nékdy Ize poZadavek na spojitost funkce ponékud ,oslabit* a uvazovat
funkce jen ,po ¢astech spoijité* (viz napfiklad Newtonlv vzorec v
kapitole Riemann(v urcity integral).

Definice
Funkce f se nazyva po Castech spojitanaM <
@ je spojita ve vSech bodech mnoZiny M
@ s vyjimkou kone¢ného poctu bodd M,
v nichZ je definovana

a ma zde nespojitost 1. druhu
nebo nespoijitost odstranitelnou.
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Funkce spojité na mnoziné

K tomu, abychom mohli spojitosti prakticky vyuZivat, je tfeba se
presvédcit, které z bézné pouzivanych funkci jsou spoijité. Pfedevsim i
zde pfirozené plati:

Véta

VSECHNY ZAKLADNi ELEMENTARNI FUNKCE JSOU SPOJITE. J
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Funkce spojité na mnoziné

@ Z vlastnosti spojitosti plyne, Ze jsou spoijité i vSechny funkce, které
ze zakladnich elementéarnich funkci dostaneme kone¢nym poctem
aritmetickych operaci a skladani funkci.

vvvvvv

intervalu.

Pfitom spojitost na uzavieném intervalu (a, b) znamena, ze
» f je spojithd na (a,b),
» v levém krajnim bodé a je spojita zprava
» a Vv pravém krajnim bodé b je spojita zleva.
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Vlastnosti funkci spojitych na intervalu

@ 1. Weierstrassova véta
@ 2. Weierstrassova véta
@ Bolzano-Cauchyova véta

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09 22129



1. Weierstrassova véta

Je-li funkce spojita na intervalu (a, b), pak je na tomto intervalu
omezena.

Dilkaz (sporem).

@ Kdyby funkce f nebyla omezen& na (a, b) (napfiklad shora),
pak by ke kazdému n € N existoval bod x, € (a, b) tak, zZe
f(Xn) > n.
@ Posloupnost {x,} C (a,b) je omezen4, takZe podle
Bolzano—Weierstrassovy veéty existuje vybrana konvergentni
podposloupnost {x;,} s limitou Xg, pro niz téz f(x;;) > n.
@ Proto f(xp) je (podle Heineho definice spojitosti a podle véty o
limité nerovnosti)
jednak +oo
a jednak realné cislo vzhledem ke spojitosti f v kazdém bodé (a, b),
tedy i v Xo,

a to je spor.

L]
v
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2. Weierstrassova véta

Je-li funkce f spojita na intervalu (a,b), pak na tomto intervalu nabyva
své nejvetsi i nejmensi hodnoty.

Tedy existuji body cq,c, € (a,b) tak, Zze

f(cy) = f f(co) = min f(x).
(c1) ng}w (x), f(c2) XQ«'ﬂ’) (x)
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Dllkaz 2. Weierstrassovy véty (Casti o maximu)

@ Podle 1.Weierstrassovy véty je f shora omezena, takze existuje
konecné
sup f(x) =M.
x€(a,b)
@ Staci tedy dokéazat, Ze existuje ¢, € (a,b) tak, Zze f(cy) = M.
@ Kdyby takovy bod c; neexistoval, byla by funkce

9(x) =M —f(x)
na (a,b) spojita a kladna.
@ Proto i funkce 1 by byla na (a, b) spojité,

g(x)

@ tedy podle 1. Weierstrassovy véty omezena kladnou konstantou
1 1
L: L X - f(x M- —;
g <L 9X) > = ) <M=
@ dostali jsme spor se 2. vlastnosti suprema,
@ takZe g(x) nemuze byt stale kladna,
@ tedy uvaZzovany bod c; existuje.
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1. a 2. Weierstrassova véta

Uloha

Na prikladech ukaZzte, Ze oba pfedpoklady 1. Weierstrassovy véty
(spojitost funkce a uzavienost intervalu) jsou podstatné pro platnost
tvrzeni véty. Tedy pfi naruSeni nékterého z téchto pfedpokladd neni
nutné splinéno ani tvrzeni.

Uloha

Na prikladech ukazte, ze oba pfedpoklady 2. Weierstrassovy véty
(spojitost funkce a uzavienost intervalu) jsou podstatné pro platnost
tvrzeni véty. Tedy pfi naruSeni nékterého z téchto pfedpokladd neni
nutné spinéno ani tvrzeni. (Napfiklad uvazte funkci y = x na intervalu

(_17 1))
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Bolzano-Cauchyova

Je-li funkce f spojité na (a, b) a plati-li
f(a)-f(b) <O,

pak existuje bod ¢ € (a,b) tak, Zze f(£) = 0.
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Dllkaz (Bolzanovou metodou ptleni intervall)

@ Interval (a,b) rozpllime bodem c;.
» Pokud f(c;) =0, je & =c;.
» Jinak oznacime (a;,b;) tu polovinu, kde f(a;) - f(b;) < 0.

@ Interval (a;,b;) rozptlime bodemc;, .. ..

@ Bud 3n € N tak, Ze ¢ = ¢,

@ nebo dostavame posloupnost vioZzenych intervalll, které maji
podle véty o vioZenych intervalech jediny spole¢ny bod &; o ném
se dokéaze f(¢) = 0.

» NemdZe byt f(£) > 0, nebot by existovalo okoli U (&) tak, Ze
vx € U(§) by bylof(x) >0

» ato je spor (pro dosti velké n by bylo (a,,b,) C U(¢)).

» Stejné tak nemuUze platit, Ze f(¢) < 0O, proto f(£) = 0.
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Uziti B.-C. véty

Této véty se uziva napriklad pfi feSeni rovnic k dlikazu existence
feseni.

Uloha

DokaZte, Ze rovnice x + sin(x — 1) = 0 ma alespon jeden kofen.

Regeni.

UvaZujeme napfiklad a = —2, b = 2 (najdéte mensi interval!) Ol
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