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Studijni materialy

web pfedmétu: aix-sIx.upol.cz/ " fiser

St. Travnicek: Matematick analyza
kag.upol.cz/travnicek/1-MatAn.

@ J. Kuben, P. Sarmanova: Diferencialni po&et funkci jedné
proménné www.studopory.vsb.cz.

V. MADROVA: Matematicka analyza I. VUP, Olomouc, 2004.

J. BRABEC, F. MARTAN, Z. ROZENSKY: Matematicka analyza l.
SNTL, Praha, 1989.

J. KRENEK, J. OSTRAVSKY: Diferencialni a integralni pocet
funkce jedné proménné Zlin, 2001.

@ J. KOPACEK: Matematicka analyza pro fyziky I., SPN, Praha
(skripta MFF UK).
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Studijni materialy

@ V. MADROVA, J. MAREK Resené priklady a cvigeni z
matematické analyzy I. VUP Olomouc, 2004.

@ J. KOJECKA, M. ZAVODNY: Pfiklady z matematické analyzy |.,
1., VUP Olomouc.

@ B. P. DEMIDOVIC: Sbirka Gloh a cviéeni z matematické analyzy.
Fragment, Praha, 2003.

RozSitujici literatura:

@ K. REKTORYS a kol.: Pfehled uzité matematiky SNTL, Praha,
1988.

@ H. J. BARTSCH: Matematické vzorce, SNTL, Praha, 1983.
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Zakladni Ciselné mnoziny

o N=1{1,2,3,...,n,...} je mnoZina vSech pfirozenych Cisel.
o Np=1{0,1,2,3,...,n,...} =NU{0}.

e7Z={.,-2,-10,1,2,...}je mnoZina vSech celych Cisel.

@ Q — mnoZina viech zlomkd {%, kdek € Zane N} je mnoZinou
vSech Cisel racionalnich.
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Racionalni ¢isla

Uloha

Cislo a = 1,572 prevedte na oby&ejny zlomek.

Prvni zplisob feseni

Periodicka cast desetinného rozvoje €isla a je vlastné geometricka
fada, tedy:

2,72 2o 72 1 173
108 105 10/ -7 - 110°

a=15+ tomT 1 T
10 1—m

v

Jifi Figer (KMA, PTF UP Olomouc) KMA-MA2AA Zs09  5/25



Racionalni ¢isla

Uloha

Cislo a = 1,572 prevedte na oby&ejny zlomek.

Druhy zplsob feseni
VyuZijeme nekonecného periodického opakovani:
a = 1,572,
100a = 157,272,

odkud po odecteni je

100a — a = 99a = 157,272 — 1,572 = 155, 7,

tedy
1557 173
990 110°
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Mnozina realnych Cisel R

@ Zakladni Ciselnd mnozina.

@ Reéalna Cisla zobrazujeme na Ciselné (reéalné) ose.

@ Pf¥i rozsifovani pojmu €islo z Q na R vznikaji dvé otazky:
- zda existuje potfeba iracionalnich Cisel (a jak je zavést),

- zda zobrazeni mnoziny R na €iselnou osu je bijekce, tj. zda i kazdy
bod Ciselné osy je obrazem néjakého realného cisla.
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Potfebujeme iracionalni Cisla?

Véta
Neexistuje racionalni ¢islo, jehoz druha mocnina by byla rovna 2.

Dlkaz (sporem)
@ IreQ:r2=2.

0reQ=r= g — zlomek v zakladnim tvaru, rq = p.

@ rg=p—r2g>=p?t.29%> =p? = p?jesudé = pjesudé
@pjesudée = p=2k = 20°=4k’=q’°=2k’=

= (g%jesudé= g jesudé
@ pagjesudé = zlomek 2 Ize kratit dvéma, a to je spor

s pfedpokladem, Ze tento zlomek je v zakladnim tvaru.
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Iracionalni ¢isla Q'

@ Bez iracionalnich €isel bychom napf. nedovedli zméfit Uhlopficku
jednotkového Ctverce.

@ Plati:
QNQ' =0 a R=QuUQ.
@ Dekadicky rozvoj iracionalnich Cisel: neukonceny a neperiodicky
(pro iracionalni Cisla ¢asto zname jen konecny pocet mist jejich
dekadického rozvoje (napf. pro €islo 7)).

Mohutnost mnozin
@ N, Z, a Q jsou spocetné (prvky téchto mnozin Ize usporfadat do
posloupnosti),
@ R (atedy i Q') spocetna neni; fikame, Ze R ma mohutnost
kontinua.
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Komplexni Cisla C

@ Komplexni Cisla zobrazujeme v Gaussové roviné.
Pro €iselné mnoziny plati:

NCcNocZcQcRcC.

a
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Vlastnosti Ciselnych mnozin

Definice
MnoZina M se nazyvd shoraomezend <—

dLeR tak,zevx e M platix <L.
Toto Cislo L se nazyva horni odhad (resp. horni zavora).

MnoZina M se nazyva zdola omezena < 3K € R tak, Ze Vx € M plati
x > K. Toto Cislo K se nazyva dolni odhad (resp. dolni zavora).

MnoZina M se nazyva omezen& < je omezena shora i zdola.
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Vlastnosti Ciselnych mnozin

Definice
MnoZina M se nazyvd shoraomezend <—

dLeR tak,zevx e M platix <L.
Toto Cislo L se nazyva horni odhad (resp. horni zavora).

MnoZina M se nazyva zdola omezena < 3K € R tak, Ze Vx € M plati
x > K. Toto Cislo K se nazyva dolni odhad (resp. dolni zavora).

MnoZina M se nazyva omezen& < je omezena shora i zdola.

Nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny

Pokud néktery horni odhad mnoziny M patfi do mnoziny M, pak jej
nazyvame nejvétsi prvek mnoziny M a oznacujeme jej max M.
Podobné nejmensi prvek mnoziny M (definujte) oznacujeme min M.

o
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Uloha
Urcete nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny

b

111
IVIZI_ - ‘{ lw Zia 2i7 Eg: s

M3

N
Il
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Uloha
Urcete nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny

111
Ml_{17EaZ7§7"'}7 M

N
I
w| = ——
N |
|
N| -

ReSeni
MnoZina M; mé& nejvétsi a neméa nejmensi prvek, M, nema nejvétsi ani
nejmensi prvek, M3 ma prvek nejvétsi i nejmensi.

v
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Intervaly

Definice

Va,b € R, a < b, definujeme
uzavfieny interval (a,b) = {x € R;a < x < b},
otevieny interval (a,b) = {x € R;a < x < b},
a podobné (a,b) a (a,b).

VSechny tyto intervaly maji délku b — a.

Definice

MnoZinu (a, +00) = {x € R;x > a} nazyvame neomezeny interval.
Podobné (a, +00), (—oo, b), (—oo, b).

MnoZinu R zapisujeme téZ jako (—oo, +00).
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Absolutni hodnota
Definice

Absolutni hodnota Cisla a € R se oznacuje |a| a je definovana takto:

a proa>o0,
—a proa<O0.

Vae]R:|a|:{
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Absolutni hodnota

Definice
Absolutni hodnota Cisla a € R se oznacuje |a| a je definovana takto:

a proa > 0,

VaeR:]a|:{_a proa <0

Véta (vlastnosti absolutni hodnoty)
Va,b € R plati
@ |a] >0, pficemz |a| =0 < a =0,
Q [-a=|a],
@ |a +b| < |a|] + |b| (trojuhelnikovou nerovnost),
Q [a—Db[>]a] - |b],
@ |ab| = [a] - [b],

Q prob#£0je \—
b b




Zobecnéna trojuhelnikova nerovnost pro absolutni
hodnotu

Vlastnost 3 miiZzeme zobecnit (dlikaz matematickou indukci):
B)VneN VajeR:lag+az+---+an| <l|a| +|az|+--- +|an],

nebo zkracené . ]
Sal<Ylal
i=1 i=1
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Absolutni hodnota

Geometricky vyznam absolutni hodnoty
@ |a| znaci vzdalenost obrazu Cisla a od pocatku Ciselné osy,
@ |a — b| (= |b — a|) vzdalenost obrazi ¢isel a,b na &iselné ose.
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Absolutni hodnota

Geometricky vyznam absolutni hodnoty
@ |a| znaci vzdalenost obrazu Cisla a od pocatku Ciselné osy,
@ |a — b| (= |b — a|) vzdalenost obrazi ¢isel a,b na &iselné ose.

Uloha
Reste nerovnice a rovnici:
a) |x —3| <2,

b) 2x + 2] — 3|x| — 2x > 4,

5 3 3
C) —3—ZX+§‘X+1‘—Z’X—2|—O.
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Supremum a infimum

Definice

Necht M c R, M +# (. Cislo 8 € R nazyvame supremum mnoziny M a
piSeme 3 = sup M, praveé kdyz ma tyto dvé vlastnosti:

(1) Yx e M : x < 33,

2 Ve <B I eM:x'>4.

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09 17/25



Supremum a infimum

Definice

Necht M c R, M +# (. Cislo 8 € R nazyvame supremum mnoZiny M a
piSeme 3 = sup M, praveé kdyz ma tyto dvé vlastnosti:

(1) Yx e M : x < 33,

2 Ve <pB X eM:x'>pg.

Definice

Necht M c R, M # 0. Cislo o € R nazyvame infimum mnoZiny M a
piSeme « = infM, pravé kdyZz ma tyto dvé vlastnosti:

(1) WeM:x > a,

(2) Vo/ >a X eM: X' <.
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Supremum a infimum

Uloha

9

23
S

N[

UrCete supM a infM pro mnozinu M = {

Regeni

Plati sup M = 1, nebot vSechny prvky mnoZiny M jsou pravé zlomky a
jsou tedy mensi nez 1; jestliie vSak vezmeme libovolné Cislor < 1,
existuje vzdy v M prvek - oy Ktery je vetSinezr.

Dale infM = 2, nebot zadny prvek M neni mensi nez 1 5, a kdyz
zvolime libovolné €islo s > 2 pak vzdy prave pro prvek plati 3 5 <S.
Pfitom sup M neni a infM je prvkem zadané mnoziny M.
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Supremum a infimum

Véta (o existenci suprema a infima)

1) Kazda neprazdna shora omezena mnoZzina realnych cisel ma
supremum.

2) Kazda neprazdna zdola omezena mnozina realnych cisel ma
infimum.

@ Tuto vétu bereme za axiom vyjadfujici zakladni vlastnost €iselné
osy. Tedy: existuje bijekce mnoziny R na €iselnou osu.

@ Rikame téZ: &iselna osa je spojita.
@ Pojmy ,Cislo" a ,bod Ciselné osy" povazujeme za synonyma.

@ Pojmy supremum a infimum a véta o existenci suprema a infima
jsou pro matematickou analyzu velmi dileZité.
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Nékolik vét o realnych Cislech a Ciselnych mnozinach

Véta (o aritmetickém a geometrickém priimeéru)

Jsou-li a, b libovolna realna nezaporna cisla, pak jejich aritmeticky
prameér (%) je vétsi nebo roven jejich préiméru geometrickému (v/ab),
pricemZ rovnost primérd nastava praveé pri rovnosti obou ¢isel a, b.
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Nékolik vét o realnych Cislech a Ciselnych mnozinach

Véta (o aritmetickém a geometrickém priimeéru)

Jsou-li a, b libovolna realna nezaporna cisla, pak jejich aritmeticky
prameér (#) je vétsi nebo roven jejich préiméru geometrickému (v/ab),
pricemZ rovnost primérd nastava praveé pri rovnosti obou ¢isel a, b.

v

Véta (o aritmetickém a geometrickém priimeéru)

2

Va,b e R, a,b>0: anrb > vab, (a+b=\/ab®a=b>.

Jifi Figer (KMA, PTF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09  20/25



Nékolik vét o realnych Cislech a Ciselnych mnozinach

Véta (o aritmetickém a geometrickém priimeéru)

Va,b e R, a,b>0: anrb > vab, (a;b=\/ab®a=b).

v

Princip dlikazu pfimého (syntetického).
@ nechta > b,
@ vyjde se z platné nerovnosti v/a — vb > 0,
@ jeji Gpravou dostaneme tvrzeni.

O]

v
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Véta (Bernoulliova nerovnost)
YvheR, h>-1, h#0, YneN, n>2 plati

V(n): (1+h)">1+nh.

Bernoulliova nerovnost se pouZiva napf. pfi nékterych dliikazech
vlastnosti posloupnosti.
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Véta (Bernoulliova nerovnost)
YvheR, h>-1, h#0, YneN, n>2 plati

V(n): (1+h)">1+nh.

Princip dlkazu.

Matematickou indukci:
1) V(2): (1 +h)2=1+2h+h?>1+2h,
2) V(n) = V(n+1),

obé strany V (n) nasobime vyrazem (1 + h),
na pravé stran& vynechame ¢len nh?.

Bernoulliova nerovnost se pouziva napf. pfi nékterych diikazech
vlastnosti posloupnosti.
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Véta (o rovnosti realnych Cisel)

Necht p, g € R. Jestlize Ve > O plati |p — q| < ¢, pak p = Q.

=)

a
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Véta (o rovnosti realnych Cisel)
Necht' p, q € R. Jestlize Ve > 0 plati |p — q| < ¢, pak p = Q.

Dilkaz (sporem).

@ Kdyby p # g, bylo by [p —q| > 0.
@ Zvolime-lie = |p — q|, dostavame, Ze

Ip—q| <e asoucasné |p—q|=c¢,

coz dava spor. Protop =q.
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Véta (o rovnosti realnych Cisel)
Necht p, g € R. Jestlize Ve > O plati |p — q| < ¢, pak p = Q. J

Tato jednoducha véta usnadriuje nékteré diikazy, napr. diikaz
nasledujici véty o vloZenych intervalech.
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Véta o vlozenych intervalech

Véta
Necht {J,} je posloupnost omezenych uzavienych intervalll

Jn = (an,bn) takovych,ze J; 053, DJ3D---.
Pak existuje bod xg, ktery lezi ve vSech intervalech J,, n € N.
Jestlize navic
Ve>0 dneN tak, ze || <e,

je takovy bod xg jediny.
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Véta o vlozenych intervalech

Princip dikazu.
@ A — mnozina vSech levych krajnich bodl a,, intervalll Jy,,
@ B — mnozina jejich pravych krajnich bodl byy,;
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Véta o vlozenych intervalech

Princip dikazu.
@ A — mnozina vSech levych krajnich bodl a,, intervalll Jy,,
@ B — mnozina jejich pravych krajnich bodl byy,;
@ pro vSechna m,n € N plati a,, < bp,.
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Véta o vlozenych intervalech

Princip dikazu.
@ A — mnozina vSech levych krajnich bodl a,, intervalll Jy,,
@ B — mnozina jejich pravych krajnich bodl byy,;
@ pro vSechna m,n € N plati a,, < bp,.

@ Podle véty o existenci suprema tedy existuje o = sup A, pro néz
a < bpy;

O]

v
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Véta o vlozenych intervalech

Princip dikazu.
@ A — mnozina vSech levych krajnich bodl a,, intervalll Jy,,
@ B — mnozina jejich pravych krajnich bodl byy,;
@ pro vSechna m,n € N plati a,, < bp,.

@ Podle véty o existenci suprema tedy existuje o = sup A, pro néz
a < bpy;
@ podobné existuje 7 = infB a pro vSechna n € N plati

angagﬂfbn,

tedy
vn € N: (a, 8) C (an,bn).
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Véta o vlozenych intervalech

Princip dikazu.
@ A — mnozina vSech levych krajnich bodl a,, intervalll Jy,,
@ B — mnozina jejich pravych krajnich bodl byy,;
@ pro vSechna m,n € N plati a,, < bp,.

@ Podle véty o existenci suprema tedy existuje o = sup A, pro néz
a < bpy;
@ podobné existuje 7 = infB a pro vSechna n € N plati

angagﬂfbn,

tedy
vn € N: (a, 8) C (an,bn).

@ Staci volit Xo € («, 5).
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Véta o vlozenych intervalech

Pokracovani diikazu.

@ Je-li interval («, 5) degenerovany, dostavame X jednoznacné. To
nastava praveé tehdy, kdyz je spinéna druha podminka véty, tedy
kdyz

Ve>0 dneN tak, ze by—a,<e.

JelikoZ je 6 — a < b, — ap < &, je podle véty o rovnosti realnych
Cisel o = (.

Jifi Figer (KMA, PTF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09  25/25



Véta o vlozenych intervalech

@ Podminka véty, zajistujici jednoznacnost spolecného bodu xg
mdZe byt formulovana i takto: ,Jestlize posloupnost {|Jn|} délek
intervalll J, je nulova . .. “

@ Veétu o vloZenych intervalech pouZivame pfi diikazech nékterych
dulezitych vlastnosti posloupnosti a funkci.
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