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Zimni semestr — KMA-MAT1

o

©0 006 00

Uprava algebraickych vyrazi. Ciselné obory.
Kombinatorika, zaklady teorie pravdépodobnosti a statistiky.

Zaklady linedrni algebry: Vektory, matice, determinanty a FeSeni
soustav linedrnich rovnic (véta Frobeniova a Cramerova).

Posloupnosti a jejich limity, Fady.
Funkce: Inverzni funkce, skladani funkci, grafy.

Elementarni funkce: Mocninné, logaritmické, exponencialni,
goniometrické a cyklometrické.

Limita a spojitost funkce.

Zaklady diferencidlniho po&tu funkce jedné redlné promé&nné:
Derivace a jeji geometricky a fyzikalni vyznam, diferencidl,
uZiti p¥i vysetfovani pribéhu funkce.
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Letni semestr — KMA-MAT?2

© Zaklady integralniho poctu funkce jedné redlné proménné:
> Neurdity integral,
» uréity Riemannlv integral,
> uZiti RI p¥i uréovani
* délky kFivky,
* obsahu plochy,
* povrchu a objemu rotaéniho télesa.

© Funkce dvou proménnych:
» Parcialni derivace, diferencial.
© Uvod do diferencialnich rovnic:
» Obycejné diferencidlni rovnice 1. ¥adu.

© Aplikace diferencidlniho a integrdlniho potu v chemii.

@ Zaklady numerické matematiky:
» Numerické ¥eSeni rovnic o jedné neznamé.
» Iteralni metoda, interpolace, diference,
» numericka derivace a integrace.
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Studijni materidly

) . . http://aix-slx.upol.cz/~fiser I
@ STRANKY PREDMETU: .

) }
o V. MADROVA: Matematicks analyza I. VUP, Olomouc, 2004.

o J. BRABEC, F. MARTAN, Z. ROZENSKY: Matematicka analyza |.
SNTL, Praha, 1989.

o J. KRENEK, J. OSTRAVSKY: Diferencidlni a integralni polet funkce
jedné proménné Zlin, 2001.

o J. KOPACEK: Matematickd analyza pro fyziky I., SPN, Praha
(skripta MFF UK).
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Studijni materidly

o V. MADROVA, J. MAREK Re%ené p¥iklady a cviteni z matematické
analyzy I. VUP Olomouc, 2004.

o J. KOJECKA, M. ZAVODNY: P¥klady z matematické analyzy 1., II.,
VUP Olomouc.

o B. P. DEMIDOVIC: Sbirka tiloh a cviteni z matematické analyzy.
Fragment, Praha, 2003.

Roz8itujici literatura:
o K. REKTORYS a kol.: P¥ehled uZité matematiky SNTL, Praha, 1988.
o H. J. BARTSCH: Matematické vzorce, SNTL, Praha, 1983.
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1. Ciselné obory. Uprava algebraickych vyrazi.

1.1. Zakladni &iselné mnoZiny
1.2. Vlastnosti &iselnych mnoZzin

1.3. Supremum a infimum

1.4. Rozsitenda redlnd osa
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Z3akladni &iselné mnoziny

o N=1{1,2,3,...,n,...} je mnoZina viech pFirozenych Cisel.
o No=1{0,1,2,3,...,n,..} = NU{0}.

o Z=A{...,-2,-1,0,1,2,...} je mnoZina v3ech celych &isel.

o Q — mnoZina viech zlomkii { £, kde k € Z a n € N} je mnozinou
véech &isel raciondlnich.
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7 v/

Racionalni ¢&isla

Uloha
Cislo a = 1,572 pFeved'te na obyZejny zlomek.

Prvni zpisob teSeni

Periodickd ¢ast desetinného rozvoje &isla a je vlastné geometrickd ¥ada,
tedy:

2 T2 72 2 1 173

=15+t -af-—"t--=15
a=15+ 15+ 15 17 T ,5+

1001 L~ 110
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7 v/

Racionalni ¢&isla

Uloha
Cislo a = 1,572 pFeved'te na obycejny zlomek.

Druhy zplsob feSen{

VyuZijeme nekone&ného periodického opakovani:

a = 1,572,
100a = 157,272,

odkud po odetteni je
100a — a = 99a = 157,272 — 1,572 = 155, 7,

tedy
~ 1557 173

~ 990 110
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Mnozina redlnych &isel R

o Zdakladni &iselnd mnoZina.

@ Redlnd &isla zobrazujeme na &iselné (redlné) ose.

P¥i rozsitovani pojmu &islo z Q na R vznikaji dvé otdzky:
— zda existuje pot¥eba iraciondlnich &isel (a jak je zavést),

— zda zobrazeni mnoziny R na &iselnou osu je bijekce,
tj. zda i kazdy bod &iselné osy je obrazem né&jakého redlného &isla.
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7 v/

Potfebujeme iracionalni &isla?

Véta

Neexistuje racionalni &islo, jehoZ druha mocnina by byla rovna 2.

Ditkaz (sporem)
JreQ:rr=2.

reQ=r= 5 — zlomek v zdkladnim tvaru, rg = p.

(4

o rg=p—r’g> =p> tj. 2¢° = p*> = p? jesudé = p je sudé

o pjesudé = p=2k = 2¢°=4k*>=q*>=2k>=
= g?jesudé = g jesudé
@ pagqgjesudé = zlomek 2 Ize krtit dv&ma, a to je spor

s predpokladem, Ze tento zlomek je v zdkladnim tvaru.
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Iracionalni &isla Q’

@ Bez iraciondlnich &isel bychom nap¥. nedovedli zmé¥it dhlop¥i¢ku
jednotkového &tverce.

o Plati:
QNQ' =0 a R=QuUQ.
@ Dekadicky rozvoj iraciondlnich &isel: neukonleny a neperiodicky
(pro iracionalni &isla ¢asto zndme jen kone¢ny polet mist jejich
dekadického rozvoje (nap¥. pro &islo 7)).

Mohutnost mnoZin

o N, Z, a Q jsou spotetné (prvky té&chto mnoZin Ize uspofadat do
posloupnosti),

o R (a tedy i Q') spoetna neni; Fikdme, ze R ma mohutnost kontinua.
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Komplexni &isla C

o Komplexni &isla zobrazujeme v Gaussové roving.

@ Zapisujeme bud' v algebraickém tvaru: z = a + ib,
nebo v goniometrickém tvaru: z = |z| (cos ¢ + isin ).

Pro &iselné mnoziny plati:

NcNoczZzcQcRcC.
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Vlastnosti ¢iselnych mnozin

Definice
MnoZina M se nazyva shora omezena < JL € R tak, Ze Vx € M plati

x < L. Toto &islo L se nazyva horni odhad (resp. horni zdvora).
MnoZina M se nazyva zdola omezena < K € Rtak, Ze Vx € M plati
x > K. Toto &islo K se nazyva dolni odhad (resp. dolni zdvora).
MnoZina M se nazyvd omezend < je omezend shora i zdola. |
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Vlastnosti ¢iselnych mnozin

Definice

MnoZina M se nazyva shora omezena < JL € R tak, Ze Vx € M plati
x < L. Toto &islo L se nazyva horni odhad (resp. horni zdvora).
MnoZina M se nazyva zdola omezena < K € Rtak, Ze Vx € M plati
x > K. Toto &islo K se nazyva dolni odhad (resp. dolni zdvora).
MnoZina M se nazyvd omezend < je omezend shora i zdola.

Nejvétsi a nejmensi prvek mnozZiny

Pokud néktery horni odhad mnoziny M patfi do mnoziny M, pak jej
nazyvame nejvétsi prvek mnozZiny M a oznalujeme jej max M. Podobné
nejmensi prvek mnoZiny M (definujte) oznatujeme min M.
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Uloha

Urcete nejvétsi a nejmensi prvek mnoZiny
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Uloha

Urcete nejvétsi a nejmensi prvek mnoZiny

111 1 1
My=41,=>= L mp=dZ 2
1 { 7274’8’ }7 2 {2’ 27

2
3
111
M3 = 1,=, =, —, ... 7.
3 {0a7273747 }

Reseni
MnoZina M; ma nejvétsi a nema nejmensi prvek, M> nema nejvétsi ani
nejmensi prvek, M3 ma prvek nejvétsi i nejmensi.
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Intervaly

Definice

Va,b € R, a < b, definujeme
uzavieny interval (a,b) = {x € R;a < x < b},
otevieny interval (a,b) = {x € R;a < x < b},
a podobné (a, b) a (a, b).

V&echny tyto intervaly maji délku b — a.

Definice

MnoZinu (a,+00) = {x € R; x > a} nazyvame neomezeny interval.

Podobné& (a, +0), (—o0, b), (—o0, b).
MnoZinu R zapisujeme téZ jako (—oo, +00).
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Absolutni hodnota

Definice
Absolutni hodnota ¢&isla a € R se oznaluje |a| a je definovdna takto:

a pro a >0,

VaeR:]a]:{

—a proa<0.
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Absolutni hodnota

Definice
Absolutni hodnota ¢&isla a € R se oznaluje |a| a je definovdna takto:

a pro a >0,

VaER:]a]:{

—a proa<0.

Véta (vlastnosti absolutni hodnoty)

Va, b € R plati
Q |a] > 0, pficemZ |a| =0« a=0,
Q [—al=|al,
O |a+ b| < |a| + |b]| (trojihelnikovou nerovnost),
Q [a—-b[>]a] b
Q |ab| =la|-|b

’

1

_ 4l

bl
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Zobecnénd trojuhelnikova nerovnost pro absolutni hodnotu

Vlastnost 3 miiZeme zobecnit (dikaz matematickou indukci):
(3)VneN VajeR:lai+ay+---+an <lar|+ a2 + -+ |an|, nebo

zkracené
n n
E a; S E |a,-|.
i=1 i=1
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Absolutni hodnota

Geometricky vyznam absolutni hodnoty
@ |a| zna¥i vzdélenost obrazu &isla a od polétku Ziselné osy,

@ |a— b| (= |b— a|) vzdélenost obrazi &isel a,b na Ciselné ose.
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Absolutni hodnota

Geometricky vyznam absolutni hodnoty
@ |a| zna¥i vzdélenost obrazu &isla a od polétku Ziselné osy,

@ |a— b| (= |b— a|) vzdélenost obrazi &isel a,b na Ciselné ose.

Uloha
Re&te nerovnice a rovnici:
a) |[x—3| <2,

b) 2|x + 2| — 3|x| —2x > 4,
5 3 3
c) _3_ZX+§|X+1|_Z|X_2| =0.
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Supremum a infimum

Definice

Necht M Cc R, M # (). Cislo 8 € R nazyvdme supremum mnoZiny M a
piseme 3 = sup M, pravé kdyZ md tyto dvé vlastnosti:

(1) Vx e M: x < B,

)V <p INeM:xX>p.
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Supremum a infimum

Definice

Necht M Cc R, M # (). Cislo 8 € R nazyvdme supremum mnoZiny M a
piseme 3 = sup M, pravé kdyZ md tyto dvé vlastnosti:

(1) Vx e M: x < B,

)V <p INeM:xX>p. )

Definice

Necht M c R, M # (). Cislo a € R nazyvdme infimum mnoZiny M a
piseme o = inf M, pravé kdyZ ma tyto dvé vlastnosti:

(1) VxeM:x > q,

(2) Vo/ >a I eM: X <. )
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Supremum a infimum

Uloha

N =
W N
EN@N)

Urcete sup M a inf M pro mnoZinu M = {

Regeni

Plati sup M = 1, nebot vechny prvky mnoZiny M jsou pravé zlomky a
jsou tedy mensi nei 1; jestlize vSak vezmeme libovolné ¢&islo r < 1, existuje
vzdy v M prvek n+1, ktery je vétsi nez r.

Diéle inf M = 3, nebot Zadny prvek M neni men§|' nez % a kdyz zvolime
libovolné CIS|O s> 2, pak vzdy pravé pro prvek platl < s. Pfitom

sup M neni a inf M je prvkem zadané mnoZziny M.
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Supremum a infimum

Véta (o existenci suprema a infima)

1) KaZda neprdzdnad shora omezend mnoZina realnych &isel ma
supremum.

2) KaZda neprdazdna zdola omezend mnoZina realnych &isel ma infimum.
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Okoli bodu

Definice (Topologicka definice)

Okolim bodu a nazveme kaZdy otevieny interval (c, d) kone&né délky,
ktery obsahuje bod a (tj. kde a € (c, d)); ozna&eni okoli bodu a: U(a).

Definice (Metricka definice)

e-okolim bodu a, kde ¢ € R, € > 0, nazyvame interval (a —e,a+¢);
oznaceni: U(a, e) nebo téZ U(a).
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7

Rozs$ifena redlna osa

~s

@ Ciselnou osu rozgifime o dv& nevlastni &isla: +00 a —oo0.
@ Oznateni rozsitené redlné osy: R* = R U {—o0, +-00}.

@ Zavedeni nevlastnich &isel ndm umoZziiuje hloubgji, 1épe a jednoduseji
formulovat mnohé poznatky matematické analyzy.

24. z3¥i 2013 24 / 52
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Rozs$ifena redlna osa

Vlastnosti nevlastnich &isel
Na rozsitené redlné ose definujeme p¥irozené usporaddni a pocetni operace
tak, Ze rozsi¥ime pfisludna pravidla platnd na R.

@ Usporadani.
Vx €R: —00o < x < 400,

zvlasté

—00 < 400, —(—0) =400, —(400)=—00,

| + 00| = | — oo| = +00.
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Rozs$ifena redlna osa

Vlastnosti nevlastnich &isel

Na rozsi¥ené redlné ose definujeme pFirozené usporadani a poletni operace
tak, Ze rozsi¥ime pfisludna pravidla platnd na R.

@ Supremum a infimum: Pro mnoZinu M, kterd neni shora omezen3, je
sup M = 400, pro mnozinu M, kterd neni zdola omezen3, je
inf M = —cc.
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Rozs$ifena redlna osa

Pocetni operace s nevlastnimi &isly
o S¢itani a od¢itani: Vx € R definujeme
tx + (+00) = (+00) £ x = £x — (—00) = (F00) + (+00) =

= (+00) — (~00) = +oo,

+x + (—o0) = (—00) £ x = £x — (+0) = (—00) + (—0) =

— (~50)  (+50) = —cx.

o Nedefinujeme

(+00) = (+00),  (H00)+(=00), (—00)+(+00), (—00)—(=00).
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Rozs$ifena redlna osa

Pocetni operace s nevlastnimi &isly

@ Ndsobeni: Vx € R, x > 0 definujeme
X+ (+50) = (400) - x = (+30) - (+30) = (~00) - (~00) = o0,
x - (—00) = (—00) - x = (+00) - (~00) = (~00) - (+00) = —o0.
Podobné pro x < 0.
o Nedefinujeme

0-(4+00), (4+00):0, 0:(—00), (—00)-0.
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Rozs$ifena redlna osa

Pocetni operace s nevlastnimi &isly

@ Déleni: Vx € R definujeme

X X

= =0.
(+00) (=)
Pro x > 0 je
+00 —00
- = +OO7 — = =0,
X X
pro x <0 je
Foo —00
— = —00, —— = +0o0.
X X

o Nedefinujeme

+00 +oo
—\ —, atd.,
“+00 —00

.. 0
pro zadné x € R, tj. ani 0 nebo =

ol %
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Rozs$ifena redlna osa

Pocetni operace s nevlastnimi &isly

@ Mocniny: Vn € N definujeme

(+00)" = +o0, (+00) 7" =0, (=00)" = (-1)"- (+00).

o Nedefinujeme

(+00)°,  (—00)?, 00, 1T, 17,

Ji¥i Fiser (KMA, P¥F UP Olomouc) KMA-MAT1 24. z3¥i 2013
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Ve

Rozs$ifena redlna osa

Poznamka

Z praktickych divodi se nékdy piSe misto +o0o jen oo, takZe napF. misto
vyrazu (400) + (+00) lze napsat jen oo + co. JestliZe vSak pracujeme v
komplexnim oboru, kde se zavadi jediné komplexni nekone¢no oznacované
00, musime dat pozor na jeho odliSeni od +0o z rozsitené redlné osy R*.
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7

Rozs$ifena redlna osa

Uloha
Viypoctéte

a=+oo- 5—( 3 )+( 00)3 - (100 — 00) — ——

Ji¥i Fiser (KMA, P¥F UP Olomouc) KMA-MAT1
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Algebraické funkce

@ je ndzev pro elementdrni funkce, které vzniknou

» z funkci konstantnich a
» z funkce f(x) = x
@ uZzitim operaci s&itani, od&itani, nasobeni, déleni a odmocrovani.
@ Pokud nepouzijeme operaci odmocrtiovani, dostaneme algebraické
funkce racionalni.

@ Algebraické funkce, které nejsou raciondlni, nazyvame iracionalni.

Zvlastni p¥ipady algebraickych funkcf:
@ cela racionalni funkce neboli funkce polynomicka (algebraicky
polynom) a
@ lomena racionalni funkce, patfi mezi nejvyznamnéjsi funkee
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Algebraické funkce

a
b

) Mocniny s pfirozenym a celym exponentem
c) Mocniny s racionalnim exponentem

Odmocniny

d

e

Polynomické funkce

Racionalni lomené funkce

Ji¥i Fiser (KMA, P¥F UP Olomouc) KMA-MAT1
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a) Mocniny s pfirozenym a celym exponentem

a"=a-a-----a, proneN.
—_—

n-krat

Va,be R, Vr,s e N:

(1) a"-a°=a"ts,

(2) a":a*=a""° (pokud a # 0, r > s),

(3) (ar)s

(4) (ab)

(5) (%)r = b, pokud b #0),

(6) a’—br@)a—b(pokud a, b>0)
t
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Rozsifeni pojmu mocnina

Nejprve exponent 0:

@ Maji-li zlstat v platnosti vy3e uvedené vlastnosti (1)—(5), je tfeba
podle

(2) a":a°=a"° (pokud a £ 0, r > s)

definovat
Va#0;a% = 1.

@ Vlastnost (2) pak plati pro r > s a u v8ech vlastnosti se musime
omezit na mocniny s nenulovym zdkladem,
nebot 0° neni definovana.
@ Vlastnosti
(6) a" =b" < a= b (pokud a,b > 0) a
(7) Va,b>0:a"<b < a<b

ovsem pro r = 0 neplati.
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Rozsifeni pojmu mocnina

Exponent — celé &islo.
@ Kli¢ovou vlastnosti je opét
(2) a":a°=a"° (pokud a £ 0, r > s),
podle niZ se definuje (polozime-li r =0, s = k)

1
. -k _
VatOVkeZ; a¥=_.
@ Vlastnost (2) pak plati jiZ bez omezeni pro r,s € Z a vlastnost
(7) Va,b>0:a"<b < a<b

nabude tvaru

(7' Vr>0,Va,b>0: a"<b" & a<hb,
Vr<0,Va,b>0: a" >b" & a<hb.
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b) Odmocniny

Definice

Pro kaZdé pfirozené &islo n definujeme  n-tou odmocninu  z

nezaporného Cisla a  jako takové nezaporné Cislo  x,  pro néZ plati
n

x" = a.

Oznaceni: x = y/a.

Podle definice tedy ({VE)" =a, napriklad (\/§)2: 3.
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Existence n-té odmocniny

@ se zda byt zfejma.

o Jednoduché p¥iklady: /8 =2, nebot 23=8.

@ Mén& zfetelné p¥ipady, tfeba /m, je tfeba si odpovédét na
otazku,

@ zda n-td odmocnina pro kazdé a € R, a > 0 skutetné existuje a zda je
to jediné ¢&islo.

Véta (o existenci a jednozna&nosti n-té odmocniny)

Vn e N, Va € R, a > 0 existuje pravé jedno Cislo x € R, x > 0, takové, Ze
x" = a.
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Zakladni vlastnosti odmocnin:

Véta

VaeR, a>0,Vm,n,r e N:
1) (93)" = V77,
2) ¥a" = /.
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c) Mocniny s raciondlnim exponentem

@ Vyjdeme ze zdkladni vlastnosti n-té odmocniny z &isla  a:
x" = a.

o Tedy polozime x = af
a po umocn&ni na n-tou je a=x
tedy tn=1t=1/n.

o To vede k definici  (Vne N, VmeZ, Yae R, a> 0):

n:a’

1 m
an =+/a, an =+vam.

@ Vlastnosti mocnin zistavaji zachovdny s tim, Ze musime uvazit
ptislusné podminky pro a, b, r, s.
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Mocniny s redlnym exponentem

@ Pojem mocniny Ize takto rozsitit, ale

@ mocnina s iraciondlnim exponentem jiZ neni algebraicka funkce.

Definice
Necht ac R, a>0, g€ Q. Pak definujeme

a%= sup {a"}.
reQ,r<q

Vy%e uvedené vlastnosti mocnin (1)—(6), (7'), (8) plati pro libovolné rediné
exponenty.
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34

Obrézek : Grafy funkei y = x>, y — x” a y = x.
o F
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Obrazek :
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Grafy funkci y = x, y = x'/? a y
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d) Polynomické funkce

@ Jsou dény rovnici y = P(x), kde
P(x) = apx" + aix" ' + -+ ap_1x + ap

je algebraicky polynom.

@ Pro ap # 0 jde o polynom a tedy i o polynomickou funkci n-tého
stupng; D(f) = R.

@ Polynomicka funkce obsahujici jen liché mocniny x je licha,

@ pokud obsahuje jen sudé mocniny x, je suda.
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P¥i studiu polynomickych funkci se vyuziva poznatki z algebry, kterd se
algebraickymi polynomy zabyva.
Zejména se vyuziva:
- déleni polynom0 (se zbytkem),
- rozklad polynomu na soudin kofenovych &initeld a nerozloZitelnych
kvadratickych polynomii,
- véta o rovnosti polynomi. (Jestlize dva polynomy P, Q nejvy3e
n-tého stupné& se rovnaji v n + 1 bodech, pak P(x) = Q(x) na R, tj.
oba polynomy maji tentyZ stupei a tytéZ koeficienty.)
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e) Racionalni lomené funkce

Jsou to funkce dané rovnici
_ P(x)
CQ(x)’

kde P(x), Q(x) jsou polynomy. Je-li stupen &itatele vé&tsi nebo roven
stupni jmenovatele, dovedeme raciondlni lomenou funkci vyjad¥it ve tvaru

R(x)

v =500+ 50

kde S(x) je podil a R(x) je zbytek p¥i déleni %.Tato Gprava (které se
Fika ,snizit stupeii Citatele pod stupefi jmenovatele") se pouziva p¥i
integraci raciondlnich funkci.
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Racionalni lomené funkce

Uloha
x3 —5x24+8x—7

Je dana funkce y = . Proved'te sniZeni stupné& &itatele

x2+3
pod stuperi jmenovatele.
Regent.
a 7 3x—1
Po provedeném déleni dostaneme y = x — 2 + ———. [
x2+3
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Racionalni lomené funkce

Uloha

5

; X 1 : " Y oy o

Je dana funkce y = Zr1 Provedte sniZeni stupné Eitatele pod stuperi
X

Jjmenovatele, aniZ provedete klasické déleni.

Reseni.

V Citateli vhodné Eleny pFi¢itdame a od&itame a zlomek rozdélime na vice
x—1

zlomki. Dostaneme y = x3 — x + ——— > [
x2+1

v
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Uprava algebraickych vyrazi [

Uloha (Uprava racionalnich vyrazi)

Zjednoduste algebraicky vyraz

(+i) (-3 (o)

a uved'te podminky FeSitelnosti.
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Uprava algebraickych vyrazi [

Uloha (Uprava racionélnich vyrazii)
Zjednoduste algebraicky vyraz

a2 +a—2[(a+2)? -2 3

a* —3a3 432 — 4 a?—a

a uved'te podminky FeSitelnosti.
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Uprava algebraickych vyrazi [

Uloha (Uprava iracionalnich vyrazi)
Upravte vyraz
L VxVxV3

12
S

V(x)

pfevodem odmocnin na mocniny s raciondlnimi exponenty.
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Uprava algebraickych vyrazi [www . studopory.vsb. cz]

Uloha (Rozklad polynomu)

Upravte vyraz
x3 -8 _2x2+4x+8
x2+5x—14" x2-49
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Uprava algebraickych vyrazi [www . studopory.vsb. cz]

Uloha (Rozklad polynomu)

Upravte vyraz
2 —2x+2  x*+1
x2—-25 " x>—4x-5
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