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Součin, pod́ıl a mocniny komplexńıch č́ısel v
goniometrickém tvaru

Dvě nenulová komplexńı č́ısla:

z1 = |z1| (cosα1 + i sinα1), z2 = |z2| (cosα2 + i sinα2)

Jejich součin

z1 · z2 = |z1| |z2|
(

cos(α1 + α2) + i sin(α1 + α2)
)

Jejich pod́ıl:

z1
z2

=
|z1|

|z2|

(

cos(α1 − α2) + i sin(α1 − α2)
)

n-tá mocnina:

(z1)
n = |z1|

n
(

cos(n · α1) + i sin(n · α1)
)
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Součin, pod́ıl a mocniny komplexńıch č́ısel v
goniometrickém tvaru

Př́ıklad (EG,Př. 4.5.3)

Vypočteme součin a pod́ıl komplexńıch č́ısel

z1 = 3
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)

a z2 = 2
(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)

.

Podle vzorc̊u:

z1 · z2 = 3 · 2
(

cos
(π

3
+

π

6

)

+ i sin
(π

3
+

π

6

))

= 6
(

cos
π

2
+ i sin

π

2

)

,

z1
z2

=
3

2

(

cos
(π

3
−

π

6

)

+ i sin
(π

3
−

π

6

))

=
3

2

(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)

.
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Maximum (nejvěťśı prvek) a minimum (nejmenš́ı prvek)
množiny

Definice

Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅. Č́ıslo β ∈ M nazýváme maximum množiny M a
ṕı̌seme β = maxM, právě když plat́ı:

∀x ∈ M : x ≤ β.

Definice

Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅. Č́ıslo α ∈ M nazýváme minimum množiny M a
ṕı̌seme α = minM, právě když plat́ı:

∀x ∈ M : x ≥ β.
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Supremum a infimum množiny

Zobecněńı pojmů maxima a minima množiny.

Pokud existuje maxM, potom supM = maxM.

Pokud existuje minM, potom infM = minM.

Př́ıklad

Nap̌ŕıklad množina

M =

{

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . .

}

má maximum maxM = 1, ale nemá minimum. Máme tedy
supM = maxM = 1 a nav́ıc můžeme definovat infM = 0.
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Supremum a infimum množiny

Definice

Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅. Č́ıslo β ∈ R nazýváme supremum množiny M a
ṕı̌seme β = supM, právě když má tyto dvě vlastnosti:

(1) ∀x ∈ M : x ≤ β,

(2) ∀β′ < β ∃x ′ ∈ M : x ′ > β′.

Definice

Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅. Č́ıslo α ∈ R nazýváme infimum množiny M a
ṕı̌seme α = infM, právě když má tyto dvě vlastnosti:

(1) ∀x ∈ M : x ≥ α,

(2) ∀α′ > α ∃x ′ ∈ M : x ′ < α′.
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Supremum a infimum množiny

Definice

Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅. Č́ıslo β ∈ R nazýváme supremum množiny M a
ṕı̌seme β = supM, právě když má tyto dvě vlastnosti:

(1) ∀x ∈ M : x ≤ β,

(2) ∀β′ < β ∃x ′ ∈ M : x ′ > β′.

Definice

Necht’ M ⊂ R, M 6= ∅. Č́ıslo α ∈ R nazýváme infimum množiny M a
ṕı̌seme α = infM, právě když má tyto dvě vlastnosti:

(1) ∀x ∈ M : x ≥ α,

(2) ∀α′ > α ∃x ′ ∈ M : x ′ < α′.
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Supremum a infimum

Úloha

Určete supM a infM pro množinu M =

{

1

2
,
2

3
,
3

4
, . . .

}

.

Řešeńı

Plat́ı supM = 1, nebot’ všechny prvky množiny M jsou pravé zlomky a
jsou tedy menš́ı než 1; jestliže však vezmeme libovolné č́ıslo r < 1, existuje
vždy v M prvek n

n+1 , který je věťśı než r .

Dále infM = 1
2 , nebot’ žádný prvek M neńı menš́ı než 1

2 , a když zvoĺıme
libovolné č́ıslo s > 1

2 , pak vždy právě pro prvek 1
2 plat́ı 1

2 < s. Přitom
supM neńı a infM je prvkem zadané množiny M.
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Supremum a infimum

Věta (o existenci suprema a infima)

1) Každá neprázdná shora omezená množina reálných č́ısel má
supremum.

2) Každá neprázdná zdola omezená množina reálných č́ısel má infimum.
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Okoĺı bodu

Definice (Topologická definice)

Okoĺım bodu a nazveme každý otev̌rený interval (c , d) konečné délky,
který obsahuje bod a (tj. kde a ∈ (c , d)); označeńı okoĺı bodu a: U(a).

Definice (Metrická definice)

ε-okoĺım bodu a, kde ε ∈ R, ε > 0, nazýváme interval (a− ε, a+ ε);
označeńı: U(a, ε) nebo též U(a).
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Rozš́ı̌rená reálná osa

Č́ıselnou osu rozš́ı̌ŕıme o dvě nevlastńı č́ısla: +∞ a −∞.

Označeńı rozš́ı̌rené reálné osy: R∗ = R ∪ {−∞,+∞}.

Zavedeńı nevlastńıch č́ısel nám umožňuje hlouběji, lépe a jednodušeji
formulovat mnohé poznatky matematické analýzy.
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Rozš́ı̌rená reálná osa
Vlastnosti nevlastńıch č́ısel

Na rozš́ı̌rené reálné ose definujeme p̌rirozené uspǒrádáńı a početńı operace
tak, že rozš́ı̌ŕıme p̌ŕıslušná pravidla platná na R.

Uspǒrádáńı:
∀x ∈ R : −∞ < x < +∞,

zvláště

−∞ < +∞, −(−∞) = +∞, −(+∞) = −∞,

|+∞| = | −∞| = +∞.

Supremum a infimum: Pro množinu M, která neńı shora omezená, je
supM = +∞, pro množinu M, která neńı zdola omezená, je
infM = −∞.
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Rozš́ı̌rená reálná osa
Početńı operace s nevlastńımi č́ısly

Sč́ıtáńı a odč́ıtáńı: ∀x ∈ R definujeme

±x + (+∞) = (+∞)± x = ±x − (−∞) = (+∞) + (+∞) =

= (+∞)− (−∞) = +∞,

±x + (−∞) = (−∞)± x = ±x − (+∞) = (−∞) + (−∞) =

= (−∞)− (+∞) = −∞.

Nedefinujeme

(+∞)− (+∞), (+∞)+(−∞), (−∞)+(+∞), (−∞)− (−∞).

Jǐŕı Fǐser (KMA, PřF UP Olomouc) KMA–MAT1 26. zá̌ŕı 2016 12 / 24



Rozš́ı̌rená reálná osa
Početńı operace s nevlastńımi č́ısly

Násobeńı: ∀x ∈ R, x > 0 definujeme

x · (+∞) = (+∞) · x = (+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞,

x · (−∞) = (−∞) · x = (+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞) = −∞.

Podobně pro x < 0.

Nedefinujeme

0 · (+∞), (+∞) · 0, 0 · (−∞), (−∞) · 0.
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Rozš́ı̌rená reálná osa
Početńı operace s nevlastńımi č́ısly

Děleńı: ∀x ∈ R definujeme

x

(+∞)
=

x

(−∞)
= 0.

Pro x > 0 je
+∞

x
= +∞,

−∞

x
= −∞,

pro x < 0 je
+∞

x
= −∞,

−∞

x
= +∞.

Nedefinujeme

+∞

+∞
,

+∞

−∞
, atd.,

x

0
pro žádné x ∈ R, tj. ani

0

0
nebo

±∞

0
.
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Rozš́ı̌rená reálná osa
Početńı operace s nevlastńımi č́ısly

Mocniny : ∀n ∈ N definujeme

(+∞)n = +∞, (+∞)−n = 0, (−∞)n = (−1)n · (+∞).

Nedefinujeme

(+∞)0, (−∞)0, 00, 1+∞, 1−∞.
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Rozš́ı̌rená reálná osa

Úloha

Vypočtěte

a = +∞ · 5−
(−∞)

3
+ (−∞)3 · (100−∞)−

1200!

+∞
.
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Kombinatorika

Bez opakováńı S opakováńım

Variace Vk(n) =
n!

(n − k)!
V ∗

k
(n) = nk

Permutace P(n) = n! P∗(n) =
n!

n1!n2! · · · nk !

Kombinace Ck(n) =

(

n
k

)

=
n!

k!(n − k)!
C ∗

k
(n) =

(

n + k − 1
k

)
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Kombinatorika

Variace k-té ťŕıdy z n prvk̊u:

= uspǒrádané skupiny o k prvćıch vybraných z n prvk̊u.

Permutace n prvk̊u:

= uspǒrádané n-tice vybrané z n prvk̊u.

Kombinace k-té ťŕıdy z n prvk̊u:

= (neuspǒrádané) skupiny o k prvćıch vybraných z n prvk̊u.
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Počet variaćı k-té ťŕıdy z n prvk̊u bez opakováńı

Vk(n) =
n!

(n − k)!
.

Úloha

Je dána množina M = {1, 2, 3, 4, 5}. Z prvk̊u této množiny máme vytvá̌ret
dvojice, p̌ričemž zálež́ı na pǒrad́ı a prvky se nemohou opakovat.
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Počet variaćı k-té ťŕıdy z n prvk̊u s opakováńım

V ∗

k
(n) = nk .

Úloha

Kolik existuje trojciferných č́ısel, které lze zapsat užit́ım cifer 1, 2, 3, 4 a 5?
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Počet permutaćı n prvk̊u bez opakováńı

P(n) = n! = n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 3 · 2 · 1.
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Počet permutaćı n prvk̊u s opakováńım

P∗(n) =
n!

n1!n2! · · · nk !

Úloha

Kolik r̊uzných šesticiferných č́ısel lze vytvǒrit z č́ıslic 1, 2, 2, 3, 3, 3?
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Počet kombinaćı k-té ťŕıdy z n prvk̊u bez opakováńı

Ck(n) =

(

n
k

)

=
n!

k!(n − k)!
.

Úloha

Jaký je vztah mezi počty variaćı a kombinaćı k-té ťŕıdy z n prvk̊u bez
opakováńı?
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Počet kombinaćı k-té ťŕıdy z n prvk̊u s opakováńım

C ∗

k
(n) =

(

n + k − 1
k

)

=
(n + k − 1)!

k!(n − k)!
.

Úloha

Zjistěte, kolik existuje r̊uzných kvádr̊u, pro něž plat́ı, že délka každé jejich
hrany je p̌rirozené č́ıslo z intervalu 〈2;15〉.
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