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Soudin, podil a mocniny komplexnich &isel v
goniometrickém tvaru

@ Dvé& nenulova komplexni &isla:
71 = |z1|(cosa +isinaq), zo = |z|(cosan + isinaz)
@ Jejich soudin
71+ 2 = |z1] |22 (cos(ou + a2) + isin(ay + )
@ Jejich podil:

71 |z .
— = —(cos(a1 — ap) +1sin(a; — ao
2 = [y (oslor —a2) - isin(a1 — a2))

@ n-td mocnina:

(z1)" = |z1|" (cos(n - ) + isin(n - o))
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Soudin, podil a mocniny komplexnich &isel v
goniometrickém tvaru

P¥iklad (EG,PY. 4.5.3)

Viypocteme soucin a podil komplexnich &isel

21:3<cos%+isin%) a 22:2(cos%+isin%>.

Podle vzorcii:

21-22:3-2(cos<%+g)+isin(%+ )>:6(cosg+ising),

Z1
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Maximum (nejvétsi prvek) a minimum (nejmensi prvek)
mnoZiny

Definice

Necht M c R, M # (). Cislo 8 € M nazyvdme maximum mnoZiny M a
piseme 3 = max M, pravé kdyZ plati:
o VxeM:x<p.

Definice

Necht M c R, M # (). Cislo & € M nazyvdme minimum mnoZiny M a
piseme o« = min M, pravé kdyZ plati:
eVxeM:x>p.
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Supremum a infimum mnoZiny

@ Zobecnéni pojmi maxima a minima mnoZziny.
@ Pokud existuje max M, potom sup M = max M.
@ Pokud existuje min M, potom inf M = min M.

P¥iklad
NapfFiklad mnoZina
11
M=<1,-,-,—,...
{ ) 27 37 47 }

ma maximum max M = 1, ale nema minimum. Mame tedy
sup M = max M = 1 a navic miiZeme definovat inf M = Q.
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Supremum a infimum mnoZiny

Definice

Necht M Cc R, M # (). Cislo 8 € R nazyvdme supremum mnoZiny M a
piseme 3 = sup M, pravé kdyZ md tyto dvé vlastnosti:

(1) Vx e M: x < B,

)V <p INeM:xX>p.
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Supremum a infimum mnoZiny

Definice

Necht M Cc R, M # (). Cislo 8 € R nazyvdme supremum mnoZiny M a
piseme 3 = sup M, pravé kdyZ md tyto dvé vlastnosti:

(1) Vx e M: x < B,

)V <p INeM:xX>p. )

Definice

Necht M c R, M # (). Cislo a € R nazyvdme infimum mnoZiny M a
piseme o = inf M, pravé kdyZ ma tyto dvé vlastnosti:

(1) VxeM:x > q,

(2) Vo/ >a I eM: X <. )
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Supremum a infimum

Uloha

N =
W N
EN@N)

Urcete sup M a inf M pro mnoZinu M = {

Regeni

Plati sup M = 1, nebot vechny prvky mnoZiny M jsou pravé zlomky a
jsou tedy mensi nei 1; jestlize vSak vezmeme libovolné ¢&islo r < 1, existuje
vzdy v M prvek n+1, ktery je vétsi nez r.

Diéle inf M = 3, nebot Zadny prvek M neni men§|' nez % a kdyz zvolime
libovolné CIS|O s> 2, pak vzdy pravé pro prvek platl < s. Pfitom

sup M neni a inf M je prvkem zadané mnoZziny M.
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Supremum a infimum

Véta (o existenci suprema a infima)

1) KaZda neprdzdnad shora omezend mnoZina realnych &isel ma
supremum.

2) KaZda neprdazdna zdola omezend mnoZina realnych &isel ma infimum.
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Okoli bodu

Definice (Topologicka definice)

Okolim bodu a nazveme kaZdy otevieny interval (c, d) kone&né délky,
ktery obsahuje bod a (tj. kde a € (c, d)); ozna&eni okoli bodu a: U(a).

Definice (Metricka definice)

e-okolim bodu a, kde ¢ € R, € > 0, nazyvame interval (a —e,a+¢);
oznaceni: U(a, e) nebo téZ U(a).
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Rozs$ifena redlna osa

~s

@ Ciselnou osu rozgifime o dv& nevlastni &isla: +00 a —oo0.
@ Oznateni rozsitené redlné osy: R* = R U {—o0, +-00}.

@ Zavedeni nevlastnich &isel ndm umoZziiuje hloubgji, 1épe a jednoduseji
formulovat mnohé poznatky matematické analyzy.
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Rozs$ifena redlna osa

Vlastnosti nevlastnich &isel
Na rozsitené redlné ose definujeme p¥irozené usporaddni a pocetni operace
tak, Ze rozsi¥ime pfisludna pravidla platnd na R.

@ Usporadani.
Vx €R: —00o < x < 400,

zvlasté

—00 < 400, —(—0) =400, —(400)=—00,

| + 00| = | — oo| = +00.
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Rozs$ifena redlna osa

Vlastnosti nevlastnich &isel

Na rozsi¥ené redlné ose definujeme pFirozené usporadani a poletni operace
tak, Ze rozsi¥ime pfisludna pravidla platnd na R.

@ Supremum a infimum: Pro mnoZinu M, kterd neni shora omezen3, je
sup M = 400, pro mnozinu M, kterd neni zdola omezen3, je
inf M = —cc.
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Rozs$ifena redlna osa

Pocetni operace s nevlastnimi &isly
o S¢itani a od¢itani: Vx € R definujeme
tx + (+00) = (+00) £ x = £x — (—00) = (F00) + (+00) =

= (+00) — (~00) = +oo,

+x + (—o0) = (—00) £ x = £x — (+0) = (—00) + (—0) =

— (~50)  (+50) = —cx.

o Nedefinujeme

(+00) = (+00),  (H00)+(=00), (—00)+(+00), (—00)—(=00).
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Rozs$ifena redlna osa

Pocetni operace s nevlastnimi &isly

@ Ndsobeni: Vx € R, x > 0 definujeme
X+ (+50) = (400) - x = (+30) - (+30) = (~00) - (~00) = o0,
x - (—00) = (—00) - x = (+00) - (~00) = (~00) - (+00) = —o0.
Podobné pro x < 0.
o Nedefinujeme

0-(4+00), (4+00):0, 0:(—00), (—00)-0.
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Rozs$ifena redlna osa

Pocetni operace s nevlastnimi &isly

@ Déleni: Vx € R definujeme

X X

= =0.
(+00)  (—o0)
Pro x > 0 je
“+0o0 —00
- = +OO7 — = —0Q,
X X
pro x <0 je
+0o0 —00
—_— = -00, —— = +00Q.
X X

o Nedefinujeme

+00 +oo
—\ —, atd.,
“+00 —00

.. 0
pro zadné x € R, tj. ani 0 nebo =

ol %
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Rozs$ifena redlna osa

Pocetni operace s nevlastnimi &isly

@ Mocniny: Vn € N definujeme

(+00)" = +o0, (+00) 7" =0, (=00)" = (-1)"- (+00).

o Nedefinujeme

(+00)°,  (—00)?, 00, 1T, 17,
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Rozs$ifena redlna osa

Uloha
Viypoctéte

(—o0) 3 1200!
= . —_—— _— . 1 —_— —_
a=+o00-5 3 + (—00)> - (100 — o0) -
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Kombinatorika

Bez opakovani S opakovanim
; n! * _ .k
Variace Vi(n) = (=Rl Vi(n)=n
n!
Permutace P(n) = n! P*(n) = PP
1:1M2: - N
. n! N n+k—1
Kombinace | Cx(n) = (Z) = PICETL Ci(n) = ( P )
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Kombinatorika

@ VARIACE k-té t¥idy z n prvki:
= usporadané skupiny o k prvcich vybranych z n prvki.

@ PERMUTACE n prvki:
= usporadané n-tice vybrané z n prvki.

o KOMBINACE k-té tfidy z n prvki:
= (neusporadané) skupiny o k prvcich vybranych z n prvka.
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Pocet variaci k-té t¥idy z n prvki bez opakovani

Uloha
Je ddna mnoZina M = {1,2,3,4,5}. Z prvka této mnoZiny mame vytvaret
dvojice, pFitemZ zaleZi na porfadi a prvky se nemohou opakovat.

Ji¥i Figer (KMA, P¥F UP Olomouc) KMA-MAT1 26. za¥i 2016 19 / 24



Pocet variaci k-té tfidy z n prvkl s opakovanim

Vi (n) = n*.

Uloha J

Kolik existuje trojcifernych &isel, které Ize zapsat uZitim cifer 1, 2, 3, 4 a 57
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Pocet permutaci n prvkd bez opakovani

P(n)=n'=n-(n-1)-(n—-2)-----3-2-1.
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Pocet permutaci n prvkid s opakovdnim

Uloha J

Kolik riiznych Sesticifernych Cisel Ize vytvotit z Cislic 1, 2, 2, 3, 3, 37
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Pocet kombinaci k-té tfidy z n prvk( bez opakovani

Uloha
Jaky je vztah mezi pocty variaci a kombinaci k-té tfidy z n prvki bez
opakovani?
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Pocet kombinaci k-té t¥idy z n prvkl s opakovanim

n+k—1>:(n+k—1)!

C:(”):< k Ki(n— k)

Uloha
Zjistéte, kolik existuje riiznych kvadrii, pro néZ plati, Ze délka kaZdé jejich
hrany je pFirozené &islo z intervalu (2;15).
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