
KMA/MAT1 Cvičeńı č. 3,

7. ř́ıjna 2014

1 Kombinatorika

Bez opakováńı S opakováńım

Variace Vk(n) =
n!

(n − k)!
V ∗

k
(n) = nk

Permutace P (n) = n! P ∗(n) =
n!

n1!n2! · · · nk!

Kombinace Ck(n) =

(

n
k

)

=
n!

k!(n − k)!
C∗

k
(n) =

(

n + k − 1
k

)

=
(n + k − 1)!

k!(n − 1)!

• Variace k-té tř́ıdy z n prvk̊u:

= uspořádané skupiny o k prvćıch vybraných z n prvk̊u.

• Permutace n prvk̊u:

= uspořádané n-tice vybrané z n prvk̊u.

• Kombinace k-té tř́ıdy z n prvk̊u:

= (neuspořádané) skupiny o k prvćıch vybraných z n prvk̊u.

Úloha 1. Na startu běžeckého závodu je osm atlet̊u. Kolika zp̊usoby mohou být
obsazeny stupně v́ıtěz̊u?

Řešeńı. V3(8) =
8!

(8 − 3)!
=

8 · 7 · 6 · 5!

5!
= 336.

Úloha 2. Kolik r̊uzných značek teoreticky existuje v Morseově abecedě, sestavuj́ı-
li se tečky a čárky do skupin po jedné až pěti?

Řešeńı. Počet 1-znakových (− ·) + počet 2-znakových (−− −· ·− ··) + · · · +
počet 5-znakových (− − − − − . . . − · · · · · · · · ·), tedy V ∗

1 (2) + V ∗

2 (2) + V ∗

3 (2) +
V ∗

4 (2) + V ∗

5 (2) = 21 + 22 + 23 + 24 + 25 = 2 + 4 + 8 + 16 + 32 = 62.
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Úloha 3. Najděte všechny permutace bez opakováńı z prvk̊u množiny M = {1, 7, 9}.

Řešeńı. {1, 7, 9} , {1, 9, 7} , {7, 1, 9} , {7, 9, 1} , {9, 1, 7} , {9, 7, 1} .
3! = 6 permutaćı.

Úloha 4 (Kombinatorika: souhrnný př́ıklad). Jsou dány cifry 1, 2, 3, 4 a 5.
Cifry nelze opakovat. Kolik je možno vytvořit z těchto cifer č́ısel, která jsou:

a) pětimı́stná, sudá;

b) pětimı́stná, konč́ıćı dvojč́ısĺım 21;

c) pětimı́stná, menš́ı než 30 000;

d) trojmı́stná lichá;

e) čtyřmı́stná, věťśı než 2 000;

f) dvojmı́stná nebo trojmı́stná.

Řešeńı.

ad a) (pětimı́stná, sudá)

Dvě možnosti:

• Č́ısla tvaru XXXX2: na prvńıch čtyřech pozićıch permutujeme všechny
zbývaj́ıćı č́ıslice 1,3,4,5. Těchto permutaćı je P (4) = 4! = 24.

• Č́ısla tvaru XXXX4: na prvńıch čtyřech pozićıch permutujeme všechny
zbývaj́ıćı č́ıslice 1,2,3,5. Těchto permutaćı je také P (4) = 4! = 24.

Dohromady tedy máme (24 + 24 =)48 pětimı́stných sudých č́ısel.

ad b) (pětimı́stná, konč́ıćı dvojč́ısĺım 21)

XXX21, 3! = 6.

ad c) (pětimı́stná, menš́ı než 30 000)

1XXXX nebo 2XXXX, tedy 4! + 4! = 48.

ad d) (trojmı́stná lichá)

XX1, XX3 nebo XX5, tedy V2(4) + V2(4) + V2(4) = 3 ·
4!

(4 − 2)!
= 3 · 12 = 36.

ad e) (čtyřmı́stná, větš́ı než 2 000)

2XXX, 3XXX, 4XXX a 5XXX, tedy V3(4)+V3(4)+V3(4)+V3(4) = 4 ·
4!

(4 − 3)!
=

4 · 24 = 96.

ad f) (dvojmı́stná nebo trojmı́stná)

XX nebo XXX, tedy V2(5)+V3(5) =
5!

(5 − 2)!
+

5!

(5 − 3)!
=

5!

3!
+

5!

2!
= 20+60 = 80.
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2 Pravděpodobnost

P (A) =
počet výsledk̊u př́ıznivých jevu A

počet všech možných výsledk̊u
=⇒ 0 ≤ P (A) ≤ 1.

• P (A) = 0 — nemožný jev;

• P (A) = 1 — jistý jev;

• P (A′) = 1 − P (A) — past opačného jevu;

Úloha 5. Vypočtěte pravděpodobnost uhádnut́ı právě tř́ı č́ısel při tažeńı šesti č́ısel
ze čtyřiceti dev́ıti.

Řešeńı. Tipujeme 6 č́ısel. Poč́ıtáme pravděpodobnost vylosováńı právě 3 č́ısel z
těchto 6. Existuje C3(6) možných trojic našich č́ısel. Ke každé z těchto trojic je
C3(43) možnost́ı, jak doplnit naši vylosovanou trojici trojićı č́ısel mimo náš tip
(49 − 6 = 43).

Celkový počet možnost́ı, kdy ve vylosované šestici jsou právě tři č́ısla z našeho
tipu je tedy roven součinu těchto hodnot. Výsledná pravděpodobnost:

P (A) =

počet trojic
z tipu

×
počet trojic
mimo tip

celkový počet šestic
=

C3(6) · C3(43)
49!

6!43!

=̇0,017 65.

2.1 Sč́ıtáńı past́ı a podmı́něná past

• A ∪ B — nastává alespoň jeden z jev̊u A a B;

• A ∩ B — nastávaj́ı oba jevy A a B;

• P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B);

• Nezávislé jevy:
P (A ∩ B) = P (A) · P (B);

Úloha 6. Hod dvěma kostkami, b́ılou a černou:

• Jev A: na b́ılé kostce padne č́ıslo ≥ 3;

• Jev B: na černé kostce padne č́ıslo ≤ 3.

P (A) =?, P (B) =?, P (A ∩ B) =? a P (A ∪ B) =?.
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





Hodnota
na b́ılé
kostce

,
Hodnota
na černé
kostce







(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)
(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)
(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)
(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)
(5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)
(6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

• P (A) = 24
36

= 2
3
, P (B) = 18

36
= 1

2
,

• P (A ∩ B) = 12
36

= 1
3
, P (A ∪ B) = 24

36
= 2

3
,

• P (A/B) =
1

3
1

2

= 2
3

= P (A) P (B/A) =
1

3
2

3

= 1
2

= P (B).

Úloha 7. Jaká je past, že ve skupině n lid́ı jsou alespoň dva, kteř́ı maj́ı narozeniny
ve stejný den v roce?

Řešeńı. • jev An: . . .

• opačný jev A′

n
:
”
žádńı dva lidé nemaj́ı společné narozeniny“.

P (An) = 1 − P (A′

n
) = 1 −

Vn(365)

V ∗

n
(365)

= 1 −

365!
(365−n)!

365n
.

Vyč́ısĺıme pro n = 2, 3, 30, 33, 35:

P (A2) = 1 −

365!
(365−2)!

3652
=

1

365
=̇0,002 739 726.

1 2 5 10 15 20 25 30 40 50
0 0,002 7 0,027 0,12 0,25 0,41 0,57 0,71 0,89 0,.97
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